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Representacion de una superficie en parameétricas (l)

(linea coordenada)
U = constante

V= constan:—>

(linea coordenada)

REPRESENTACION DE UNA SUPERFICIE EN PARAMETRICAS (IR?>)
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Representacion de una superficie en parametricas (ll)

EXPRESION GENERAL:

~ ) (61'\
’]?:wuv 1
(’.) »con € =¢& =q €e* »
= €; @bz(u,’l]) e3.
/ \ v

) - 1 1 1 ] (1 )
FZ@E(U,U) €5 €2 €73 . ¥ (u,v)
- e con E=|e? e? e’ |, ¥uv)=1< ¥*(u,v)
= F
E (u,v) ) _631 e, 633_ \ 3 (u, v) )
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Representacion de una superficie en parameétricas (lll)

EXPRESION GENERAL EN LA BASE CANONICA (ORTONORMAL): (¥

(' (u,v)
r = lZ(u) donde U = {Z} con &(a) = 4 ¢2(u7v) >
LY (u,v)

(*) Portanto, =17+ vy %(u, v) = P (u,v).
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Diferencial de area y vector normal (la)

U = constante

\V = constante

DIFERENCIAL DE AREA: PLANTEAMIENTO
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Diferencial de area y vector normal (Ib)

U = constante

\V = constante

DIFERENCIAL DE AREA: DEFINICION
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Diferencial de area y vector normal (ll)

DIFERENCIAL DE AREA:

> >~
ST
|
= <
S L 2w

dA = ‘Bu/\ﬁv‘ dudv , donde {

AREA:

>
S
|
SR

<

A= // |7Lu /N\ iLfU| dudv , donde
(uw,v)eD
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Diferencial de area y vector normal (lll)

MODULO DEL PRODUCTO VECTORIAL:

Q =&
I | I
> N D
I
> o>~
e e g

I

>

(4

>

E

Z

’i_zuAi_zU’ — VEG — F? ., con

ANGULO ENTRE LINEAS COORDENADAS:

F
cos(f) = —
VEG
(*) EG — F?2 > 0 necesariamente, debido a la desigualdad de Schwartz: ‘Bu Chel| < ‘Bu‘ hyl.
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Diferencial de area y vector normal (1V)

VECTOR NORMAL:

- Bu BU Bu — _J
N = /\_ donde _ 1% — ‘N‘ —
|y A By hy =,

(*) El sentido de IV es arbitrario y depende de la parametrizacion.
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Diferencial de area y vector normal (V)

NOTACION ESPECIAL:

dA = |dA|
o= 94
|dA|

0

<_

vectores naturales
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Diferencial de area y vector normal (VI)

También:
(FE = hy - hy
|y A | = VEG — F2, con { F=hy hy=h,-h,
G ="y, b

o®  o°
L Ju  Ov -
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Recta normal y plano tangente

RECTA NORMAL: (*)

F=7,+ AN,
PLANO TANGENTE: (%)
_ _ Bu(uoa Uo) BU(UO, UO) — — \/
=T, )\ — = — Ty No — O
g —l_ ’hu(um Uo) —l_ K ‘h’u(uov Uo) — (T )

(*) (’LL, U) — (Uo, Uo) e 'Fo, N p— No-
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Curva trazada sobre una superficie (l)

U = constante

\V = constante

CURVA TRAZADA SOBRE UNA SUPERFICIE
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Curva trazada sobre una superficie (ll)

CURVA TRAZADA SOBRE UNA SUPERFICIE:
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Distancias y angulos sobre una superficie (I)

PRIMERA FORMA CUADRATICA FUNDAMENTAL (I):

7 = () — l=dr ar =

rI :(ds)QZO

a=5(t) | ds = \/i

U

du

dr = 7, du+7,dv con {dv} = 7'(t) dt

U

I: E(du)2—|—2qudv—|—G(dv)2 — [du dv] [

E F du
F G dv

|

NE=7,7,F=77="7 7, G="r,- 7. Lamatrizg:{

E F
F G
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Distancias y angulos sobre una superficie (ll)

TENSOR METRICO (G):

Sean las curvas: 7, = (u) y 7= (1) con 71(t1) = a(ts)
u=%1(t1) u=%2(t2)
4
dlfl — Ii— d’L_Ll dﬂl — ’7{ dtl
_ _ con
d?“2 = Ii d'UQ d’ljjz = ’7/; dtg

dry - dry = (dﬂl)T Q du,  donde G-H"H )

~ ~ ~

F G

El tensor métrico (G) juega el mismo papel que en un espacio Euclideo, aunque ahora se plantea para calcular productos
escalares de vectores infinitesimales. Ademas el tensor no es constante, sino que cambia con el punto de la superficie.

(*) Notese que G = {E F} ,yque dA = /det (Q) du dv. Portanto, I = (da)! G da.
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Distancias y angulos sobre una superficie (lll)

VECTOR TANGENTE:
F = (1) — = %
u=7(t)
4
dr=Hdu, ds=VI, I=(a)"G du
4
H da

t =

\/(da)T G da
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Distancias y angulos sobre una superficie (V)

ANGULO ENTRE DOS CURVAS:

Sean las curvas: 7, = v (u) y 7 = (u) con 71(t1) = F2(t2)
a=51 (t1) u="72(t2)
4
r H du, = H dus o { dii; = v% dt,
J@o) Gan J(m) Gam L=
4
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Curvatura en una direccion determinada (I)

Seccion Transversal
(plano normal a la curva)

<

U = constante

== |

V= constan:—>

CURVA TRAZADA SOBRE UNA SUPERFICIE — SECCION TRANSVERSAL
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Curvatura en una direccion determinada (ll)

CURVATURA NORMAL Y CURVATURA GEODESICA:

=3

=3I
|
=
=
|
|
&.| Q.
C,D\.
>~
|
=
]
|
>
&»

k., =k, N .k, = k- N < curv. normal ()

kg — k—k, . Ky — "Z_Cg‘ < curv. geodésica

(*) La curvatura normal tiene signo, pues kp, = k- N = k(n - N) € [—k, +k].
El signo depende del sentido del vector N (que a su vez depende de la parametrizacion).
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Curvatura en una direccion determinada (lll)

Seccién Transversal
(plano normal a la curva)

kg ) plano

( tangente

A g:ién de

— la superficie
n (por el plano

normal a la curva)

kK ki

CURVATURAS NORMAL (k,,) Y GEODESICA (k,)
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Curvatura en una direccion determinada (V)

OBTENCION DE LA CURVATURA NORMAL.:

=

( dr _ du _ duy )
== () ()
~ ds ds ds ~
t-N =0, pues ¢ ho AR » — tL N
N — _u _'U
h, N\ h,
\ J
o
d(_ _> dt _+£ dN (k_) N—i—f dN 3 dr dN 0
— = — _— = n _— = n E— _— =
ds S S S ds ds
O
.
_ I — dr - dr <+ 1a. FORMA CUAD. FUND.
di-dN 11
= — = , con <
dr - dr I
Il = — 47 . 4N <« 2a. FORMA CUAD. FUND.
\
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Curvatura en una direccion determinada (V)

SEGUNDA FORMA CUADRATICA FUNDAMENTAL (II):

r = (a) — Il =-—dr.dn

MNe=—-7 N, f=—-4(# N +# N'), g=—7,-N . LamatrizS = | © F| essim.
u u 9 u v v u v v f g
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Curvatura en una direccion determinada (VI)

_/ !
u? Tv Y Tuu

L
~
|
| — |
=3
~

v

7 AT

A . [’T’u, Tv’ Tuv

'

/ / |
u v

—/ _/ _/!
u? rv ? rvv

L
~
|
[ |
=

~

[y ATy

CALCULO DE COEFICIENTES e, f y g de 1I:

1
VEG — F?
1
EG — F?

1
EG — F?

oY1 Oy O3
ou ou ou
oY1 OYa O3
ov ov ov
%Y1 9y 93
8u2 8u2 8u2
oY1 Oy  OY3
ou ou ou
oY1 Oy  OY3
ov ov ov
%Y1 9y O
oudv Oudv Oudv
oY1 OYo O3
ou ou ou
OY1  Ova 03
ov ov ov
8%y 8Py B3
8@2 8@2 8@2
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Curvatura en una direccion determinada (VII)

¥y —~Seccion Longitudinal

Ll = constante

-
—

t ~ .
—

D -
Seccion "normal"

( de la superficie,
por el plano t- N )

Sl
V= comstante u=y(t)

CURVA TRAZADA SOBRE UNA SUPERFICIE — SECCION LONGITUDINAL
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Curvatura en una direccion determinada (VIil)

TEOREMA DE MEUSNIER:

Se consideran las curvas trazadas sobre una superficie que tienen el mismo
vector tangente (+¢ 0 —t) en un punto dado. En este punto se cumple:

e Todas las curvas consideradas tienen la misma curvatura normal (%,,).

e El valor absoluto de la curvatura normal (|%,,|) es la curvatura de la
“seccion normal”. (%)

e La curvatura (k) de cualquiera de las curvas consideradas vale

I . <— normal a la curva
k=—"— donde cos(¢p)=n-N, {
COS(Cb) N <— normal a la superficie

(*) La seccion normal es la curva que se obtiene al cortar la superficie por el plano formado los vectores ty N.
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Curvatura en una direccion determinada (IX)

Seccidn Longitudinal
(plano t-N)

AN
‘rag'ga;r?‘re w i

/-0—"\

_ Seccion "nor'mt:ll"48
nY

( de la superficie,
K,

por el plano t-N)

TEOREMA DE MEUSNIER
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Curvatura en una direccion determinada (X)

OBTENCION DE LA CURVATURA GEODESICA:

kg:|129\ con kg:E—kn, donde k, =k, N con k,=k-N
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Variacion de la curvatura con la direccion (l)

CURVATURA NORMAL EN FUNCION DE LA DIRECCION:

_dv

\ =
du

4

ka (V) = e+2f A+ g\
Y BA2F NG N
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Variacion de la curvatura con la direccion (ll)

DIRECCIONES ASINTOTICAS:

e+2fA+gN =0 <+—

(*) Condicion para que existan soluciones reales: 2 —eg>o0.

Punto de inflexion: punto en el que k., ()\) = 0 para algun .

2
Lineas asintoéticas: e + 2 f (3—5) + g (3_5) =0 = kn(A) =0 para\ = dv/du.

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA




Variacion de la curvatura con la direccion (lll)

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE:

>0 <= N."deD.A.=0 <= punto Eliptico

eg—f* { =0 <= N.°deDA.=1 <= punto Parabdlico

<0 <= N."deDA.=2 <= punto Hiperbdlico

\
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Variacion de la curvatura con la direccion (1V)

Punto Parabdlico

CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE
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Variacion de la curvatura con la direccion (V)

DIRECCIONES PRINCIPALES Y CURVATURAS PRINCIPALES:

p A — direccion principal

k.(\) — curvatura principal

0

DP: (Fg— fG) > + (Eg—eG) A + (Ef —eF) = 0

\

(*) Siempre existen dos D.P. A1, A2 y sus correspondientes C.P. k1 = k,, (A1), ko = kn(A2).
Las dos direcciones principales (es decir: sus vectores tangentes) son ORTOGONALES.

CP: (EG—-F? k2 + 2Ff—FEg—eG) kn, + (eg—f?) = 0

()

2
Lineas de curvatura: (Fg — fG) (g—Z) + (Eg — eG)g—Z + (Ef — eF) =0 <«—dos familias ortog.
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Variacion de la curvatura con la direccion (VI)

EXPRESIONES EN FORMA DE DETERMINANTE:

Direcciones Principales:

A2 )\ 1
det E F G| =0
e F 9.

Curvaturas Principales:

(7 2] [F el) =0
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Variacion de la curvatura con la direccion (VII)

SUMA'Y PRODUCTO DE LAS DOS CURVATURAS PRINCIPALES:

) ) rx1+xo = —(b/a)
ar +bxr+c=0 —> dosraices: xi,x9 —

r1 x2= (c/a)
Y
Direcciones Principales:
Eg—eG Ef —eF
1_|_ 2 Fg—fG 9 1 7\2 Fg—fG
Curvaturas Principales:
2F f — Eg — eG eqg — f*
Mtk =——pa" @ e
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Variacion de la curvatura con la direccion (VIIl)

TEOREMA DE EULER:

A

«. = angulo entre las direcciones

4

kn(A\) = ki cos®(a) + k, sen®(a)
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Curvatura media y curvatura total (I)

CURVATURA MEDIA:

K=kik=9"0 |

EG — F*?
> 0 <= punto Eliptico <— K>0
MEG—-F?>0 = (eg— f%) { =0 <= puntoParabélico — K =0

< 0 <= puntoHiperbdlico «<— K <0
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Curvatura media y curvatura total (ll)

SUPERFICIES MINIMALES:

la superficie tiene area minima para un contorno dado

4

la curvatura mediaesnula <— K, =0 ()

4

las direcciones asintéticas son perpendiculares

(*) Se trata de un problema de Calculo de Variaciones con dos variables independientes.
La demostracidén de que la curvatura media es nula no es trivial.

La demostracién de que una curvatura media nula equivale a la ortogonalidad de las D.A. es trivial.

Ejemplos de superficies minimales: plano, catenoide (de revolucién), helicoide (reglada), ...
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Curvatura media y curvatura total (lll)

THEOREMA EGREGIUM (DE GAUSS):

1 /" |Wall 1 7 1 g
1 2 2Evv + Fuv 2Guu ?Eu Fu 2E
= ( 2) F' -G, E F
pe—r La! F G
2-v
0 5B, G,
~|5E, E F
G, F G
4

la curvatura total puede calcularse a partir del tensor métrico  (*)

(*) Luego depende unicamente de las propiedades métricas de la superficie.
— jEl espacio en el que se halla inmersa la superficie es irrelevante!.
Nota: La demostracidén no es trivial. Puede encontrarse en
D.J. Struik, “Lectures on Classical Differential Geometry”, pp. 105—112, Dover Pub. Inc. (1959)
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Geodésicas (l)

CALCULO EN PARAMETRICAS:

Hallar: f(t) =~(t),

! =1t
1/2
Lt.a.p) = (5" G@p) . ()

verificando: f(tl) — ’L_LI, f(tF) == ﬂF

(*) PVEF = produce un valor estacionario del funcional.
(**) == Elfuncional S [f(t)] representa la distancia recorrida sobre la superficie
alolargo de la curva u = 7(t).

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA




Geodeésicas (ll)

CALCULO EN EXPLICITAS:

Hallar: f(u) = g(u),

up
que PVEF (*): S[f(u)} :/ L(u,v,p) o= f () du
o p=f"(u)

con: L(u,v,p) = (E(u, v) + 2F (u,v) p+ G(u,v) pz) 1/2 | (**)

verificando: f(ul) — ?71, f(UF) — ’l_)F

(*) PVEF = produce un valor estacionario del funcional.
(**) == Elfuncional S [f(u)] representa la distancia recorrida sobre la superficie
alolargodelacurvav = f(u).
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Geodeésicas (lll)

RELACION CON LA CURVATURA GEODESICA:

se produce un valor extremo del funcional que representa
la distancia recorrida sobre la superficie a lo largo de la curva

4

la curvatura geodésica es nula <=k, =0 (™)
J

la normal a la curva (n) y la normal a la superficie (IV) estan alineadas

(*) La demostracion de que la curvatura geodésica es nula no es trivial, pero es asequible.
La demostracién de que una curvatura geodésica nula equivale al alineamiento de las normales es trivial.
Ejemplos de geodésicas: rectas sobre una superficie reglada, circulos maximos sobre una esfera. ..
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Integral sobre una superficie

Dada la superficie TI'= {r =¢(u,v), (u,v) € D}, (*)

CAMPO ESCALAR f(7):
[fs o= ... (0

CAMPO VECTORIAL f(7):

//F f.dA://F [N dA= //(W)ED (f(f) TW,U)) (R A o)

) |hy A hy| dudv

FZ?Z(U/U)

(*) Si la superficie es cerrada se utiliza el simbolo #
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