Algebra Lineal II. Curso 2022-2023. Formas cuadraticas. Practica voluntaria.

Sean cicacscacscecrces las ocho cifras de tu DNIDV | por ejemplo si el DNI es 32478910, entonces c1 = 3,c2 = 2,
0324, 0427, 6528, 66:9, 0721, 03:0.

Para cada i, con 1 < i < 8 llamamos a; al resto de c; mddulo 3, es decir, el resto que se obtiene al dividir c;
por 3. En el ejemplo anterior a1 =0, a2 =2, a3 =1, a4 =1, a5 =2, a6 =0, ar =1, ag = 0.

En los enunciados sustiuiré los correspondientes valores de a;:

En cada apartado se pedird calcular una forma cuadrdtica en IR® cumpliendo ciertas condiciones y obtener
ciertos datos de ella. En todos ellos debe de darse la matriz asociada a la forma cuadrdtica respecto de la base
candnica.

1. Una forma cuadriatica indefinida, degenerada y tal que
uyp = (1,1,2), U2 = (0,1,2), usz = (0,0, 1)

formen una base de vectores conjugados.

Si la base B = {(1,1,2),(0,1,2),(0,0,1)} es de vectores conjugados sabemos que la matriz asociada a la
forma cuadrética respecto de ella es diagonal. Ademds para ser degenerada rango(Fg) < 3 y por tanto en
la diagonal al menos tiene que haber un 0. Por ultimo por ser indefinida al menos debe de apaerece un
signo positivo y otro negativo en la forma diagonal.

En resumen Fp es una matriz diagonal con un signo positivo, otro negativo y un cero en la misma. Podemos

tomar:
1 0 0
Fg=(0 -1 0].
0 0 0
Fc = MpeFsMpce
1 0 0\ ! 1 0 0
Mpc=Mgp=|1 1 0 =(-1 1 0].
2 2 1 0 -2 1
1 0 0\'/1 0 O 1 0 0 0 10
Fe=(-1 10 0 -1 0 -1 1 0)=(1 -1 0].
0 -2 1 0 00 0 -2 1 0 00

Para dicha forma cuadrdtica calcular los vectores autoconjugados, expresdndo el resultado en la base candnica
y de la manera mds sencilla posible.

La cambiamos a la base candnica:

donde

Queda:

Sabemos que por ser indefinida y de rango 2 los vectores autoconjugados pueden descomponerse como un
unién de dos planos. Si trabajamos en la base B tenemos:

Entonces:
autoconju(w) = {(z',y', ") Blw((z’,y',2"))s) = 0} = {(«',¥/, ") B|(2" — /)" +¢') = 0} =
={@"y, 2 )Bla" —y =0} U{(z",y,2") ]2’ + ¢ = 0}
Cambiamos de base las dos ecuaciones implicitas que hemos obtenido, de la base B a la base canénica C.
Usamos la férmula de cambio de base:
(" ¢ Z)p=Mpo(z y 2)¢

Reescribimos matricialmente las ecuaciones y hacemos el cambio:
/

T T
-y =0 (1 -1 0)<y'> =0 < (1 -1 0)Mgc y) =0 < 2z—y=0.
B c

z z

/
z

x’ x
¥+y =0 (1 1 0)(3/) =0« (11 O)MBc<y> =0 < y=0.
/B c

Por tanto:
autoconju(w) = {(z,y,2) € R*|2z —y = 0} U {(z,v, 2) € R’|y = 0}
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2. Una forma cuadrdtica indefinida w : R® — R cumpliendo que w(zx,y,z) > 0 para todo vector (x,y,z) #
(0,0,0) en el subespacio vectorial U = {(z,y,2) € R3|z +y + z = 0}.
Recordemos que una interpretacién de la signatura (p,q) de la forma cuadrética es que p es la méxima
dimensién de un subespacio sobre el cudl la forma cuadrética toma valores positivos sobre vector no nulos
y q la maxima dimensién de un subespacio sobre el cudl la forma cuadratica toma valores negativos sobre
vector no nulos.

Tenemos que dim(U) = dim(IR*) — n? ecuaciones = 3 — 1 = 2; por tanto en la signatura p > 2. Ademds
para ser indefinida g > 0. Por tanto necesariamente la signatura es (2,1).
Entonces tomamos una base de U:

U={(z,y,2) € R®|z +y+2 =0} = £{(1,0,-1),(0,1,-1)}
Y la completamos a una base B’ de IR3:
B’ ={(1,0,-1),(0,1,—1),(0,0,1)}

Para garantizar que sobre U se comporta ”de forma positiva” tomamos la forma cuadratica cuya matriz

asociada en la base B’ es:
1 0 0
Fgr=1[(0 1 0].
0 0 -1

FC = MtB’CFB’MB/C

1 0 0\ ! 1 00
MB/C—MC_};,—<O 10) —<010>.
-1 -1 1 11 1
1 0 0\N‘/1 0 O\ /1 0 O 0 -1 1
Fc:<010> (0100)(010):(1 0 1).
11 1 00 -1 11 1 1 1 -1

3. Una forma cuadrdtica semidefinida positiva y de nicleo ker(w) = £{(1,0,1),(0,1,2)}.
Manejamos una idea similar a la de los apartados anteriores. Una forma semidefinida postiva con dim(ker(w)) =
2, necesariamente tiene signatura (2,0). Para conseguir que el nicleo sea precisamente el indicado comple-
tamos los generadores del nicelo a una base:

La cambiamos a la base candnica:

donde

Queda:

B" ={(1,0,1),(0,1,2),(0,0,1)}
N———
ker(f)

Para garantizar que el nicleo seal el indicado, tomamos la forma cuadritica cuya matriz asociada en la

base B es:
0 0 0
Fgr={(10 0 0.
0 0 1

t
FC = MB”CFB”MB”C

1 0 o0\*! 1 00
Mpre=Mgp,=[0 1 0 =l 0o 1 0].
1 21 -1 -2 1

1 0 0\'/1 0 O 1 00 1 2 -1
Fo=| 0 1 0 0 -1 0 0 1 o0)=( 1 2 -1].
-1 -2 1 0 0 0 -1 -2 1 -1 -2 1

La cambiamos a la base candnica:

donde

Queda:
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4. Una forma cuadratica cumpliendo las condiciones indicadas en el primer apartado pero respecto a la cudl,
ademds, el par (1,0,0) y (0,1,0) sea también de vectores conjugados.

Ahora ademés de las condiciones impuestas en el primer apartado, necesitamos que:

£((1,0,0),(0,1,0)) =0

siendo f la forma bilineal simétrica asociada a la forma cuadrética w. Escribimos esos vectores en la base
B ={(1,1,2),(0,1,2),(0,0,1) }:

) -2 D0,
el (2 D0

Entonces queremos que se cumpla:

0
f((1,-1,0)5,(0,1,-2)p) =0 <= (1 -1 0)zFs 1 =0. (*)
-2/,

Para que la forma cuadrética fuese indefinida degenerada, con la base B de vectores conjugados, necesitamos
que:

a 0 O

Fe=[0 b 0], con en a, b, c un elemento positivo, otro nulo y otro negativo.

0 0 ¢

Imponiendo (*) llegamos a:
—-b=0

Por tanto podemos completar las condiciones requeridas tomando a =1y b = —1. Queda.

10 0
Fg=10 0 O
0 0 -1
y cambiando a la canénica:

1 0 0\'/1 0 O 1 0 0 1 0 0
Fo=MLeFsMpe=( -1 1 0 00 0 -1 1 0)=(0 -4 2].
0 -2 1 0 0 —1 0 -2 1 0 2 -1



