Algebra Lineal II. Curso 2022-2023. Formas cuadraticas. Practica voluntaria (solucion).

Para cada k € IR se considera la forma cuadrética w : IR® — IR,
w(z,y,z) = z? — 42° + 4oy + 222 + 2kyz.

1. Clasificar en funcion de k la forma cuadrdtica, indicando ademds su rango y signatura.

Para clasificar calcularemos la matriz asociada F respecto de la base candnica. Después la diagonalizaremos
por congruencia (que equivale a cambiar de base la matriz asociada) y en funcién de los signos de la diagonal
tendremos la clasificacion.

Para hallar F¢ trasladamos los coeficientes de la eucacién: en la diagonal, directamente y fuera de ella

dividos entre dos.
1 2 1
Fe=(2 0 k
1 k -16

Diagonalizamos haciendo las mismas operaciones fila que columna.

10 0 10 0
o H G (D (21 (1) (0 4 k_2> Higa(k=2) [4) 52 ((5=2) /) (0 4 0 2)
0 k—2 -17 0 0 -—174 20

La clasificacién de la forma cuadratica depende de los signos que aparecen en la diagonal. Para ver como
cambian en funcién de k estudiamos como puntos criticos aquellos valores de k para los cuales se anulan:

(k—2)*

—-17
+ 4

=0 = (k—2)°=4-17 <= k=2+2V17

Distinguimos entonces los siguientes casos:

k Signatura | Rango Clasificacién
E<2—2V17 (2,1) 3 Indefinida y no degenerada
k=2-2V17 (1,1 Indefinida y degenerada

2 —2/17 < k < 24 2/17 (1,2 Indefinida y no degenerada
(1,1
(

k=2+V17 Indefinida y degenerada
k>2+V17 Indefinida y no degenerada

I

2,1

[N CREVURN V]

)
)
)
)

2. Hallar una base de vectores conjugados.
Una base B es de vectores conjugados si y sélo si la matriz asociada en esa base Fg es diagonal. Dado que
en el apartado anterior ya hemos diagonalizado, esto equivale a un cambio de base:

Fp = M¢pFeMcep

La matriz Mcp puede calcularse realizando sobre la identidad las mismas operaciones columna hechas en
el proceso de diagonalizacién. Sus columnas seran la base pedida.

(1 -2 - o (12 k2
@GPy g o | Y g 1 (k—2)/4 | = Mes
1

0 0 1 0 0

Luego la base queda:
B = {(17 07 0)7 (727 17 0)7 (7k/27 (k - 2)/45 1)}

3. Para los casos en los que la forma cuadrdtica es indefinida y de rango 2, dar la ecuacion implicita en la
base candnica de los dos planos en que se descompone el conjunto de vectores autoconjugados.

Hemos visto en el primer apartado que hay dos casos en los que la forma cuadrética es indefinida y de rango
2: k=24 2/17. En ambos casos la matriz diagonalizada obtenida es:

1 0 0
Fg=(0 -4 0
0 0 0

Trabajaremos en principio con esta matriz, es decir, en la base B para calcular y manipular los vectores
autoconjugados. Si (z',y’,2')p denotan las coordenadas de un vector en la base B se tiene que:

x’ 1 0 0 x’
w(m',y/, Z/) _ (l‘l y/ Zl ) FB y/ — (x/ y/ Z/) 0 -4 0 y/ — ZE,2 _ 4y/2‘
2 0 0 0 2!
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Entonces:

{(@,y,2)plw(’,y,2") =0} = {(z/, ¢/, #)pla” — 4y = 0} =
{(=',y,2") | (2" = 2) (' +2¢') = 0} =

{9, 2")sle’ — 2y =0} U{(2',¢/,2)Bl2’ + 2y = 0}.

Autoconj(w) =

Vemos que se descomponen en dos planos. Vamos a cambiar sus ecuaciones a la base candnica. Matricial-
mente pueden escribirse como:

z’ z
1 -2 0 , _ 1 -2 0 _
(1 9 0) (yl> =0 <= (1 9 O)MBC (y) =0
Z') g =/ c
donde Mpc = Mg}g, siendo Mcp la matriz de cambio de base calculada en el apartado (ii), para k =

2£24/17. Una forma cémoda de hallar la inversa es hacer sobre la identidad la inversa (y en orden opuesto)
de las operaciones columa que hicimos en (ii):

v (L0 0 Oun [ 2 !
14" Y 0 1 FVI7/2 | "2 28 (0 1 £V/17/2 | = Mse
0 0 1 0 0 1

Entonces el cambio de base queda:

1 2 1 x T
1 -2 0 1 0 1++17
(1 9 0) (O 1 :1:\/17/2> (y) =0 <= (1 41T T?) <y> =0
0 0 1 2/ o 2/ &
De manera que los autoconjugados quedan,
- Para k =2+ 2V1T:
Autoconj(w) = {(x,y,2) € R*|z + (14+V17)z = 0} U {(x,y,2) € R®|z + 4y + (1 — V17)z = 0}.
- Para k=2 —-2v1T:
Autoconj(w) = {(z,y,2) € R* |z + (1 — V17)z = 0} U {(z, v, 2) € R*|x + 4y + (1 + V17)z = 0}.

4. Para k = 2 dar las ecuaciones implicitas de un subespacio U C R® de la mdzima dimensién posible, tal que
w(@) < 0 para todo @ € U no nulo.

Segun vimos en terofa la maxima dimensién de un subespacio sobre el cual la forma cuadratica es negativa
para cualquier vector no nulo es justo el niimero de signos menos que aparecen en la signatura de la forma
cuadrética. En este caso vimos en (i) que sign(w) = (1,2) y por tanto tal dimensién es 2.

Para hallar las ecuaciones del subsepacio una vez maéas trabajamos con la matriz asociada diagonalizada

calculada en el primer apartado:
1 0 0
Fp = <0 —4 0)
0o 0 -17

w(m/7 y/’ Zl) — :El2 _ 4y/2 o 172/2

Es inmediato que si ' = 0 entonces los vectores (0,7, z') g no nulos cumplen w(0,y’, 2’') = —4y'? — 172> < 0
y por tanto ’ = 0 nos definie un subespacio de dimensién 2 con las caracteristicas requeridas.

de manera que:

Cambiamos su ecuacién a la base canénica de la manera que lo hemos hecho en el apartado anterior:

(1 0 0)(2) =0 < (10 O)MBc<z> =0
2 ) 5 el

donde Mpc = ]\45]13,7 siendo M¢p la matriz de cambio de base calculada en el apartado (ii), para k = 2.

Queda:
T 1 2 1 T
(1 o0 O)MBc<y> =0 <= (10 0)(0 1 O) (y) =0
z C 0 0 1 z c

Operando obtenemos la ecuacién implicita:

r+2y+2=0.
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5. Para k = 4 dar las ecuaciones implicitas de un subespacio V. C IR® de la mdzima dimensidn posible, tal que
w(¥) > 0 para todo ¥ € U no nulo.

Anélogamente a lo visto en el apartado anterior la médxima dimensién de un subespacio sobre el cual la
forma cuadratica es positiva para cualquier vector no nulo es justo el niimero de signos més que aparecen
en la signatura de la forma cuadrética. En este caso vimos en (i) que sign(w) = (1,2) y por tan tanto tal
dimensién es 1.

Para hallar las ecuaciones del subsepacio una vez més trabajamos con la matriz asociada diagonalizada

calculada en el primer apartado:
1 0 0
Fp = <0 —4 0)
0 0 —16

w(x/’ y/7 Z/) _ x/2 _ 4y/2 _ 16212

de manera que:

Es inmediato que si ' = 2’ = 0 entonces los vectores (z’,0,0)s no nulos cumplen w(z’,0,0) = z'> > 0y
por tanto ¥’ = 2’ = 0 nos definen un subespacio de dimensién 2 con las caracteristicas requeridas.

Cambiamos su ecuacién a la base canénica de la manera que lo hemos hecho en el apartado anterior:

x T
01 0 D\ 010 B
(0 0 1) (y,> =0 = (0 0 1)MBC<y> =0
2/ B 2/ c

donde Mpc = Mgllw siendo M¢cp la matriz de cambio de base calculada en el apartado (ii), para k = 2.

Queda:
T 1 2 1 T
01 0 01 0
(0 0 1>MBc<y> =0 <= (0 0 1) <0 1 1/2) <y> =0
2/ o 0 0 1 z2/) o

Operando obtenemos las ecuaciones implicitas:

r—%=0
z=0

6. Para k =0 dar vectores no nulos i, v, tales que w(@) > 0, w(¥) =0 y w(w) < 0.

Uno podria trabajar directamente con la expresion de w en la base candnica para obtener los vectores
pedidos. Pero una vez mas es méas comodo trabajar en la forma diagonalizada:

1 0 0
Fg=10 —4 0
0 0 -16

w(CCI, Z//, Zl) — xlz _ 4y/2 _ 162:/2

de manera que:

Entonces, es inmediato que:

- Un vector cumpliendo

es u = (1,0,0)p. Lo cambiamos a la candnica:
1 1 -2 0 1 1
Mcp | 0| ={0 1 -1/2 0)=(0].
0 0 0 1 0 0

esu=(2,1,0)p. Lo cambiamos a la candnica:

w65 80-C)

- Un vector cumpliendo

- Un vector cumpliendo
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es u = (0,1,0). Lo cambiamos a la candnica:

0 1 -2 0\ /0 -2
Meg|1)=(0 1 —172]([1)=]{1
0 0 0 1/ \o 0

7. La funcidn w(z,y, z) estd acotada inferiormente (respectivamente superiormente) si existe alguna constante
M tal que w(zx,y,z) > M (respectivamente w(zx,y,z) < M) para todo vector (z,y,z) € R®. ;Eziste alqin
valor de k para el cudl w esté acotada superior o inferiormente?.

Vimos en el primer apartado que la forma cuadratica es INDEFINIDA para cualquier valor de k. Eso quiere
decir que siempre existe un vector u4+ tal que w(u4+) > 0 y un vector u— tal que w(u—) < 0.
Veamos que entonces la funcién w(z, y, z) no puede estar acotada superiormente ni inferiormente. Usaremos

la propiedad de las formas cuadréticas:
w(Au) = N w(u)

Entonces si hubiese una cota superior M > 0 tendrfa que cumplirse que w(u) < M para todo u € IR®. Pero
como w(uy) >0y
w(hut) = Nw(uy)

Vemos que es w(Au4) es tan grande como queramos cuando A — oo. Por ejemplo si tomamos A =

V2M/w(uy),

contradiciendo la cota supuesta.

wuy) = Nw(uy) =2M > M

Andlogamente si hubiese una cota inferior M < 0 tendria que cumplirse que w(u) > M para todo u € R3.

Pero como w(u—) <0y
wu_) = Nw(u_).

Vemos que w(Au—) que es tan grande (en negativo) como queramos cuando A — co. Por ejemplo si tomamos

de nuevo A = /2M/w(u_),

contradiciendo la cota supuesta.

whu-) = Nw(u-) =2M < M



