ALGEBRA LINEAL 11 Algunas soluciones a la Practica 2.1-2.2
Espacios Euclideos. Ortogonalidad (Curso 2025-2026)

2.— Considerando en R? el producto escalar cuya matriz de Gram respecto de la base candnica es:

(i)

(iii)

11
Ge=[1 2
0 1

N = O

Dar un par de vectores de la base candnica que sean ortogonales.
La matriz G¢ es por definicién la que en la fila ¢ columna j tiene la imagen del vector i con el vector j

de la base caénica. Dado que (G¢)1,3 = 0 se tiene que:

(1,0,0) - (0,0,1) = 0.
S——

€1 €3

y por tanto (1,0,0) y (0,0,1) son ortogonales.
Dado U = L{(1,1,1),(1,1,2),(2,2,3)} calcular una base de su subespacio ortogonal U~ .

En primer lugar entre los generadores de U eliminamos los vectores dependientes escalonando la matriz
que forman sus coordenadas:

T Y 4 U U 0 NN AU B
112 =" loo 1| ="2"(0o01
2 2 3 0 0 1 0 0 O
Vemos que U = £{(1,1,0),(0,0,1)}. Ahora calculamos U~:

Ut = {(z,y,2) € ]R3|(1,1,0) (z,y,2) =0, (0,0,1)-(z,y,2) =0}

donde:
1 1 0 x
(1,1,0) - (x,y,2)=(1 1 0)|1 2 1 y | =2r+3y+z
0 1 2 z
1 1 0 x
0 1 2 z
y:

UL:{(%?J,Z)EIRB|2x+3y+z:O, y+2z =0}

Resolvemos el sistema:
1 1

de donde:
Ut =£{(5/2,-2,1)} = £{(5,—4,2)}.

Hallar una base ortonormal de R>.



Una base ortonormal B se caracteriza porque la matriz de Gram respecto a la misma es la identidad.
Entonces diagonalizamos por congruencia la matriz G¢ hasta llegar a Id y hallamos la correspondiente
matriz de paso por columnas que serd M¢p:

L0\ i (20 0N iy (100
Ge=|1 2 1| ™57 (o 1 1] ™57 (0 1 0
01 2 0 1 2 00 1

Ahora hacemos sobre la identidad las mismas operaciones columa:

La base ortonormal resulta B = {(1,0,0),(-1,1,0),(1,—1,1)}.
Calcular el dngulo que forman los vectores (1,0,0) y (0,1,0).

Se tiene que:
(1,0,0)-(0,1,0)

ang((1,0,0),(0,1,0)) = arcos

111, 0,010, 1,0]"
donde:
1 1 0 0
(1,0,0)-(0,1,0)=(1 0 0)[1 2 1| [1]=1
01 2 0
1 10 1
0 1 0
1 10
100,1,0)[ = /(0,1,0) - (0,1,0) = [(0 1 0)[1 2 1] f1]=v2
01 2
Finalmente:
1,0,0)-(0,1,0 1 2
ang((1,0,0),(0,1,0)) = arcos (1,0,0)- (0,1,0) = arcos—= = arcos—— = 45°,

11,0, 0)[/1(0, 1, 0] V2 2

En el espacio vectorial R® se considera la base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y un producto escalar
cuya matriz de Gram respecto de la base B es:

1 1 0
Gg=1[1 2 1
0 1 2

Dados los vectores ¢ = (1,0,1), @ = (0,1,1) calcular @ - 7, ||u||, ||v|] y el dngulo que forman.

Para poder haces los calculos primero obtenemos la matriz de Gram del producto escalar respecto de
la base canénica:

donde )
11 1\ 1 -1 0
Mpec=M;p=|0 1 1 =10 1 -1
0 1 0 0 1
Operando:
1 0 0 1 10 1 -1 0 1 0 -1
Goe=1 -1 10 1 21 0 1 —-1]= 0 1 0
0 -1 1 1 2 0 0 1 -1 0 2



Ahora:

0
@-7=(1 0 1)Go|1]=1
1
1
g =+va-d=+ [(1 0 1)Gc| 0] =1
1
0
|7 =+V7- 7=+ [(0 1 1)Gc|1]=V3
1
Finalmente:
ang(i, V) = arccos (12’ o ) = arccos <1> = arccos @
’ |7l V3 3 )
111
Dada la matriz simétrica A= [ 1 1 1 | hallar una matriz P ortogonal (P~! = P!) tal que P~1AP
11 1

sea una matriz diagonal.

Dado que A es simétrica sabemos que podemos diagonalizarla ortogonalmente, es decir, respecto a
una base ortonormal; equivalentemente encontrar una matriz P ortogonal tal que P~'AP = P*AP es
diagonal.

Los pasos son:
- Calcular los autovalores.
- Calcular los autovectores.

- Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales; los asociados al mismo autovalor
hay que ortogonalizarlos por Gram-Schmidt.

- Finalmente normalizamos la base ortgonal de autovectores dividiendo cada uno de ellos por su norma.

Comencemos calculando el polinomio carateristico:

1-x 1 1 3—X 3-X 3-)
paN) =det| 1 1-x 1 =det| 1 1-X 1 =
1 11— 1 11—
11 1 11 1
=B—-ANdet {1 1-X 1 =(B-Ndet |0 =X 0| =XB-N.
11 1-X 0 0 -\

Los autovalores son sus raices.

A1 = 0 con multiplicidad algebraica 2.

A2 = 3 con multiplicidad algebraica 1.

Por ser simétrica sabemos que algebraicas y geométricas coinciden. Calculamos los autovectores.

Asociados a A\; = 0:

x 0
(A-0-Id)ly|=10]|] < z+y+=2z=0.
z 0

Pasando de implicitas a paramétricas obtenemos:

T =, y:ﬁa Z:—Oé—ﬁ



y de ahf;
So = L{(1,0,-1),(0,1,—1)}.

Asociados a Ay = 3:

(A-3-1d) — 2x+y+2=0, z—2y+2=0, z+y—2x=0.

ISESI
Il
o

0
Eliminando ecuaciones dependientes y resolviendo el sistema obtenemos las paramétricas:
r=a, Y=o, 2=«

y de ahf;
Sz = L£{(1,1,1)}.

Ortogonalizamos los vectores de So = £{(1,0,—1), (0,1, —1)}, por el método de Gram-Schmidt:

i = (1,0,—1)
iy = (0,1,—1) 4+ a(1,0,—1)

Imponiendo que 4 - iy = 0 y despejando a:

(

de donde i@y = (0,1, —-1) — (1/2)(1,0,-1) = (-1/2,1,-1/2).
Entonces Sp = £{(1,0,—1),(—-1/2,1,-1/2)} y:

0,—-1)-(1,0,—-1) 2~

(1,0,—1)-(0,1,-1) -1
L,

B ={(1,0,-1),(-1/2,1,-1/2),(1,1,1)}
——

S() Sd

es una base ortogonal. La normalizamos dividiendo cada vector por su norma:

M = (1/v2,0,-1/V2)
W = (-2/v5,1/v5,-2V/5)
M = (1/V3,1/V3,1/V3)

Colocando los tres vectores como columnas de una matriz tenemos:

1/vV2 —2/vV5 1/V3
P= 0 1/v5 1/v/3 | ,conP 'AP =D
—1/v/2 —2/V6 1/V3

siendo D la matriz diagonal formada por los autovalores:

-l
I
coo
coo
wo o



9.— En R? se considera una forma bilineal f cuya matriz asociada en la base candnica es:

1 1
1 2
1 2

Tt o =

(i) Demostrar que es un producto escalar.
Para que sea un producto escalar tiene que ser una forma bilineal, simétrica y definida positiva:
- La bilinealidad es un dato del enunciado.
- La simetria es consecuencia de que la matriz asociada es simétrica.

- Para ver que es definida positiva podemos usar el criterio de Sylvester: debemos de comprobar que
los sucesivos determinantes de las k primeras filas y columnas son positivos para k = 1,2, 3:

11 1 11 1 11
[1]=1>0, 1 2:2—1:1>07 1 2 2/=|]0 1 1|=4-1=3>0.
1 2 5 01 4

(ii) Respecto al producto escalar definido por f:
(ii.a) Hallar la matriz asociada respecto de la base candnica de la proyeccion ortogonal sobre £{(1,0,0)}.

Calculamos primero una base del subespacio ortogonal al dado V = £{(1,0,0)}:

VE={(z,y.2) € R’|(2,y,2) - (1,0,0) = 0}

donde

1 11 T

(,9,2)-(1,0,0) =0 <= (z y 2)|1 2 2 y|=0<+= z+y+2=0.

1 2 5 z

Pasamos de implicitas a paramétricas y luego a generadores:
z2=—x—y
de donde las paramétricas son:
r=a, y=b z=-a-0>

v+t =,£{(1,0,-1),(0,1,-1)}.

Formamos una base con los genedaores de V' y V-+:

B ={(1,0,0),(1,0,-1), (0,1, 1)}
174

\7&S

en esta base sabemos que la matriz de la proyeccién es:

Pg =

O O =
o OO
oS O O

Finalmente la pasamos a la canénica:

Pp = McpPgM;y, donde Mcop =

O O =
(@)
=



(ii.b)

10.—

Operando obtenemos:

Po =

OO =
O O =
o O =

Hallar una base ortogonal del subespacio U = {(z,y,2) € R*|x 4+ y + z = 0}.

Primero hallamos una base del subespacio. Lo hemos hecho en el apartado anterior ya que coincide con
Vvt
U=r,{(1,0,-1),(0,1,-1)}.

Ahora ortogonalizamos la base por el método de Gram-Schmidst.

El primer vector queda igual v; = (1,0, —1). Buscamos un segundo vector de la forma:
Vg = (07 17 _1) + Cl,(l, 07 _1)
Escogemos a exigiendo que sea ortogonal al primero:

B B _—(0,1,-1)- (1,0, 1)
vy vy =0 < (0,1,—1)-(1,0,—1) + a(1,0,—1) - (1,0,-1) =0 < a = 0T 0D

Hacemos las cuentas:

111 1
(0,1,-1)-(1,0,-1)=(0 1 —1)[1 2 2 0|=4
1 2 5/ \ -1
11 1 1
(1,0,-1)-(1,0,-1)=(1 0 —1)[1 2 2 0|=4
12 5/ \ -1

Resulta:

~(0,L,-D-(1,0,-1) _ -4 |
(1,0,-1)-(1,0,—-1) 4 7

La base pedida es:
{(1,0,-1),(-1,1,0)}

Sea P1(IR) el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que 1. Se considera una forma
bilineal f : P1(IR) x P1(IR) — R, cuya matriz asociada respecto a la base candnica es:

1 1
re-(11).

Demostrar que f es un producto escalar.

Un producto escalar es una forma bilineal, simétrica y definida positiva. Que es bilineal lo dice el
enunciado.

Es simétrica si su matriz asociada lo es. Y en este caso es evidente que Fo = Ff,.

Para ver que es definida positiva diagonalizamos por congruencia la matriz asociada y comprobamos
que tiene signatura (2,0):

1 1Y\ Ha(=Dpaa(=1) (1 0 :
FC:(I 5) o (0 4> = sign(f) =(2,0).



(i)
(ii.a)

(ii.b)

11.—

Respecto al producto escalar definido por f:
Dar dos polinomios que formen una base ortonormal de P1(IR).

Una base B es ortonormal si y sélo si la matriz asociada del producto escalar respecto a ella es la
identidad. Entonces comenzamos completando la diagonalizacion anterior hasta llegar a la identidad:

1 0\ Hau(1/2)p21(1/2) (1 0 .
(o 8) i (5 1) =

Ahora realizamos sobre la identidad las mismas operaciones columna realizadas en el proceso de

diagonalizacién:
1 0\ pa1(-1) (1 — p21(1/2) (1 —1/2 .
(6 0)=5" (6 )= (5 1) e

Las columnas de la matriz M¢cp son las coordenadas de los vectores de la base ortonormal B respecto
de la base candnica C = {1,z}:

B ={(1,0)c, (~1/2,1/2)c} = {17 5+ ;w}

Hallar el dngulo que forman los polinomios p(x) =142z y q(z) =1 —z.

Sabemos que: (z) )
= arcos w
ang(p(), q(x)) = ( @ a@)] )

Para poder hacer los cédlculos utilizando la matriz F del producto escalar, expresamos los polinomios
dados en coordenadas respecto a la base canénica C':

plz)=1+z=(1,1)c, g(z)=1—2z=(1,-1)c.

<anao>=(1 D] 1) ()=~
||p<x>||—¢<1 oy 5) (1) -2
||q<x>||=¢<1 (5 5) ()=

ang(p(z), q(x)) = arcos (2}242) — arcos (\‘é) 1350,

Entonces:

Ahora las normas:

Finalmente:

Sea el espacio vectorial euclideo R?; se considera una forma bilineal f : R®* x R® — R cuya matriz
asociada en la base candonica es:

1
Fo=12
1

O O
Q O

¢Para qué valores de a es f un producto escalar?.

Para que sea un producto escalar la forma bilineal tiene que ser simétrica y definida positiva. Como la
matriz asociada es simétrica, la correspondiente forma bilineal también lo es. Para ver que es definida
positiva la diagonalizamos por congruencia:

o PataG ey (o Yy )| me@ug (o
0 -2 a-1 0 0 a-3



(iii)

Para que sea definida positiva la signatura ha de ser (3,0) es decir a — 3 > 0.
Por tanto f es un producto escalar si y sélo si a > 3.

Calcular a para que los vectores (1,0,1) y (0,3, —1) sean ortogonales respecto al producto escalar definido
por f.

Tiene que cumpirse que:

Operando queda:
6—a—1=0 = a=5.

Para a = 4 y con respecto al producto escalar que define f dar una base ortonormal y calcular el dngulo
que forman los vectores (1,0,0) y (0,1,0).

Una base ortonormal es aquella respecto a la cudl la matriz del producto escalar es la identidad. En el
apartado (i) y con @ = 4 hemos llegado a la forma diagonal:

O O =
SN O
_— o O

Completamos la congruencia hasta llegar a la identidad:

1 0 0 1
02 0 HQ%\/E)P‘ZQ%\/E) 0
0 0 1 0

o = O

0
0
1
La matriz de cambio de base de la base ortonormal a la canfionica es la matriz de paso por columnas

de la congruencia que hemos realizado; para hallarla hacemos las mismas operaciones columna de ese
proceso sobre la identidad:

1 -2 -1 1 -2 -3 1 —2/vV2 -3
J7 L N IO IR A R VAV R
0 0 1 0 0 1 0 0 1

La base ortonormal es:

{(1,0,0), (—2/v2,1/V/2,0), (-3,1,1)}.

El dngulo entre (1,0,0) y (0,1,0) es:

donde:

El angulo queda:



12.— Se considera el espacio vectorial real R® dotado del producto esgalar ordinario. Encontrar la matriz
F, en la base candnica, de un endomorfismo simétrico f de R®, sabiendo que el micleo de f es el
subespacio L{(1,1,1)} y 3 es autovalor doble de f.

Sabemos que los autovalores de f son el 0 y el 3 con multiplicidades 1 y 2 respectivamente. Como los
subespacios caracteristicos son ortogonales entre si, el subespacio caracteristico relativo al autovalor 3
es precisamente el ortogonal a Sy = £{(1,1,1)}:
S3 =S = {(z,y,2)/x +y+2=0} = £{(1,-1,0),(1,0,—1)}
Buscamos una base ortogonal de este subespacio. Tomamos u; = (1,—1,0) y
ug = auy + (1707 71)7
tal que 4 - g = 0. Obtenemos a = —1/2 y:
Sy = £{(1,-1,0),(1/2,1/2,-1)}

Por tanto, la matriz de f en la base {(1,1,1),(1,-1,0),(1/2,1/2,—-1)} es:
0 0 0
0 3 0
0 0 3

Haciendo el cambio de base obtenemos la matriz que buscamos:

1

1 1 1/2 0 0 O 1 1 1/2\ 2 -1 -1
1 -1 1/2 0 3 0 1 -1 1/2 =\ -1 2 -1
1 0 -1 0 0 3 1 0 -1 -1 -1 2

(Examen final, setiembre 2002)

13.— Sea espacio euclideo IR® con el producto escalar cuya matriz de Gram en la base candnica es:
1 -1 0
Ge=1[ -1 2 0
0 0 1

Dado el subespacio vectorial U = £{(1,0,1),(1,1,1),(1,2,1)}:
(i) Calcular una base ortonormal de IR>.

Una base ortonormal es aquella en la cual la matriz de Gram es la identidad. Entonces diagonalizaremos
por congruencia la matriz de Gram dada y haciendo las mismas operaciones columna sobre la identidad
llegaremos a M¢p siendo B la base ortonormal buscada.

1f1oH(1)(1)100
Ge=|-1 2 o 2" 101 0] =0Gp
0 0 1 00 1
y
0 110
14" 1o 1 0| =Meg
00 1
Por tanto:

B ={(1,0,0),(1,1,0),(0,0,1)}

(ii) Calcular una base ortonormal de U.



Primero eliminamos los posibles vectores dependientes entres sus generadores, mediante operaciones
elementales fila:

L0 L\ L0 0
101 1| 2EGYVHeCED [ o] #2582 (o 1 o
12 1 0 2 0 00 0

Por tanto:
U = £{(1,0,1),(0,1,0)}.

Para hallar una base ortonormal de U primero aplicamos Gram-Schmdit para obtener una base
ortogonal.

El primer vector es el mismo que tenemos u; = (1,0, 1).

El segundo:
ug = (0,1,0) +a(1,0,1)

Imponemos que sean perpendiculares:

w uy =0 < (1,0,1)-(0,1,0) + a(1,0,1) - (1,0,1) = 0

de donde:
0
(1 0 1)Ge |1
L (101010 0) 1
- (1,0,1)-(1,0,1) 1\ 2
(1 0 1)Ge | O
1
Queda:
1
= (0,1,0) + 5(1,0,1) = (1/2,1,1/2)
Ahora normalizamos los vectores dividiéndolos por su norma:
0
lusl = 11(0,1,0)[ = | (0 1 0)Ge|1]=V2
0
1/2 \/‘
6
Juzll = 11(1/2,1,1/2)[ = |(1/2 1 1/2)Gc| 1 | =/3/2=

1/2

La base pedida es:

(i) Calcular la matriz Po asociada a la aplicacion proyeccion ortogonal sobre U respecto de la base candnica.

Construimos una base auxiliar B’ = {wy,ws, w3 } donde wy = (1,0,1), we = (0,1,0) y w3 ha de ser
—— =~

U UL
perpendicular a los dos anteriores. Si llamamos w3 = (z,y, z) tiene que cumplir:

(,9,2)'Ge(1,0,) =0 Je-y+z=0
( )= —x+2y=0

De donde:
rT=2, z=y—x=-—Y.



14.—

Tomamos wsz = (2,1, —1) y la base auxiliar queda:
B = {(1,0,1),(0,1,0),(2,1,-1)}

En tal base la matriz de la proyeccién es:

PB/:

O O =
o = O
o O O

Y finalmente:

donde
1 0 2 1 1 0 2
Mep =101 1], Mgg,_g -1 3 1
1 0 -1 1 0 -1
Operando resulta:
1 1 0 2
Pe==-1-1 3 1
3 1 0 2

Calcular la proyeccion ortogonal del vector (3,3,6) sobre U.

Basta usar la matriz calculada en el apartado anterior:

3 )
Pol3]=|4
6 )

¢ Qué reprenta la matriz Id — Po ?. Razona la respuesta.

Sabemos que todo vector w € IR? se descompone de manera tinica como:
w=wj +ws conwy €U, wyeU™.
donde w; = Pow. Por tanto:
(Id— Po)w = w — wy; = we

Es decir Id — P¢ al ser multiplicada por un vector devuelve su proyeccién ortononal sobre U+, es decir,
sobre la recta perpendicular a U. Es entonces la matriz asociada a la proyeccién ortogonal sobre U-.

Hallar la matriz de Gram respecto de la base candnica de un producto escalar, sabiendo que:
- B=1{(1,0),(1,—3)} es una base ortogonal.
- Los vectores (1,0) y (0,1) forma un dngulo de 30 grados.

- @0 = V3.

Sabemos que la matriz de Gram de un producto escalar es simétrica:

a b
ae= (5 °)

Por ser B una base ortogonal:

(1,0)-(1,-3) =0 < (1 O)Gc<_;’

):0 <— a—3b=0.



Dado que [|(1,0)]| = v/3:

3= (LO)I = (1.0)- (1,0) <= 3=(1 ow(é):a

De estas dos ecuaciones ya tenemos que:

a=3, b=a/3=1 = Gc=<:1)) (1:>

Finalmente si los vectores (1,0) y (0,1) forma un dngulo de 30 grados:

(1,0)-(0,1) = [[(1, 0)[[[I(0, 1) [cos(30)

o .01 = (1,0)- (1.0 = (1 0)6e ) =3
0.1 = 0.0 0 = (0 16e(]) =
(1,0)-(0,1)=(1 0) Gc< )
Nos queda:
1:\/§ﬁ~§

Quitando denominadores y elevando al cuadrado:

4=9c < c=4/9

Por tanto G¢ = (i’ 4}9).



ALGEBRA LINEAL I1 Problemas adicionales
Espacios Euclideos. Ortogonalidad (Curso 2025-2026)

I.— En un espacio vectorial real V' de dimensién 3 se considera una cierta base B = {&;}. Hallar, en esa
base, la matriz métrica G de un producto escalar definido en V' del que se sabe que:

(a) El mddulo de é; es V2 y el de &y es /3.

(b) El subespacio vectorial U, definido por la ecuacion x1 + x2 +x3 =0 en la base B, es ortogonal a la
envolvente de €.

(¢) La proyeccion ortogonal de &, + e + €3 sobre la envolvente de ey es 3és.

(d) El vector es es ortogonal a alguno del conjunto C = {(2,2,0), (2,0,—1), (0,2,—1)}, cuyos elementos
vienen dados por sus coordenadas en la base B.

De la condicién (a) obtenemos:
el =v2 = & -& =2
lea =vV3 = e-e=3
La condicién (b) significa que:
z-e1=0 VzeU
y teniendo en cuenta que una base de U esta formada por los vectores € — €5 y €1 — €3, obtenemos:
(1 —3) e61=0 = éy-e1 =26 -6 =2

2

[

(61—e3)-e1=0 = eé3-e1=¢€

[y

1

De estas dos condiciones deducimos que la matriz es de la forma:

2 2 2
G=|2 3 a
2 a b

La condicién (c) significa que:
(61 +ex+63)—38) E2=0 = (1 -2 1)G{0 1 0}=0 = a=4

Finalmente utilizando la hipétesis (d) sabemos que se cumple alguna de las siguientes condiciones:
€3-(2,2,0)=0 = 12 =0 luego no puede ser.
€3-(2,0,-1)=0 = b=4
es-(0,2,-1)=0 = b=38

Por tanto en principio, hay dos posibilidades para la matriz G:

2 2 2 2 2 2

Gi=12 3 4] 6Ga=(2 3 4

2 4 4 2 4 8
Sin embargo, sabemos que la forma bilineal asociada ha de ser definida positiva (todos los autovalores
de la matriz positivos). En particular el determinante ha de ser mayor que cero. Pero |Gi| = -4y

|G2| = 8. Luego la matriz que buscamos es:

N DN DN
=W N
0 = N

(Examen final, junio 1998)



I1.— En un espacio vectorial V de dimensién n, se considera una forma bilineal f cuya matriz en una
determinada base {é1,...,e,} es A%, siendo A una matriz real nxn, no singular y simétrica. Demostrar
que [ es un producto escalar. Encontrar, en funcion de {é1,...,€,}, una base ortonormal para f.

En primer lugar, como A es una matriz simétrica y no singular, entonces A? es simétrica y no singular,
y por tanto define una forma bilineal simétrica. Si v = v;€; y w = w;€;, entonces:

f(,@) = (v;) A*{w;}
Para ver que es un producto escalar hay que comprobar que es definida positiva. Sea v = v;e; € V,
v #0:
f(©,0) = (v) A% {v;} = (vi) AA{vi} = () A((v:) A)*
Como A es no singular y o es no nulo, (v;)A = (u;) es un vector no nulo y por tanto:

n

F(©,0) = (ui)(w)' =Y (w;)* >0

i=1
y vemos que f es definida positiva.

Para encontrar una base ortonormal, buscamos una matriz B de cambio de base de manera que, la
matriz de Gram en dicha base sea la identidad. Es decir, si

(u;) = (€;)B
la matriz de Gram de f en la base {@;} es:
B'A’B
Para que sea la identidad basta tomar B = A~!, ya que entonces, como A es simétrica:
B'A’B=A""APAT = AT APAT = 1d

Deducimos que una base otonormal es aquella cuyos vectores tienen por coordenadas en la base {€;}
las columnas de la matriz A~

IT1.— Sea un espacio vectorial euclideo V de dimension finita, y dos subespacios cualesquiera suyos Uy y Us.
Comprobar que:

(a) (U1 +Up)t = Ui NUs
Primero veamos que (U; + Us)t C Ui N U3
ve(U+U)t = ©-a=0 VacU +U,
Pero en particular cualquier 4; € Uy 6 us € Uy estd en Uy + Us, luego:

‘i =0 Yu €Uy = veUp

Ql

i = velUfnUs
‘g =0 Yug €Uy = U€U2

]

Ahora veamos que Ui- N Us- C (U + Ua)*:

e ULNUE {veUli = 0-41=0 Vu el
velU; = v-U=0 VYuy el
Dado cualquier uw € Uy + U es de la forma @ = 4y + 42 con 4y € Uy y us € Us. Luego:
D-u=7- (01 +U2) =001 +0.U2 =0
y por tanto v € (Uy + Us)t.
(b) (UiNUx)* = U + U5
Utilizando el apartado anterior y que (U+)+ = U obtenemos:

(U1 NU2)" = ((UD)" N UHH)E = (U +U)N) - =U + Uy



IV.— EnR? y con respecto a una determinada base {&;} se definen el producto escalar
Ty =2w1y1 + 202y2 + 3x3ys + 11y — 2+ Tay1 + 221Y3 + 22341

y el endomorfismo f que verifica: f(e1) = 2e1, f(e2) = 3e1—2es, f(es) = 2es. ;Es f un endomorfismo
simétrico con respecto al producto escalar dado arriba? En caso afirmativo, dar una base ortonormal
en la que la matriz de f sea diagonal.

La matriz de Gram del producto escalar que nos dan respecto a la base {¢;} es:

y la matriz del endomorifsmo:

f serd simétrico si GF' es una matriz simétrica. Y efectivamente:

2 1 2 2 3 0 4 2 4
1 2 0 0 0 0=12 30
2 0 3 0 -2 2 4 0 6

es simétrica.

Para hallar una base ortonormal, basta tomar una base ortonormal de cada subespacio caracteristico
de f. Primero calculamos los autovalores:

|F — M| = —\2—)\)?
Son A\; =0y Ay = 0 con multiplicidades 1 y 2 respectivamente.
Ahora calculamos los espacios caracteristicos:

0=2x+3y

x
Fly]=0 &
0=—-2y+2z
z
luego, So = £{(3,~2,~2)}

Y para el otro autovalor:

luego, S2 = £{(1,0,0),(0,0,1)}

Ahora los ortonormalizamos utilizando la matriz G. En Sy basta dividr el vector base por su norma.
1(3, -2, -2)|| = V/(3, -2,2)G{3, -2,2} = V2

En Sy calculamos @ = a(1,0,0) + (0,0,1) ortogonal a (1,0,0):

_(L0.0G{000)
T T1,0,06{(1,0,00)

luego @ = (—1,0,1) y dividimos por las normas:
1(1,0,0)]| = v/((1,0,0)G{(1,0,0)} = v2
H(_LO’ 1)” = \/(_1’ 0, 1)G{(_17 0, 1)} =1

La base que buscamos es:

{(3/\/57 _2/\/2 2/\/5)7 (1/\/57 0, 0)7 (_15 0, 1)}



V.-

VI.—

En un espacio euclideo V' se tienen dos subespacios suplementarios Vi y Vo. Demostrar que la condicion
necesaria y suficiente para que la proyeccion sobre Vi paralelamente a Vy sea simétrica es que Vi y Vs
sean ortogonales.

Sea f : V—V; la proyeccién sobre V; paralelamente a V5. Sabemos que:

fw) = v, siendo v = v + vy con v; € V] y vy € Vs,

Por otra parte que f sea simétrica significa que:

- Supongamos que Vi y V5 son ortogonales. Entonces sean w,v € V cualesquiera. Se descomponen
COmo U = Uy +Ug y ¥V =v1 + vg con uy,v1 € Vi y ug, v € Vo. Entonces:

u- f(v) =(up +ug) vy =u1-v1+ug vy =uj-v;

ya que vy - ug = 0 por ser V; y V5 ortogonales.

De igual forma:

fw) - v=wuy-(v1+wv2) =uy v +us -ve=wuy vy =u-f(v)

y por tanto f es simétrico.

- Reciprocamente supongamos que f es simétrico y veamos que entonces V1 y V5 son ortogonales. Sean
v1 € V1 y vy € V5 cualesquiera. Por ser f simétrico:

v+ f(v2) = f(v1) - v2

Pero esto es equivalente a:

v1-0=v1-1v2 = v1-v3=0

y tenemos la ortogonalidad de v1 y vs.

(Examen extraordinario, septiembre 2004)

Dada la matrizn x n A definida por

aijzl Vi,je{l,...,n},

ses diagonalizable por semejanza ortogonal? En caso de que lo sea, dar una matriz de paso.

A es una matriz simétrica y por tanto se puede interpretar como la matriz asociada a un endomorfismo
simétrico con respecto al producto escalar usual en IR". Sabemos que entonces existe una base
ortonormal en la que la matriz de f es diagonal. Deducimos que A es diagonalizable por semejanza
ortogonal (existe C ortogonal, C~1 = C* tal que C*AC es diagonal).

Para calcular la matriz de paso, basta calcular una base ortonormal de autovectores de cada subespacio



caracteristico. Primero calculamos los autovalores:

1—-X 1 1 1 1

1 1-X 1 1 1

1 1 1-X ... 1 1
|A— | = . . . . . =

1 1 1 1—-A 1

1 1 1 1 1-—A

n—XA n—X\A n—2A\ n—A n—A>A\

1 1-A 1 1 1

1 1 11— 1 1

1 1 1 1-X 1

1 1 1 1 1-X

n—XA 0 0 0 0

1 -2 0 0 0

1 0 =X 0 0

= . . == =N
1 0 0O ... =X 0
1 0 0O ... 0 =X

Por tanto tenemos el autovalor \; = n con mulptiplicidad 1 y el autovalor A = 0 con multiplicidad
n—1. El espacio caracteristico asociado al autovalor 0 tiene dimensién n—1 y esta dado por la ecuacién:

T
Z2

A =0 <« z1+22+...+2,=0

L
Una base ortogonal del mismo es:
{(1,-1,0,...,0,0),(1,1,-2,...,0,0),...,(1,1,1,...

.2—n,0),(1,1,1,...,1,1 —n)}

El subespacio caracteristico asociado al autovalor n es precisamente el ortogonal al anterior, es decir,
el generado por el vector {(1,1,1,...,1,1)}.

Divididiendo estos vectores por sus normas obtenemos las filas de la matriz de paso ortogonal que

buscamos:
1(1,1,1,...,1,1)|| = vn
I(1,-1,0,...,0,0)| =vVI+1=+2
1(1,1,-2,...,0,0)| =vV1I+1+4=+6

L2=n,0) =vn—2+(2—n)?

1(1,1,1,.. =/n?—3n+2
H(l,l,l,...,l,l—n)H:\/n—1+(1—n)2=\/nQ—n
y por tanto la matriz C es
1 1 1 1 1
vnoooV/2 V6 Vn2=3n+2 Vn2-n
T 1 1
\/15 V2 \/g Vn2 —13n+2 \/n21—n
_— 0 2
Vn V6 Vn2 —=3n+2 VnZ-n
L e
— 0 0 -
Vn Vn2 =3n+2 VnZ-n
1 0 0 0 1—n
N n? —n




(Examen extraordinario, septiembre 1999)

VII.— En un espacio euclideo V se consideran los vectores fijos y no nulos @ y b y la aplicacion f(Z) =

(a)

(@-z)b— 3%. Se pide:
Ver si f es lineal.
Veamos que es lineal. Sean Z,5 € V y A, u € IR. Hay que comprobar que f(AZ 4+ ug) = Af(Z) + pf(§):
FOZ 4 pg) = (@ (A2 + py))b — 3z + pg) = @ - 2)b+ pla- )b — 3\& — 3uy =
= \N(@-2)b—3z) + p((@- )b — 3y) = Af(z) + nf(y)

Determinar los autovalores y autovectores.

Sea A un autovalor y ¥ un autovector asociado no nulo. Se tiene:
MNo=f(v)=(a-0)b—30 = (a-0)b=(\+3)

Por tanto hay dos posibilidades:
-A=-3ya-v=0,es decir, v € {a}*, o bien,
-o=byA+3=a-b

Es decir si dim(V) = n, el autovalor \; = —3 tiene multiplicidad geométrica dim({a}*) =n —1, ya
que el subespacio caraceristico es precisamente S_3 = {d}L.

Ademés si a-b # 0 aparece otro autovalor Ay = a - b — 3 distinto, cuyo subespacio caraceristico es
precisamente Sy, = L{b}.

4 Qué condicion han de cumplir @ y b para que f sea diagonalizable?

Para que sea diagonalizable, la suma de las multiplicidades geométricas han de ser la dimension de V.
Por lo razonado en el apartado anterior, esto ocurre precisamente si @ - b # 0 ese decir si @ y b no son
ortogonales.

Si en la base {€1, €2, €3} la matriz de Gram es

1 -1 0
G=| -1 2 -1
0 -1 2

y las coordenadas covariantes de @ y b son (1,2,-1) y (2,0,—3), respectivamente, determinar en dicha
base la matriz de f, los autovalores y los autovectores.

Los autovalores son Ay = =3y Ay = @-b—3. Para calcular este producto, basta calcular las coordenadas
contravariantes de b:
2 3
G1llo = 1
-3 -1

Ahora, B
=a-b—3=(1 2 -1){3 1 -1}-3=3

Los autovectores asociados son:

S_3= {ZL}L = {l‘lél + xo€2 + I3é3‘ x1 + 2x9 —x3 = O} = [,{él + é3,62 + 253}
Sy = L{b} = L{3e1 + &3 — &3}

Por tltimo la imagen de un vector (x,y, z) es:

f(l',y,Z) = ((.’Il‘,y,Z) ' @)B - (31‘,3y,32) = (_21: +6y - 32’,1‘ - 3y — &, =T — 2?! - 22)



10.—

La matriz asociada queda:

0 6 —3
1 -1 -1
-1 -2 =2

(Examen final, junio 1997)

Se considera el espacio vectorial real E de las funciones continuas f : [0, 7] — IR y la aplicacidn

p:ExE — 1R
(f,9) — foﬂf(a:)g(x)dx.

Demostrar que esta aplicacion dota a E de la estructura de espacio vectorial euclideo.

Sabemos que F es un espacio vectorial. Para ver la estrucura euclidea hay que comprobar que p es una
forma bilineal, simétrica y definida positiva.

En primer lugar es claro que es simétrica, porque:

D(f,g) = / " f(2) g(a) de = / " 9(@) f(@) dz = plg, )

Por tanto para ver que es bilineal, basta con comprobar la linealidad en la primera componente. Dadas
fr9,h € Ey A i€ 1R se tiene:

PO+ hig) = [ O+ )@ gl)de = [TOF(0) + uh(a)) gle) o =
3 [ @) gty o3 [ ) gla) de = 2oF.) + i)
0 0

luego se p es bilineal.

Finalmente veamos que es definida positiva. Dada f € E se verifica:

p(f, f) /Oﬂf(a:)f(a:)d:c)\/oﬂf(x)zdsz

Ademas si f # 0, entonces f es no nula en un entorno del 0 por ser continua, luego:
p D = [ 1@ f@yde =2 [ fado>0
0 0

Si llamamos U al subespacio vectorial generado por {1,senz,cosz,senz}, encontrar una base ortogonal
de U usando el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.

Llamemos f1, fo, f3, fa a las cuatro funciones que buscamos. Tomamos fi(z) = 1 y vamos calculando
el resto utilizando el método de Gram-Schmidt. Construimos f:

f2(x) = senzx + ay f1(z)
de manera que p(fa, f1) = 0. Por tanto:

p(senz, 1) [y senz da 2 2
a1 = — = — s = —— = Tr) = senr — —
' p(1,1) fo 1ldx T f(z) T

Construimos f3:
f3(x) = cosz + b1 f1(x) + bafa(z)



de manera que p(fs, f1) = p(f3, f2) = 0. Ahora:

by — _ p(cosz, 1) _0

p(L1) = fa(x) = cosx
by = _PLCOST o) _

p(f2, f2)

Y por tltimo fy:
fa(z) =sen’z +c1fi + cofo+ cafs
con p(fa, f1) = p(fa, f2) = p(fs, f3) = 0. Obtenemos:

p(sen®z, 1) 1
cl=—"—"——7—""=—=
p(1,1) 2
p(sen’z, fo) 27 9 2, 1 4
= — = — = =S — - - —
Co o o) =3 fa(z) = sen“z Rt e
2 G
PR (CLLCY )
p(f3, f3)

IX.— Analizar razonadamente la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion: “El conjunto formado por
dos vectores no nulos y ortogonales entre si es un sistema libre”.

Es VERDADERO. Sean v, w tales vectores. Si fueran dependientes, como w # 0, existiria un escalar
A #£ 0 tal que w = Av. Pero entonces, por ser ortogonales,

0=v-w=Av|

de donde se derivaria que v = 0, lo que es una contradiccién con la hipdtesis. Asi pues, son linealmente
independientes y constituyen un sistema libre.

(Examen extraordinario, diciembre 2006)

X.— Consideramos los productos escalares en IR? cuyas matrices de Gram respecto de la base candnica son
G1 y Ga. Sabiendo que G1 = MG con A € R, A > 1, probar que los dos productos escalares definen la
misma medida sobre dngulos de vectores, pero distinta en longitudes.

Sean u, v dos vectores no nulos. La medida del angulo que forma se hace mediante la férmula:
u-v

cos(t:0) = el

Apliquémosla para cada uno de los productos escalares. Para Gjy:

(u)Gh (v)'

<05 0) = G () ()G )]
Para Go:
o) - (WG (u)(AG))(v)! )
) = TG ) 1G] TG @) MG )]

1 (
(v)* - (u)G1(v)*
(v) [(w)G1(w)! || ()G (v)]

Luego vemos que ambos coninciden.

En cuanto a las longitudes:

lull = v (w)Gi(w)t,
lullz = V() G2(w)' = v/ (u)(AG1) (W) = A/ (u)G1 ()t = Alful:.

Como A > 1 vemos que la longitud con el segundo producto escalar es superior a la primera.

pero

(Examen final, septiembre 2008)



XI.— En el espacio de matrices My, »,(IR) consideramos las formas bilineales:

(a)

f : Mnxn(]R) X Man(IR)—)IR, f(A, B) = traza(ABt)
g: Man(IR) X Man(IR)—>IR, g(A, B) = traza(AB)

FEstudiar si son simétricas.

Dadas A, B, € M,,«, veamos la simetria de f:
f(A,B) = traza(AB") = traza((AB")") = traza(BA") = f(B, A),

donde hemos usado que la traza de una matriz coincide con su traspuesta.

Ahora la simetria de g:
9(A, B) = traza(AB) = traza(BA) = g(B, A),

donde usamos que la traza de AB es la misma que la traza de BA:

traza(AB) = zn:(AB)“- =

Z Z Ak B
i=1 i=1 k=1

traza(BA) =Y (BA)uk =Y _ Y Bridu
k=1 k=11i=1

Probar que paran > 2, f define un producto escalar, pero g no. ;Qué ocurre para n = 1%.
Necesitamos ver que f es definida positiva, es decir, que f(A, A) > 0si A # Q. Pero:
n n n n n
f(A,A) =traza(A- A") =Y (AAY); =D > Aw(Ar =D > A%
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Como la suma es de cuadrados, es mayor que cero si alguno de los coeficientes A;j es no nulo.

Sin embargo para la aplicacién g si tomamos la matriz:

0 00 0

1 00 0

0 00 0
B=1. . .

0

0 00 0

se cumple B # 0:
g(B, B) = traza(B?) = traza() = 0

luego B no es definida positiva.

Si n = 1 entonces las aplicaciones f y g son en realidad la misma, porque una matriz de dimensién uno
coincide con su traspuesta. Por tanto ambas son productos escalares.

Para n = 2 calcular la matriz asociada a g respecto de la base candnica, hallar la signatura y clasificar
la forma cuadrdtica asociada.

A:(Cﬂl 962) B:A=<y1 y2>
T3 T4 )’ Ys Y4

g(A, B) = traza(AB) = traza ($1y1 toays Tile x2y4) = T1Y1 + Tay3 + T3Y2 + Tala

Si llamamos:

se tiene:

T3Y1 + T4Y3 T3Y2 + T4y



de donde la matriz asociada respecto de la base candnica es:

0
0
G= 1
0

_ o O O

1 0
0 1
0 0
0 0

Para hallar la signatura la diagonalizamos por congruencia:

1.0 0 0 10 0 0
G—s 0 210 R 0 2 0 0
01 0 0 0 0 —-1/2 0
0 0 01 0 0 0 1

Por tanto la signatura es (3,1) y la forma cuadritica asociada a g es no degenerada e indefinida.

Paran = 2 y con el producto escalar definido por f, calcular la matriz asociada respecto de la base
canonica de la aplicacion proyeccion ortogonal sobre el subespacio de matrices simétricas.

Consideramoas la base del subespacio de matrices simétrias:

(o o) = (o) = (0 1))

Lo completamos hasta una base ortogonal de la misma. Buscamos matrices X = ( 1

xs3

f(X751) = f(X7SQ) = f(XvSZi) =0.

Operando:
f(X,Sl)ZO e z1 =0
f(X,SQ):O — 22+ 23=0
f(X,Sg)ZO <~ x4 =0

Por tanto podemos tomar:

0 1
s (01)

En la base B = {57, 52,53, .54} la matriz de la proyeccién ortogonal es:

1 00 0
0100
Pee=1¢0 01 0
0000

La cambiamos a la base canénica:

Poe = MepPspMpe = MopPppMgp

donde
100 O
01 0 1
Mes =14 1 0 4
0 0 1 0
Operando queda:
1 0 0 o0
o |0 12 172 0
= 1o 1/2 1/2 0
0 0 0 1

)
Ty

> tales que:



(¢)

Paran =2 y con el producto escalar definido por f, hallar una base ortonormal del subespacio generado

por las matrices:
1 0 1 0 1 0
0 2/)'\1 1)\ 2 0 '

Comprobamos si los tres vectores son independientes. Para ello analizamos el rango de la matriz de sus
coordenadas respecto de la base candnicas:

1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2
1 011}]—f(0OO01 -1]—{0 0 1 -1
10 2 0 0 0 2 -2 0 00 0

Ttiene rango 2. Por tanto una base de ese subespacio esta formada por dos vectores.

Ahora aplicamos GramSchmidt a los vectores:

10 0 0
(o) m=(1 )

Tomamos:
Vl:Ula ‘/2:)\V1+U2,
- f(U2,Uh) (UUY) 2 2
traza(Us —
Vi, Vo) =0 <= A= 227U v _ T2 £
. %) f(UL,Un) traza(U,UY) 5 5
Por tanto:

2 (2/5 0
‘/2_5U1+U2_<1 —1/5)'

Finalmente normalizamos los vectores dividiéndolos por su norma:
1
IVill? = f(Vi, V1) = traza(ViV)) =5, [[Val* = f(V2,V2) = traza(V2Vy) = 5

La base pedida es:

Para cualquier n > 2, hallar la signatura y clasificar la forma cuadrdtica asociada a g.

Observamos que sobre las matrices simétricas f y g actian igual ya que si B es simétrica traza(AB) =
traza(AB?). Por tanto, la restriccién de g al subespcio de matrices simétricas es definida positiva,
porque coincide con f. Asi el nimero de signos positivos de la signatra es mayor o igual que la
dimensién p del espacio de matrices simétricas, donde:
n(n+1)
5

Ademas sabemos que matrices simétricas y hemisimétricas son espacios suplementarios. Si nos
restringimos a las matrices hemisimétricas, se cumple que dada A hemisimétrica no nula:

g(A, A) = traza(A - A) = traza(—A - A") = —f(A, A) <0,

luego esa restriccién es definida negativa. Por tanto el nimero de signos negativos de la signatura es
mayor o igual que la dimensién q el espacio de matrices hemisimétricas, donde:

nn—1
)

Deducimos que la signatura es (p’,¢’) con p’ > py ¢’ > g pero como:
n*>p +q >p+q>n

en realidad son igualdades y la signatura es:

¥.d)=(p.q) = <

2 ’ 2

n(n+1) n(n— 1)) |



