Algebra Lineal II Soluciones al Examen Final
Ejercicio tnico (3 horas) 16 de Mayo de 2023

1.— Dado a € R, se define la forma cuadrdtica w : R* — R como w(z,y) = 2> + 2azy + y>.

(i)

(iii)

Clasificar w en funcion de a indicando ademds su rango y signatura.

Para clasificarla diagonalizamos por congruencia la matriz asociada en la base canénica. Los signos que
se obtienen en la diagonal (la signatura) determinaran el tipo de forma cuadratica. La matriz asociada
en la base candnica se obtiene trasladando los coeficientes adecuadamente:

. 1 a)\ Ha(—a)p21(=a) {1 0
FC_(a 1) 7 (0 1—a2)

La signatura depende de lo signos de la diagonal. Para estudiar como varian los signos vemos para que
valores de a son 0, que corresponderan a posibles limites de cambio de signo:

1—-a2=0 <= a==*1

Entonces tenemos:

a Signatura Rango Tipo
a< -1 (1,1) 2 NO degenerada e indefinida
a=1 (1,0) 1 degenerada y semidefinida positiva
—-l<ax<l1 (2,0) 2 NO degenerada y definida positiva
a=1 (1,0) 1 degenerada y semidefinida positiva
a>1 (1,1) 2 NO degenerada e indefinida

Para a = 2 dar una base de vectores conjugados.

Una base B de vectores conjugados equivale a una base en la cual la matriz asociada Fp es diagonal.
El cambio de base equivale a hacer congruencia sobre la matriz inicial. Como ya hemos diagonalizado
en el apartado anterior, basta calcular la matriz de paso de la congruencia que equivale a la matriz de
cambio de base:

1 =2
0 1

Id Mi_g) ( ) = Mcp

La base pedida es B = {(1,0), (—2,1)}.

Para a =0 y a =1 hallar los vectores autoconjugados.

Para a = 0 vimos que la forma cuadratica es definida positiva. En ese caso sabemos que los vectores
autconjugados son Unicamente el vector cero: autoconj(w) = {(0,0)}.

Para a = 1 vimos que la forma cuadratica es semidefinida positiva. En ese caso sabemos que los vectores
autconjugados coinciden con el nicleo:

ker(w) = {(Sc,y) € RY|F, (;ﬁ) _ (8)}
GDE)-(0) = oo

autoconj(w) = ker(w) = {(z,y) € R?|z +y =0} = £{(1,-1)}.

Nos queda el sistema:

De donde:



(iv)

p . . . 1
sPara qué valores de a eziste una base B en la cual la matriz asociada o f es Fg = <(1) 0) ?.

Hacer un cambio de base de la matriz asociada a una forma cuadréatica equivale a hacer congruencia.
Por tanto dos matrices corresponden a la misma forma cuadrética en distintas bases si y sé6lo si son
congruentes. Es decir, si y s6lo si tienen la misma signatura. Diagonalizamos la matriz dada:

Fyy Ti2(Dm2() G (1)) Ha(=1/2)p21(—1/2) <3 _?/2)

La signatura es (1,1); por lo visto en el primer apartado coincide con la de f cuando a < —1 0 a > 1.

Si f es la forma bilineal asociada a w hallar f((1,2),(2,3)) para a = —1.

Dado que la matriz asociada a la forma bilineal es la misma que a la correspondiente forma cuadratica:

raaem=a 0 1) (3) =

Fc

(1.1 puntos)

En R? se considera la forma bilineal simétrica cuya matriz asociada en la base candnica es:
1 1 0
Fe=11 2 1
0 1 5
Demostrar que f es un producto escalar.

Un producto escalar es una forma bilineal simétrica definida positiva. En el enunciado ya partimos de
una forma bilineal simétrica asi que sélo tenemos que comprobar que es definida positiva. Lo hacemos
por el Criterio de Sylvester:

11

det(1)=1>0, det(l 9

1 10
>1>0, det|1 2 1] =4>0
01 5

Sea U = {(z,y,2) € R*|x +y + 2 = 0}. Respecto al producto escalar definido por f:
Hallar una base ortogonal de U por el método de Gram Schdmit.
Primero hallamos una base cualquiera del subespacio pasando de implicita a paramétricas:
T=a
T4+y+2=0 <= z=—-zx—-y=>y=>b
z=—a—-0b
de donde U = {(1,0,-1),(0,1,-1)}.

Entonces por Gram Schmidt, el primer vector lo dejamos igual v; = (1,0,—1). El segundo es de la
forma:
vy = (0,1,—1) + k(1,0, —1) cumpliendo v - vy = 0.

de donde:
0
(1 0 —1)Fe| 1
p_ (L0-D-(01,-1) -1) 5
~(1,0,—1)-(1,0,—1) 1\ 6

(1 0 —1)Fo| o©



v = (0,1,-1) = 2(1,0,-1) = (_

{0 (-21-1))

(ii.b) Calcular las ecuaciones paramétricas de U~L.

La base ortogonal queda:

El espacio ortogonal U+ estd generado por los vectores perpendiculares a los generadores de U:
UL = {(xayWZ) € ]R3|($,y72’) ) (1a07 _1) = Oa (xaywz) : (07 1a _1) = O}

Planteamos el sistema de ecuaciones:

1
(z y 2)Fc 0]=0<«<= 2-52=0
-1
0
(z y 2)Fc 11 =0<= z+y—42=0
-1
Resolviendo:
x = bz, y=4z—x=—=z
de donde

(iii.c) Hallar la proyeccidn ortogonal del vector (1,1,1) sobre U.

La proyeccién ortogonal de (1,1,1) sobre U es un vector u € U tal que (1,1,1) —u € U-L. Entonces:

u=a(1,0,-1)4+6(0,1,—1) = (a,b,—a — b)

1L,L,)—u=(1—-a,1-b1+a+0)

Imponemos que cumpla las ecuaciones de UL halladas en el apartado anterior:

(I1—a)—51+a+b)=0
l—-a+1—-b—-4—4a—-4b=0

Resolviendo se obtiene a = —2 y b =8/5 y asi:
u=(-2,8/5,2/5).
(1.3 puntos)
3.— Sea el espacio euclideo R? con el producto escalar usual y t : R* — IR® una aplicacién lineal. Razonar
la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

(i) Sidet(Te) =1 entonces t es un giro.

FALSO. Podria no ser tan siquiera una transformacién ortogonal. Por ejemplo si

Tc =

e

0
1
0

= o O



(iii)

(iv)

cumple |T¢| = 1, pero no es un giro porque no es una transformacién ortogonal ya que T¢ - T # Id.
Si traza(Te) = 4 entonces t no es una transformacidn ortogonal.

VERDADERO. Una transformacién ortogonal en el espacio es un giro o un giro compuesto con simetria.
En el primer caso la traza de la matriz asociada en cualquier base es 1 + 2cos(a) < 3 y en el segundo
caso —1 + 2cos(a) < 1. En ningidn caso puede valer 4.

Si t es una transformacion ortogonal y 1 es autovalor de t, entonces t es un giro.

FALSO. Por ejemplo si ¢t es una simetria respecto a un plano no es un giro, y sin embargo todos los
vectores del plano de simetria son autovectores asociados al autovalor 1 porque quedan fijos por la
simetria.

Si t es una transformacion ortogonal entonces la composicion t ot es un giro.

VERDADEROQ. La composicién de transformaciones ortogonales es una transformacion ortogonal. Una
transformacién ortgonal en el espacio o bien es un giro (si su matriz asociada tiene determinante 1) o
bien un giro compuesto con simetria (si su matriz asociada tiene determinante —1). Si T es la matriz
asociada a t, entonces 72 = T - T es la matriz asociada a tot y:

det(T?) = det(T)? = (£1)* = 1.

y por tanto la composiciéon es un giro.

(1.2 puntos)

En el plano afin R? calcular las ecuaciones de un giro con centro en un punto de la recta © +y—2 = 0
y que lleve el punto (4,5) en el punto (1,6).
&

6 Ir

Jite 1 2\3 4

Dado que un giro conserva las distancias y el centro permanece fijo al girar, el punto P = (4,5) y su
transformado P’ = (1,6) han de equidistar del centro.

Ademds por pertenecer a la recta 2 +y — 2 = 0 sus coordenadas son de la forma (a,2 — a). Imponemos
que equidiste de (4,5) y (1,6):

Va= 25 (3= aP = ia- 7+ (-1 - a)?

Elevando al cuadrado, simplificando y resolviendo se obtiene a = 1 y el centro es el punto C' = (1,1).

x 1 z—1
f<y> - <1> +T<y—1>
donde T es la matriz de giro de la forma:

-G i)

Ahora las ecuaciones de giro son:



Dado que lleva el vector CP = P — C = (3,4) en el vector CQ = (0,5):
cos(A) —sin(A) 3y [0
sin(A)  cos(A) 4) \5

3cos(A) —4sin(A) =0, 3sin(A) +4cos(A)) =5

de donde:

Resolviendo:
cos(A) = 4/5, sin(A) =3/5

y las ecuaciones de giro quedan:
x 1 1/4 -3 z—1
()-0)+6 96

En el espacio afin euclideo IR® se consideran las rectas de ecuaciones:

=2
r = (2,y,2) = (0,0,1) + A(L,0,0), SE{Z oo 1= (@92 = (0.0,3) + p(1.1,0)
xr=

Para cada punto P = (X, 0,1) € r hallar las ecuaciones implicitas de la recta que pasa por P y corta a
syt.

Dado el punto P € r, la recta por P que corta a s y t se puede obtener intersecando los planos que
pasan por P y contienen respectivamente a s y a t.
La recta s, pasando de implicitas a paramétricas, tiene por ecuacién (z,y,z) = (0,0,2) + §(0, 1,0).

Entonces el plano por P y que corta a s, es la recta por los puntos P = (X,0,1), (0,0,2) y vector
director (0, 1,0). Su ecuacién es:
r—0 y—0 z—-2
A—0 0-0 1-2|=0<«<= z+Xz—2X2=0.
0 1 0
Y el plano por P y que corta a t, es la recta por los puntos P = (), 0,1), (0,0,3) y vector director
(1,1,0). Su ecuacién es:
r—0 y—0 2z-3
A=0 0-0 1-3|=0<«<= 2z—2y+2Az—3XA=0.
1 1 0

Entonces las ecuaciones impicitas de la recta que pasa por P y corta a r y s son:

T+ Az—22=0
20 — 2y + Az — 3\

Probar que todas las rectas obtenidas en el apartado anterior son paralelas a un mismo plano.

Cualquier combinacién lineal de los dos planos que definen a cada recta también la contiene. Si restamos
las dos ecuaciones queda:
—x+2y+A=0

que es un plano conteniendo a la recta que pasa por P = (),0,1) que corta a s y ¢. Y tal plano es
paralelo a:
—r+2y=0 < =z -2y =0.

Por tanto todas las rectas obtenidas en el apartado anterior son paralelas al plano x — 2y = 0.

(1 punto)



6.—

(i)

(i)

En el espacio afin euclideo R® se consideran los puntos A = (0,0,0), B=(3,0,4), C = (0,5,0):

Si A, B, C son tres vértices en una misma cara de un cubo, hallar las coordenadas de los cinco vértices
restantes ;FEs unica la solucion?.

Tenemos que:

d(A,B)=+/(3-0)2+(0-0)2+ (4—0)2 =
d(A,B) =+/(0-0)2+(5—-0)2+(0-0)2 =
d(B,C)=+/(3-0)2+(0-5)2+(4—0)2=2V5

Por tanto los dos lados del cuadrado son los segmentos iguales AB y AC. Se tiene entonces que si
llamamos D al cuarto vértice de la base AB = CD y por tanto:

B-A=D-C = D=C+B—A=(0,50)+(3,0,4) — (0,0,0) = (3,5,4)

Si llamamos A’, B, C’, D’ a los vértices de la cara opuesta del cubo, todos ellos se obtienen sumando a
los de la cara conocida un vector perpendicular a ésta y de la misma longitud que el lado del cuadrado
(que hemos visto que es 5 unidades). Para hallar un vector normal al plano que contiene a la cara
ABCD usamos el producto vectorial:

€1 € €3
i= AB x AU = (3,0,4) x (0,5,0)= |3 0 4|=-20& + 15 = (~20,0,15)
0 5 0

Para conseguir que sea de la longitud deseada, lo dividimos por su norma y lo multiplicamos por el

lado del cubo: 50.0.15
T=5.-— =5- (~20,0,15) = (—4,0,3).
[l V(=20)2 + 02 + 152

B

En definitiva los restantes vértices tiene por coordenadas:

A=A+ 5=1(0,0,0)+ (—4,0,3) = (—4,0,3)
B =B+ 7= (3,0,4) 4 (—4,0,3) = (—1,0,7)
C'=C+7=(0,50)+(—4,0,3) = (—4,5,3)
D' =D+&=(3,54) 4 (—4,0,3) = (—1,5,7)

La solucini no es tnica porque podriamos haber orientado el vector perpendicular a la cara conocida
hacia el lado opuesto tomando ¥ = —(—4,0,3) = (4,0, —3).

Hallar el volumen de la piramide triangular con base el tridngulo ABC y vértice el punto (1,1,1).

El volumen es: ,
area base - altura

3

El rea de la base es la mitras del drea de una cara del cubo: 52/2 = 25/2.

La altura es la distancia del vértice (1,1,1) al plano ABC. Es el plano que tiene por vector normal el
= (—4,0,3) y pasa por A= (0,0,0):

—4r+32=0 < 4x —3z=0.



Entonces usando la férmula de la distanca de un punto a un plano vemos que la altura es:

41-3-1 |
b= d(dz — 32 =0, (1,1,1)) = — 31 _1
Z+02+ (32 b

El volumen queda:
drea base - altura _ (25/2)(1/5) _ 5

3 3 6

(1.2 puntos)

7.— En el plano afin dada la cénica de ecuacion:

22 —day+4y? — 22 -2y =0

(i) Clasificar la conica y dar su ecuacion reducida candnica.

Clasificamos la cénica en funcién del determinante de la matriz asociada A y la de términos cuadréticos

T:
1 -2 -1
A=|-2 4 -1], T:(; _i>.
-1 -1 0
Entonces:
det(A) = -9, det(T) = 0.

Se trata de una parabola.

La ecuacién reducida es de la forma Az"2—2dy’ = 0, donde A es el autovalor nonulode T'y d = /—|A|/\.
Dado que la suma de los autovalores de T' es su traza y por ser una parabola uno de los autovalores es
cero, se tiene que:

A+ 0=traza(T) =5, = A=5.

d=+/9/5=3V5/5.

La ecuacién reducida queda:

v la reducida canédnica:

(ii) Hallar el centro, sus asintotas, ejes, vértices y excentricidad.
Como es una parabola no tiene centro ni asinotas y la excentricidad es 1.

El tnico eje es la recta polar del autovector asociado al autovalor no nulo. Calculamos el autovector:

s (2) () = (£ 2)(2)~(2) = v



(iii)

Tomamos un vector verificando la ecuacién, por ejemplo: (1, —2).

El eje queda:

x
(1 =2 0)A|ly| =0« b5z—10y+1=0.
1

El vértice se obtiene intersecando el eje con la cénica:
or — 10y +1=0
2? —day+4y? — 20 -2y =0
De la primera ecuacién, x = 2y — 1/5. Sustituyendo en la segunda:
Ay? +1/25 —4y/5 — 8y* + 4y /5 +4y* — 4y +2/5—2y =0
—6y+11/25=0
y =11/150
y entonces x = 2y — 1/5 = 22/150 — 1/5 = —8/150 = —4/75.
El vértice queda V = (—4/75,11/150).
Calcular las rectas tangentes a la cdnica que pasan por el punto (—3,—1).
Primero comprobamos si el punto pertenece a la cénica, viendo si satisface o no su ecuacién:
(=8)% = 4(=3)(=1) +4(-1* ~ 2(=3) = 2(-1) =9 £ 0

No pertenece a la cénica. Entonces calcularemos la recta polar por (—3,—1). La interseccién de ésta
con la conica nos dara los puntos de tangencia y finalmente las tangentes en tales puntos son las rectas
pedidas.

La recta polar es:

x
(=3 =1 1)Aly | =0« —224+y+4=0<«= 20—y—4=0
1
La intersecamos con la cénica:
2c—y—4=0

z? —dzy+ 4y — 20— 2y =0
De la primera ecuacion, y = 2x — 4. Sustituyendo en la segunda:
2® — 82 + 162 + 162> — 647 + 64 — 22 — 42 +8=10
92% — 5da + 72 =0
22 —6x+8=0
Queda:

r=3+32-8=3+1=264

Los puntos de corte son por tanto @ = (2,0) y (4,4). Finalmente calculamos la tangente en cada uno
de ellos:

x
(2 0 1)A|ly ]| =0<«<= 2—-5y—2=0
1

T
(4 4 1)Aly| =0+ —H52+7-8=0 <<= 52—-7+8=0
1

(1.3 puntos)



8.— Hallar la ecuacién de una cdénica sabiendo que su centro es el punto (1,1), es tangente a la recta
z4+y—3=0 en (1,2) y tiene una asintota paralela al eje OX.

Dado que la cénica es simétrica respecto del centro haremos lo siguiente:
1- Hallamos el punto P’ simétrico de P = (1, 2) respecto del centro.

2- Hallamos el simétrico de la tangente dada respecto del centro. Serd otra tangente a la cénica en el
punto P’

3- Construimos el haz de cénicas conocidas dos tangentes y los puntos de tangencia.
4- Imponemos que la cénica tenga por direccién asintdtica el vector director del eje OX.
1) El simétrico de P = (1,2) respecto a C(1,1) cumple:

_ P+ P

¢ 2

= P =20-P=2(1,1)—(1,2) = (1,0).

2) La recta simétrica de z +y — 3 = 0 (que pasa por P = (1,2)) respecto al centro, es la paralela que
pasa por P’ (el simétrico de P). Una recta paralela a la dada es de la forma:

r+y+d=0

Imponemos que pasr por P’ = (1,0). 1+ 0+d =0 de donde d = —1 y la recta queda z +y — 1 = 0.

3) El haz de cénicas estd generado por el producto de las tangentes y la recta doble que une los puntos
de tangencia.

Calculamos la recta que une P = (1,2) y P’ = (1,0). Dado que tienen la misma coordenada z es la
recta ¢ — 1 = 0. El haz queda:

(z+y—D(@+y—3)—Az—-1)2=0

Y desarrollando:
(1-N2? + 22y + 32 +2(\—2)x — 4y +3 - A =0

4) Imponemos que la cénica tenga por direccidén asintGtica el vector director del eje OX, es decir, el
vector (1,0). Eso significa que:

(1 0)(11A 1) (é)—o = 1-A=0 <= A=1.

La cénica buscada queda:
ey +y° — 2 — 4y +2=0.

(1.3 puntos)



9.— Dada la cuddrica de ecuacion:
2+ 3y% — 322 + day + 202 — 22+ 22 — 3= 0.

clasificar la superficie y esbozar un dibujo de la misma.

La matriz asociada es:

1 2 1 -1

2 3 0 0

A= 1 0 -3 1
-1 0 1 -3

Para clasificarla la diagonalizamos por congruencia teniendo en cuenta que la cuarta fila no puede ser
ni sumada a las demés, ni cambiada de posiciéon, ni multiplicada por un nimero.

1 0 0 0
AHgl_(—>2)Hﬁl)Hi(;)ugi—f)ugl(H—l)uﬂ;) 0 -1 -2 2 .
0 -2 —4 2
0 2 2 —4
1 0 0 0
H32(—=2)Ha2(2)p32(—=2)pa2(2) 0 -1 0 0
— =TT 0 0 0 —9

0 0 -2 0

No se puede seguir diagonalizando sin violar las restricciones sobre el uso de la cuarta fila. En ese caso
el tipo de cuddrica lo decide la signatura de la matriz T. Los signos son (+,—,0). Se trata por tanto
de un paraboloide hiperbdlico.

(0.6 puntos)



