Algebra Lineal II. Curso 2022-2023. Practica voluntaria.

Combinatoria y matrices.

Sidy y da son las dos utlimas cifras de tu DN I, a lo largo del problema llamaremos
a=2+[d1/2] y b= 2+ [d2/2], donde [z] es la funcidn parte entera de z, es decir,
el mayor entero menor o igual que x.

Se trata de contar cuantas claves de longitud dada podemos formas combinando
las a primeras letras del alfabeto y las b primeras cifras (0,1,...,b—1), bajo ciertas
condiciones.

1. ;Cudntas claves de T caracteres pueden formarse?

En total tenemos a + b caracteres distintos; en cada una de las siete posiciones
podemos colocar cualquiera de ellos. Por tanto las posibilidades totales son:

(a+0b)-(a+b)-...-(a+b) = (a+b)

7 veces

De otra forma. Cada clave es un grupo de 7 elementos, escogido de entre
a—+b distintos; en cada grupo (clave) pueden aparecer caracteres repetidos y los
mismos caracteres en distinto orden corresponden a claves diferentes: importa
el orden. Se trata de variaciones con repeticién de (a + b) elementos tomados
de Ten T:

VRa.»,.bj = (a + b)7.

2. ¢Cudntas de longitud 7 ddnde se alternen letras y nimeros (en ellas no aparecen
un par de letras juntas ni un par de nimeros juntos)?
Si empiezan por una letra necesariamente seguirén la secuencia LNLNLNL,
es decir, estaran formadas por 4 letras y 3 niimeros colocados alternativamente.
Razonando como en el apartado anterior, las posibliades para las letras son a*
y para los nimeros b>. En conjunto: a*b®.
Anélogamente si empiezan por nimero estardn formadas por 3 letras y 4
ndmeros colocados alternativamente: son a®b* posibilidades.
En total:

a*b® +a®b* = b3 (a +b).

3. Generaliza el apartado anterior para cadenas de longitud n arbitraria.
La idea es la misma, diferenciar si se empieza por una letra o por un nimero.
Pero tenemos que distinguir si n es par o impar.
- Si n es par entonces tanto si empezamos con una letra como si empezamos

con un numero, se colocardn alternativamente n/2 letras y n/2 nimeros. Por
tanto razonando como antes las posibilidades seran:

an/2bn/2 + an/2bn/2 — 2(ab)n/2

- Si n es impar entonces si empezamos con letra y alternamos habremos usado
una letra mds que nimeros; en concreto (n+1)/2 letrasy (n—1)/2 nimeros. Las
posibilidades para elegirlos son a(*1/2p(=1)/2 " Anglogamente si empezamos
por ntimeros, las opciones son o™~ D/2p(*+t1/2 Eq total:

(/2P =1/2 (e 1)/2p (e D/2 _ (py(1=D/2(g 4 )

4. ;Cudntas claves de 7 caracteres con exactamente 3 letras y 4 numeros pueden

formarse?

Primero contamos las formas de elegir en qué tres posiciones de las 7 iran las
letras. Son las formas de elegir 3 elementos (posiciones) distintas entre un total
de 7, sin importar el orden (da igual escoger las posciones 2,3,5 que 5,3,2).
Combinaciones sin repeticiéon de 7 elementos tomados de 3 en 3:

7
oun ()

Fijado donde estan situadas las letras y niimeros, como en los apartados ante-
riores, las posiblidades para elegir las 3 letras son a® y los cuatro nimeros b*.

En total:
(7) atpt = 76 5a3b4 = 35a°p?.

3 1-2-3

. Ahora consideramos claves de longitud n donde no aparecen dos letras consecu-

tivas (pero si pueden aparecer varios numeros sequidos). Sea xr la cantidad de
tales claves que acaban en una letra e y, las que terminan en un nimero.

(a) Justifica que Tni1 =a-Yn € Ynt1 = b+ (Tn + yn).
Una clave sin letras consecutivas de longitud n 4+ 1 que termina por una
letra necesariamente se ha formado afiadiendo una letra a una de longitud
n que acaba por un nimero (ya que no puede haber dos letras seguidas).
El ntimero de tales claves sin letras consecutivas de longitud n acabadas
en numero es y,. Para esa letra anadida tenemos a posibilidades. Por
tanto:
In+1 = Q- Yn
Por otra parte, una clave sin letras consecutivas de longitud n + 1 que
termina por un numero se ha formado anadiendo un ndmero a una de
longitud n (que puede acabar tanto en letra como en nimero, porque no
hay restriccién para los caracteres adyacentes a un nimero). El nimero
de tales claves de longitud n es x,, +y, y para el nimero afiadido tenemos
b posibilidades. Asi
Ynt1 =b- (Tn + yn)

(b) Ezxpresa la relacion anterior matricialmente, encontrando A € Maxs tal
que:
() =2 ()
Yn+1 Yn

Simplemente si tomamos:
0 a
entonces:

A Tn | _ 0 a Tn o\ _ ayYn _ [ Tnsa
Yn b b Yn bxn + byn Yn+1 '
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(¢c) Demostrar por induccidn que:

()= ()= ()

Ahora lo suponemos cierto para n = k, es decir:

()= () o

y lo probaremos para n = k + 1, es decir, probaremos que:

Tk+1 :Ak 1

Yk+1 Y1
Ak X1 :AAkfl 1

Y1 Y1

Usando la hipétesis de induccién queda:
Y Yk
y por la relacién vista en (b):
Ak 1) _ [ Te41
Y1 Yk+1

(d) Utilizando lo anterior, calcula el nimero de claves de longitud 9 donde no
aparecen dos letras consecutivas.

Efectivamente:

Lo que nos piden es zs + ys (ya que queremos tanto las acabadas en letra
como las acabadas en nimero). Por lo visto en el apartado anterior:

)=+ ()

Donde z;1 son las claves de longitud 1 acabadas en letra: hay tantas como
letras, es decir, a; e y1 las de longitud 1 acabadas en nimero: hay tantas
como numeros, es decir, b. Por tanto:

(w)=+()

Por ejemplo si a =4 y b = 5. Tendriamos:

m)=*() 2=()

Y:
2 a4 0 4 0 4\ (20 20\ _ 4 4
AT=4 A_<5 5) (5 5)_<25 45>_5<5 9)'
4 42 42 4 4 4 4\ 36 52
AT=am-4 _25(5 9 5 9 =2 65 101 /-
8 _ 44 A4 _ 36 52 36 52\
AT=A7-4A 625(65 101 65 101 )
— 95 54324 82820
- 103525 15784 ) °
por tanto:

9 ) _ 695 54324 82820 4\ [ 33952500
yo | 103525 15784 5 )\ 64703125
y finalmente:

To + yo = 33952500 4 64703125 = 98655625.

Observaciones:

i. Para aplicar esta idea para una clave de longitud n cualquiera, seria
deseable tener una forma cémoda de calcular A"~!. Ma&s adelante
veremos como hacerlo mediante el uso de autovalores y autovectores.

ii. Hay otra forma de llegar a una férmula cerrada para x, +y». Se puede
probar que en una clave de longitud n las formas de elgir k& posiciones
NO consecutivas para k letras es, Cpy1—k,x. Fijadas esas posiciones
hay a® posibilidades para las letras y b"~* para los nimeros. De ah{
se deduce que:

- 1—k -
k=0

entendiendo que (Z ) =0sig>p



