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TEMA III- Espacios vectoriales.
Capítulo 4. Endomorfismos.

Diagonalización de endomorfismos.
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Diagonalización de endomorfismos.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼 diagonalizable

∃𝑩𝑩 base con 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩𝑩 diagonal (𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪
−𝟏𝟏𝑭𝑭𝑪𝑪𝑪𝑪𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪 = 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩𝑩 diagonal) 

⇔

𝑨𝑨 diagonalizable por semejanza

∃𝑷𝑷 inversible con 𝑷𝑷−𝟏𝟏𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝑫𝑫 diagonal

⇔

Polinomio característico de 𝒇𝒇 : 𝒑𝒑𝒇𝒇 𝝀𝝀 = 𝒑𝒑𝑨𝑨(𝝀𝝀) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝑰𝑰𝑰𝑰) (grado 𝒏𝒏 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑼𝑼 = 𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐(𝑨𝑨))
𝝀𝝀𝒊𝒊 autovalor de 𝒇𝒇⇔ es raíz del polinomio característico (𝒑𝒑𝒇𝒇 𝝀𝝀𝒊𝒊 = 𝟎𝟎)

Multiplicidad algebraica = 𝒎𝒎.𝒂𝒂. 𝝀𝝀𝒊𝒊 = multiplicidad como raíz de 𝒑𝒑𝒇𝒇 𝝀𝝀 = 𝝀𝝀 − 𝝀𝝀𝒊𝒊 𝒎𝒎𝒎𝒎 𝝀𝝀𝒊𝒊 𝒒𝒒(𝝀𝝀),      𝒒𝒒 𝝀𝝀𝒊𝒊 ≠ 𝟎𝟎

𝑢𝑢 ≠ 0 autovector de 𝒇𝒇 asociado a autovalor 𝝀𝝀𝒊𝒊 ⇔ 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰 𝑢𝑢 = 0

Subespacio característico asociado a 𝝀𝝀𝒊𝒊 = 𝑆𝑆𝜆𝜆𝑖𝑖= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝜆𝜆𝑖𝑖 ∪ {0} =
= {𝑢𝑢| 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰 𝑢𝑢 = 0} = ker 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰

Multiplicidad geométrica = 𝒎𝒎.𝒈𝒈. 𝝀𝝀𝒊𝒊 = dim 𝑆𝑆𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑛 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝝀𝝀𝒊𝒊 =
= 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 ker 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰 = 𝒏𝒏 − 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰

𝑨𝑨 = 𝑭𝑭𝑪𝑪𝑪𝑪

𝒇𝒇:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼 diagonalizable⇔ Existe una base de 𝑼𝑼 de autovectores.

𝑢𝑢 ≠ 0 autovector de 𝒇𝒇 asociado a autovalor 𝝀𝝀⇔ 𝒇𝒇 𝒖𝒖 = 𝝀𝝀𝒖𝒖 𝑢𝑢 autovector de 𝑨𝑨, autovalor 𝝀𝝀⇔ 𝑨𝑨𝒖𝒖 = 𝝀𝝀𝒖𝒖

AUTOVALORES

𝟏𝟏 ≤ 𝐦𝐦. geométrica≤ 𝐦𝐦. algebraica 𝐦𝐦. algebraica= 1 ⇒ 𝐦𝐦. geométrica = 𝟏𝟏

AUTOVECTORES asociados a cada autovalor 𝝀𝝀𝒊𝒊
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Diagonalización de endomorfismos.

Polinomio característico de 𝒇𝒇 : 𝒑𝒑𝒇𝒇 𝝀𝝀 = 𝒑𝒑𝑨𝑨(𝝀𝝀) = 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝(𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝑰𝑰𝑰𝑰) (grado 𝒏𝒏 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑼𝑼 = 𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐(𝑨𝑨))
𝝀𝝀𝒊𝒊 autovalor de 𝒇𝒇⇔ es raíz del polinomio característico (𝒑𝒑𝒇𝒇 𝝀𝝀𝒊𝒊 = 𝟎𝟎)

Multiplicidad algebraica = 𝒎𝒎.𝒂𝒂. 𝝀𝝀𝒊𝒊 = multiplicidad como raíz de 𝒑𝒑𝒇𝒇 𝝀𝝀 = 𝝀𝝀 − 𝝀𝝀𝒊𝒊 𝒎𝒎𝒎𝒎 𝝀𝝀𝒊𝒊 𝒒𝒒(𝝀𝝀),      𝒒𝒒 𝝀𝝀𝒊𝒊 ≠ 𝟎𝟎
Multiplicidad geométrica = 𝒎𝒎.𝒈𝒈. 𝝀𝝀𝒊𝒊 = dim 𝑆𝑆𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑛 𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝝀𝝀𝒊𝒊 =

= 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 ker 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰 = 𝒏𝒏 − 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓 𝑨𝑨 − 𝝀𝝀𝒊𝒊𝑰𝑰𝑰𝑰

AUTOVALORES

𝟏𝟏 ≤ 𝐦𝐦. geométrica≤ 𝐦𝐦. algebraica 𝐦𝐦. algebraica= 1 ⇒ 𝐦𝐦. geométrica = 𝟏𝟏

⇔
�𝐦𝐦. algebraicas = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑼𝑼 = 𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐(𝑨𝑨)

𝐦𝐦. algebraicas = 𝐦𝐦. geométricas, para todos y cada uno de los autovalores
�

𝑴𝑴𝑪𝑪𝑩𝑩 = 𝑷𝑷 =
⋯
⋯
⋯
⋯

𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒓𝒓
𝟏𝟏

𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒓𝒓
𝟐𝟐

𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒓𝒓
𝒌𝒌

𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩𝑩 = 𝑫𝑫 =

𝝀𝝀𝟏𝟏 0 ⋯ 0
0 𝝀𝝀𝟐𝟐 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝝀𝝀𝒌𝒌Autovalores (repetidos tantas veces como indica multiplicidad)

𝒇𝒇:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼 diagonalizable⇔ Existe una base de 𝑼𝑼 de autovectores.

Base 𝑩𝑩 de autovectores. 𝑷𝑷−𝟏𝟏𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝑫𝑫

Si 𝑨𝑨 = 𝑭𝑭𝑪𝑪𝑪𝑪 diagonaliza: 
Orden de autovalores y 
autovectores coherente.
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Triangularización de endomorfismos.
𝒇𝒇:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼 triangularizable

∃𝑩𝑩 base con 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩𝑩 triangular (𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪
−𝟏𝟏𝑭𝑭𝑪𝑪𝑪𝑪𝑴𝑴𝑪𝑪𝑪𝑪 = 𝑭𝑭𝑩𝑩𝑩𝑩 triangular) 

⇔

𝑨𝑨 triangularizable por semejanza

∃𝑷𝑷 inversible con 𝑷𝑷−𝟏𝟏𝑨𝑨𝑷𝑷 = 𝑻𝑻 triangular

⇔𝑨𝑨 = 𝑭𝑭𝑪𝑪𝑪𝑪

⇔
�𝐦𝐦. algebraicas = 𝒏𝒏 (𝒏𝒏 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑼𝑼 = 𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐𝒐 𝑨𝑨 )

𝐦𝐦. algebraicas = 𝐦𝐦. geométricas, para todos y cada uno de los autovalores
�

𝒇𝒇:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼 diagonalizable⇔ Existe una base de 𝑼𝑼 de autovectores.

𝒇𝒇:𝑼𝑼 → 𝑼𝑼 triangularizable ⇔∑𝐦𝐦. algebraicas = 𝒏𝒏

𝝀𝝀𝒊𝒊 𝟏𝟏 𝟎𝟎 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝝀𝝀𝒊𝒊 𝟏𝟏 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝝀𝝀𝒊𝒊 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝝀𝝀𝒊𝒊 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝟎𝟎 𝝀𝝀𝒊𝒊

Caja de Jordan de orden k asociada al autovalor 𝝀𝝀𝒊𝒊

𝑘𝑘 × 𝑘𝑘

𝝀𝝀𝟐𝟐 𝟏𝟏 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝝀𝝀𝟐𝟐 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝝀𝝀𝟐𝟐 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝟎𝟎 𝝀𝝀𝟐𝟐

𝝀𝝀𝟏𝟏 𝟏𝟏 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝝀𝝀𝟏𝟏 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝝀𝝀𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝟎𝟎 𝝀𝝀𝟏𝟏

𝝀𝝀𝒌𝒌 𝟏𝟏 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝝀𝝀𝒌𝒌 ⋯ 𝟎𝟎 𝟎𝟎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝝀𝝀𝒌𝒌 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 ⋯ 𝟎𝟎 𝝀𝝀𝒌𝒌

⋱
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Forma de Jordan.

En ese caso se puede conseguir una forma de Jordan
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