Algebra Lineal I

Ejercicio tnico

Soluciones al Examen Final

(3 horas) 19 de enero de 2024

1.-

(i)

(i)

Ocho equipos de futbol, dos espanoles, dos ingleses y los demds de paises diferentes, se distribuyen en
dos grupos de cuatro para organizar una competicion.

¢sDe cudntas formas distinas pueden quedar repartidos los equipos?.

Fijamos uno de los equipos y contamos cuantas posibilidades hay para elegir los tres que le acompanaran.
Son las formas de elegir tres elementos entre un total de siete, de manera que no pueden repetirse y no
importa el orden. Es decir, combinaciones sin repeticion de 7 elementos tomados de 3 en 3:

7 7-6-5
Cra=(3) = T4 =

Y si en un mismo grupo no pueden ir dos equipos del mismo pais?.

Ahora fijamos uno de los dos equipos espanioles y contamos las formas de elegir sus tres acompanantes.
Necesariamente en su grupo ha de estar uno de los dos ingleses ya que no pueden estar ambos en el
otro grupo. Tenemos 2 opciones para elegir cual. Luego completan el grupo 2 equipos elegidos entre
los 4 restantes. Es decir en total:

4 4-3

Dadon € IN y k € R se define la matriz P, € My xn(IR) como:

kosii=j
(Pn)ij = {

1sii#j

Escribir la matriz Py y hallar det(Py) y rango(Py) en funcion de k.

Tenemos:

k1 1 1
1k 1 1
Pi=11 1 %1
11 1 k
El determinante y el rango lo calcularemos en el siguiente apartado de manera general.

Para cualquier n > 2, hallar det(P,) y rango(Py,) en funcidn den y k.

k1 1 1 1
1 k1 1 1
1 1 k 1 1
Po=1. . Lo
1 1 1 k1
1 1 1 1 k

Para hallar el determinante comenzamos sumando a la primera fila todas las demés (el valor del

determinante se mantiene) (*):

k+n—-1 k+n—-1 k+n-—1 k+n—-1 k4+n-1
1 k 1 1 1
1 1 k 1 1
|P,| = : ) : : )
1 1 1 k 1
1 1 1 1 k




Si k4+mn—1 =0 la primera fila es nula y por tanto el determinante es nulo. En otro caso sacamos factor
comun k +n — 1 en la primera fila:

1 1 1 1 1

1 k£ 1 1 1

1 1 k 1 1
1P| = (k+n—1) :

1 1 1 k1

1 1 1 1 k

(notamos que la expresién es también vilida para k +mn — 1 = 0 ya que en ese caso da cero). Restamos
la primera fila a todas las demaés:

11 1 ... 1 1
0 k—1 0 ... 0 0
0 0 k-1 0 0

|Pol=(k+n—1)]. : : : =(k+n—-1(k-1)"""
0 0 0 ... k=1 0
0 0 0 ... 0 k-1

Por tanto |P,| = (k+mn —1)(k—1)"~! y en particular |Py| = (k + 3)(k — 1)3.
En cuanto al rango, sabemos que es méximo si |P,| #0, esdecirsik+n—1#0y k—1#0.
Estudiamos esos dos casos particulares.

- Si k =1 la matriz original tiene todas las filas iguales (formadas por unos) por tanto el rango es 1 ya
que todas las filas son dependientes de la primera.

-Si k =1—n <0 entonces tras sumar todas las filas a la primera queda:

000 ... 0O
1 k1 11
1 1 k 11
11 1 ... B 1
1 1 1 1 k

La primera fila es nula y por tano rango(P,) < n (**). Restando la primera columna a todas las demds
queda:

0 0 0 0 01
0 k-1 0 0 0
0 0 k-1 0 0
0 0 0 k-1 0
0 0 0 0 k-1

La submatriz formada por las tltimas n —1 filas y columnas es diagonal de determinante (k—1)""1 # 0
(porque k—1=1—n—1=—n #0) y por tanto rango(P,) > n — 1. Junto con (**) concluimos que
rango(P,) =n — 1.
En resumen:

nsik#1-—n,l1
n—1sik=1-—n

1sik=1

rango(P,) =



3.— Dadas las matrices A =

y B = . Hallar, si existe, una matriz inversible P

O =
—_ O =
S = O
S O =
N OO
O o O

tal que PAP! = B.

Que exista una matriz inversible P tal que PAP! = B, significa que las matrices son congruentes. La
condicion para que esto ocurra es que al diagonlizarlas por congruencia, es decir medianta operaciones
elementales fila y las mismas en columna, aparezcan los mismos signos en la diagonal. Comenzamos
analizando si es asf:

Oy, (=Dp21(=1) 10 0) . (Dus2(1) 1 00
A=[1 0 1 |GG o o) el g g
01 0 0 1 0 0 0 1
Y la matriz B:
4 0 O 4 0 O 4 0 0
B=|0 0 2 Hi(;)”i(l)) 0 4 2 H32(_*%/2)#32(;1>/2) 0 4 0
0 2 0 0 2 0 00 —1

Vemos que en ambos casos obtenemos dos signos positivos y uno negativo en la diagonal y por tanto
son congruentes. La matriz P que cumple PAP! = B, representa las operaciones fila que se hacen en
el proceso de pasar de A a B por congruencia. Para aprovechar las cuentas ya hechas, completamos la
diagonalizacién de A hasta llegar exactamente a la misma forma diagonal que llegamos en B.

1 00 L0 0\ o om0 0
0 —1 0| Hmres [ g 1 | DR LG 4 9
0 0 1 00 -1 00 —1

Después sobre la identidad haremos las mismas operaciones fila hechas al diagonalizar A y la inversa y
en orden opuesto de las hechas en B.

- 100H(1) L0 0 . 100H(2)H(2) 2 0 0

Id "2 11 0] ™="-110]=28 11 1] 22 -2 2 2| —
0 0 1 -1 1 1 -1 1 0 -1 1 0
2 0 0 2 0 0

2D (9 g 9| ™G [ g o 1] =p
-2 2 1 -2 2 1

. 1 a 4 2
4.— SeanlasmatrzcesA=<2 b)yB:<2 1)

(i) Estudiar para que valores de a,b las matrices son equivalentes por filas.

Para estudiar si son equivalentes por filas hallamos la forma canoénica reducida por filas de cada una de
ellas, escalonando con operaciones elementales fila. Seran equivalentes por filas si y sélo si las formas
canonicas reducidas por filas son las misma. Comenzamos con la matriz B que no depende de ningtin

parametro:
4 2\ Hau(-1/2) (4 2\ H:(1/9) (1 1/2
(2 )7 (0 8)" (0 )

(1 a) Ha(=2) (1 a
A(Q b) — (0 b2a>

Entonces son equivalentes por filas si y s6lo si b — 2a = 0 (para que tengan el mismo rango) y a = 1/2
(para que coincidan las formas reducidas). Es decir, a =1/2y b= 1.

B

Ahora la matriz A:

(ii) Estudiar para que valores de a,b las matrices son equivalentes por columnas.



(iii)

Realizamos el estudio andlogo pero con operaciones columna:

- 4 2\ por(=1/2) {4 0\ pi(1/4) 1 0
B_<2 1) — (2 0) 7 (1/2 0)

. 1 a) pa1(=a) (1 0
A‘(2 b) 7 (2 b—2a>

Vemos que es imposible que sean equivalentes por columna porque b — 2a deberia de ser nulo, para que
tengan el mismo rango; y entonces en la formas candnicas reducidas por columnas en la posicién 2,1
en una aparece 1/2 y en la otra 2: nunca coinciden.

Ahora la matriz A:

Para los valores de a,b obtenidos en (i) dar una matriz inversible P tal que PA = B.

Realizamos sobre la identidad las operaciones fila hechas para pasar de A a la forma reducida por filas
y después la inversa y en orden opuesto de las realizadas a B:

IdHQLm( 1 o> Hﬁ))( 4 0) Ha(1/2) (4 0>P.

-2 1 -2 1 0 1

En R?® sean U y V dos subespacios suplementarios. Se sabe que la proyeccién de (1,—-1,1) sobre
U paralelamente a V' es (1,—1,0) y la proyeccion de (1,1,0) sobre V paralelamente a U es (0,0,2).
Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de U y V respecto de la base candnica.

Recordemos que si la proyeccién de un vector w sobre U paralelamente a V' es u, entonces w = u + v
conu €U ywv eV yen concreto v =w — u.

Andlogamente si la proyeccién de un vector w sobre V paralelamente a U es v, entonces w = u + v con
ueUywv eV yen concreto u =w — v.

Entonces si la proyeccién de (1, —1, 1) sobre U paralelamente a V es (1, —1,0) tenemos que:
(1,-1,1) = (1, —1,0) + ((1,—1,1) — (1,—1,0)) es decir(1,—1,0) € U y (0,0,1) € V

——
eU ev

Y si la proyeccién de (1,1,0) sobre V paralelamente a U es (0,0,2) tenemos que:

(1,1,0) = ((1,1,0) — (0,0,2)) + (0,0,2) es decir(1,1,-2) € U y (0,0,2) € V
~——
ev ev

Los vectores (1,—1,0), (1,1, —2) de U son indpendientes; pero (0,0, 1),(0,0,2) de V' son dependientes.

Por tanto:
£{(1,-1,0),(1,1,-2)} € U y entonces dim(U) > 2

£{(0,0,1)} € V y entonces dim(V) > 1

Como son espacios suplementarios dim(U) + dim(V) = 3 y la tnica posibilidad es dim(U) = 2 y
dim(V) = 1.

Concluimos:

U=r,{(1,-1,0),(1,1,—-2)}
Sus ecuaciones paramétricas son:
r=a+b, y=—a+b, z=-=2b

Y eliminando pardmetros obtenemos la impicita. Sumando las dos primeras ecuaciones x +y = 2b y
utilizando la tercera:

z+y+z=0.



(i)

(iii)

Y el otro subespacio:
V = £{(0,0,1)}

Sus paramétricas son:

Razona la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

Si A, B € Mayx2(IR) son dos matrices simétricas e inversibles y traza(A) = traza(B) entonces A y B
son congruentes.

0 1 0 -1
determinante tiene distinto signo, pero ambas son inversibles (determinante no nulo) y tienen la misma
traza: 1+ 1 =3+ (—1).
Si A, B € Maxa(IR) cumplen det(A) = det(B) y traza(A) = traza(B) entonces rango(A) = rango(B).
1 -1
1 -1
traza(A) =14 (=1) = 0 = 0+ 0 = traza(B); sin embargo rango(B) = 0 pero rango(A) = 1 (tienes
dos filas proporcionales no nulas).
Si U,V son subespacios vectoriales de R, con dim(U) = dim(V') = 60 entonces dim(U N'V) > 20.

VERDADERQO. Por la férmula de las dimensiones:

FALSO. Por ejemplo si tomamos A = (1 O) y B = (3 O) NO son congruentes porque su

FALSO. Por ejemplo si tomamos A = ) y B = (8 8) se tiene que det(A) = det(B) =0y

dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U + V)
Domo U + V € R entonces dim(U + V) < dim(IR'*") = 100 y:

dim(UNV) > dim(U) + dim(V) — dim(IR'°) = 60 + 60 — 100 = 20.

Si f : R?* — R? es una aplicacion lineal cumpliendo f(1,1) = (1,1) y f(1,2) = (2,2) entonces
ker(f) = {(0,0)}.
FALSO. Por ejemplo de los datos dados:

f(272) = f(2(1a 1)) = 2f(1’ 1) = 2(17 1) = (2’2) = f(172)

Por tanto:
f((272) - (172)) = f(272) - f(172) = (0’0)
y (2,2) — (1,2) = (1,0) € ker(f).

Otra forma seria tener en cuenta que nos dan la imagen de dos vectores que forman base B =
{(1,1),(1,2). La matriz asociada en la base B y en la candnica serfa:

1 2
(1 2).
Entonces dim(im(f)) = rango(Feg) = 1y dim(ker(f)) = dim(IR?) — dim(im(f)) =2 —1 =1y por
tanto ker(f) # {(0,0)}.



7.— Sea Po(IR) el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que 2. Consideramos los siguientes

(iii)

subconjuntos:

U={p(x) € P2(R)|p(1) =0}, V =L{z+1La>+1}, W= {p(x)eP(R)p(1)* = p(1)}

Estudiar si U y W son subespacios vectoriales de P2(IR).

U SI es subespacio vectorial:

- Contiene al vector cero, es decir, al polinomio cero constante py(z) = 0, porque po(1) = 0.

- Dados p(z), q(z) € U y a,b € IR? veamos que ap(x) + bg(z) € U. Como p(z),q(x) € U se tiene que
p(1) = ¢(1) = 0 y por tanto:

ap(1) +bg(1) =a-04+b-0=0= ap(z) + bg(z) € U.

W NO es subespacio vectorial. No cumple la propiedad: si p(z) € W entonces k - p(z) € W. Por
ejemplo si p(x) = 1 entonces p(x) € W porque p(1)2 = 12 = 1 = p(1), pero 2p(x) € W porque
(2p(1)* =22 =4 # 2 =2p(1).

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de U NV en la base candnica.

La base canénica de Py(IR) es C' = {1, z,2%} de manera que si p(x) = ag + a1z + azx? sus coordenadas
en la base candnica son (ag, a1, az2)c.

Entonces si p(r) = ag + a12 + a22? = (ag, a1,a2)c € U significa que:
p(1) =0 <= ap+a;-14+ay-12=0 < ag+a; +ay =0.

Por tanto:
U = {(ao, a1,a2)c|ao + a1 + a2 = 0}

es decir ag + a1 + az = 0 es la ecuacién implicita de U en la base candnica.

Por otra parte V = L{z+ 1,22 +1} = £{(1,1,0)¢, (1,0,1)c}. Los dos generadores son independietntes
porque no son proporcionales. Las paramétricas son:

a=a+p, ar=a, a=p
Y eliminando pardmetros las implicitas:
apg —ayp —az = 0.

Las implicitas de U NV se obtienen uniendo las de ambos subespacios (son independientes por no ser
proporcionales):

ao+ar+ax=0
ag—a; —as =0

Para hallar las paramétricas resolvemos el sistema en funciéon de 3 — 2 = 1 pardmetros. Sumando las
eucuaciones queda ay = 0 y después en la primera as = —ay. Por tanto las paramétricas quedan:

apg = 0, a; = )\7 as = -\

Demostrar que B = {1, (z — 1), (x — 1)?} es una base de Po(IR).

Dado que dim(P2(IR)) = 3 y B estd formado por tres vectores, para que sean base basta ver que son
independientes; equivalentemente qu eel rango de la matriz que forman sus coordenadas es 3:
1=(1,0,0)¢
x—1= (71, 170)0
(x—12=1-2z+2%=(1,-2,1)¢



Entonces:

rango | — = 3 (ya estd escalonada).

==
N = O
= o O

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de V' en la base B.

La ecuacion implicita de V' en la base candnica era ag —a; —as = 0, que matricialmente puede escribirse
como:
ag
(1 =1 =-1)[ a =0. (%)

a9 c

Usamos la relacion entre las coordenadas en distintas bases:

ap bo 1 -1 1
aq = MCB b1 donde MCB = 0 1 -2
a2 c b2 B 0 0 1
Sustituyendo en (*):
bo
(]. -1 *1)MCB by =0 <= by — 2b; +3by =0.
bo B

obteniendo la ecuacién implicita en la base B. Para las paramétricas resolvemos en funciéon de dos
parametros. Queda by = 2b; — 3by de donde:

b0:7204736, b1:Oé, bgiﬁ

¢FEs posible descomponer cualquier vector de Po(IR) como suma de uno de U y otro de W 2;Es tinica
esa descomposicion?.

No, no es posible. Si p(z) = q(z) + 7(x) con g(z) € U y r(x) € w entonces ¢(1) = 0y r(1)? = r(1),
pero entonces p(1) = ¢(1) + r(1) = r(1) tiene que cumplir p(1)? = p(1). Cualquier polinomio que NO
cumpla esa condicién no podra descomponerse; por ejemplo p(z) = 2.

De una aplicacion lineal f : R? — Moo (IR) se sabe que:

- f(1,1,1) = Id.

- ker(f) = {(z,y,2) € R}z 4 2 = 0}.

Calcular la matriz asociada a f respecto de las bases canonicas de R? y Maya(IR).

Usaremos que una aplicacion lineal queda totalmente determinada si sabemos las imagenes de los
vectores de una base.

Resolviendo la ecuacién implicita del niicleo z = —z, se tiene que:

y f(1,0,—1) = f(0,0,1) = 0 (matriz cero) por estar en el nicleo.

Los vectores B = {(1,1,1),(1,0,—1),(0,1,0)} forman base porque son tres vectores en un espacio de
dimension tres e independientes porque su matriz de coordenadas tiene rango 3:

11 1 1 1 1 1 1 1
rgl]1 0 -1 =7r¢g| 0 -1 -2]|=rg(0 -1 —-2]=3.
0 1 0 0 1 0 0 0 -2



Y sabemos que:

£(1,1,1) = (é ?) ~ (1,0,0, 1)

£(1,0,-1) = (8 8) — (0,0,0,0)cr

f(0,1,0) = (8 8) =(0,0,0,0)¢

dondeC"z{((l) 8),(8 é),(? 8),(8 (1))}eslabasecanénicade/\/lgxg(]R).
De ahi:

Fop =

_— o0 O =
o O oo
o o oo

Finalmente hacemos el cambio de base:

[t

1/2 0 1/2
—Fop| 1/2 0 —1/2 | =

11 0\ "
Foro = ForpMpe = ForpMop = Forp 0 1 =
-1 0
1/2
0
0
—1/2 1 —1/2 /2

9.— Para cada a € IR definimos el endomorfismo:

f:R* = R? flz,y,2) = (2z,2¢ +y+az 3z +y+2)

(i) Estudiar en funcion de los valores de a si f es diagonalizable o triangularizable.

Para que la matriz triangularice por semejanza la suma de las multiplicidades algebraicas de los
autovalores debe de coincidir con el orden de la matriz (3 en este caso). Diagonaliza si ademéds todas
las multiplicidades algebraicas coinciden con las geométricas.

Nos ayudaré a esto ultimo tener en cuenta que:
1 < m.geométrica < m.algebraica

y por tanto si la algebraica es 1 la geométrica también y coinciden.

Los autovalores se pueden calcular como las raices del polinomio caracteristico. Para hallarlo escribimos
la matriz asociada a f respecto de la base candnica:

Fo =

W N DN
== O
—Q O

El polinomio caracteristico es:

2-X 0 0
pr(fA) =|Fo—Md|=| 2 1-X a |=
3 1 1-2

1-A a

(2”' 1 1-2X

‘(2>\)(/\22)\+1a)



Para factorizar resolvemos la ecuacién A2 — 2\ + 1 —a = 0:

A=1+/1-(1-a)=1+Va

Queda:
(2= N = (1= Va)(A— (1 +a) sia>0
pr(\) = 2-NN-2\+1-a)sia<0
sin raices
Entonces:

- Si a < 0 no tiene raices reales. La tnica raiz del polinomio caracteristico y por tanto el inico autovalor
es A1 = 2 con multiplicidad algebraica 1. La suma de algebraicas es 1 < dim(IRS) = 3 y por tanto NI
triangulariza NI diagonaliza.

- Sia =0 queda ps(\) = (2—X)(A—1)2 Los autovalores son:

A =2 con m.a = 1.

Ay =1 con m.a = 2.

La suma de algebriacas es 3 = dim(IR?’) y por tanto triangulariza.
Como m.a.(A1) = 1 la geométrica también vale 1.

Calculamos la geométrica de Ay = 1:

1
m.g.(1) =3—rg(Fc—1-1Id)=3—-rg | 2 =3-2=1#2.
3

— o O
o O O

Por tanto triangulariza pero NO diagonaliza.

-Sia >0y a1 entonces queda py(A) = (2—AN)(A— (1 —+va))(A— (1 ++/a)). . Los autovalores son:
A =2 con m.a = 1.

Ao =1—+/a con m.a =1.

A3 =1+ +/aconm.a=1.

La suma de algebriacas es 3 = dim(IR*) y por tanto triangulariza. Ademds todas las algebraicas valen
1 y por tanto las geométricas también: coinciden. Asi que también diagonaliza.

- Si a =1 entonces queda pg(A) = —(2 — A\)2\. Los autovalores son:
A1 =2 con m.a = 2.

Ay =0 con m.a = 1.

Como m.a.(A2) = 1 la geométrica también vale 1.

Calculamos la geométrica de A\ = 2:

0 0 O
m.g.(2) =3—rg(Fc —2-Id)=3-rg|[2 -1 1|=3-2=1#2.
3 1 -1

Por tanto triangulariza pero NO diagonaliza.
Resumiendo:

- Triangulariza si y sél si a > 0.

- Diagonaliza si y s6lo se a > 0y a # 0, 1.

Para a = 4, hallar una base B tal que Fp sea diagonal.

Para a = 4 hemos visto que es diagonalizable y los autovalores son:



A1 =2 con m.a. = 1.
Agzl—\/iz—lconm.a.zl.
A3 =1+ +v4=3conm.a. =1.

La base B en la cual la matriz asociada es diagonal es la formada por los autovectores. Hallamos los
asociados a cada autovalor.

Asociados a Ay = 2:

T 0 0 0 0 T 0
(Fe=2\d)|y |=10] 2 -1 4 y ]l =10
z 0 3 1 -2 z 0

Obtenemos las ecuaciones:
2r —y+42=0 3x+y—22=0

Resolvemos. Sumando ambas 5z + 2z = 0, es decir, z = —5x/2 y sustituyendo en la primera y = —8z.
Por tanto:

Sa = L{(1,-8,-5/2)} = L{(2, 16, -5)}

Asociados a Ay = —1:
T 0 3 0 0 T 0
(Fe+Md)|y|=10] < |2 2 4 y] =10
z 0 3 1 2 z 0

Obtenemos las ecuaciones (sabemos que sélo hay dos independientes):
3r=0 20+ 2y+42=0
De la primera x = 0, y de la segunda y = —2z Por tanto:

S_1 = £{(0,-2,1)}

Asociados a A3 = 3:

T -1 0 0 0 T 0
(Fe=3M\d) |y | = 0 <= 2 =2 4 y| =10
z 0 3 1 -1 z 0

Obtenemos las ecuaciones (sabemos que sélo hay dos independientes):
—x=0 20 —2y+42=0
De la primera ecuacion x = 0, y de la segunda y = 2z Por tanto:

SS = ‘C{(()? 27 1>}

La base B buscada sera:
B ={(2,-16,-5),(0,—2,1),(0,2,1)}
(iii) Caleular a para que (0,2,1) sea un autovector de A.
Para que (0,2, 1) sea autovector tiene que cumplirse que:
£(0,2,1) = A(0,2,1)

para algin A € R. Pero:
£(0,2,1) = (0,2 +a,3)

Tgualamos:
24a =2\

0,2+ a,3) = A(0,2,1) <> {

de donde A=3y 2+a=2-3, es decir, a = 4.



