Algebra Lineal I Soluciones al Examen Final

Ejercicio tnico (3 horas) 20 de enero de 2023

1.-

(i)

Diez amigos alquilan un minibis con 12 plazas para los pasajeros, distribuidas en 4 filas de 3 asientos
cada una. Uno de los amigos tendrd que conducir, pero sélo tres de ellos tienen el carnet adecuado para
hacerlo.

sDe cudntas formas distintas pueden sentarse en el minibis?.
Para escoger al conductor hay 3 opciones, ya que sélo tres de los diez amigos pueden conducir.

Después para los 9 restantes, tenemos que contar las formas de elegir 9 asientos entre los 12 disponibles;
importa el orden, porque no es lo mismo que en un asiento se siente una u otra persona y no pueden
repetirse, porque no puede haber dos personas en el mismo asiento. Son variaciones sin repeticién de
12 elementos tomados de 9 en 9.
En definitiva:

3-12!

3-Vigg = m = 239500800.

sEn cudntas de ellas ninguna de las 4 filas queda totalmente libre?.

A las posibilidades totales, restaremos aquellas en las que alguna de las cuatro filas queda libre. Nos
fijamos en que si una fila queda libre, quedan 9 asientos para las 9 personas restantes (omitiendo al
conductor). Por tanto por cada fila libre hay 9! formas de permutarlas en esos 9 asientos. La cantidad
pedida es entonces:

TOTAL —3-4-9! = 235146240

(1 punto)

Dado n € IN se define la matriz P, € My xn(IR) como:

O0sii+j=n+1
lsii+j#n+1

Escribir la matriz Py y hallar su determinante.

La matriz estd formada sélo por 1s excepto en las posiciones en las que el indice de fila y columna
suman 4 + 1 = 5, es decir, en las posiciones (1,4), (2,3), (3,2) y (4,1), donde vale 0:

1 1 10
1 1 0 1
P = 1 0 1 1
01 1 1
Para hallar el determinante comenzamos sumando a la primera fila las demaés:
3 3 3 3 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
det(Pr) =11 o 1 1|=3]1 0 1 1
0 1 1 1 01 1 1

Después restamos la primera fila a las otras:

det(Pn) =3

o
|
—_
o
coor



Finalmente reordenamos las filas: intercambiamos la 1 y 4 y la 2 y 3. Como son dos cambios el
determinante queda multiplicado por (—1)% = 1:

-1 0 0 0
o 0 —1 0 0] _ o/ 1y3_
det(Pn) =3 0 10 =3(-1°=-3
1 1 11

(ii) Para cualquier n > 2, hallar det(P,) y traza(Py).

Por el mismo motivo explicado antes la matriz P, sera de la forma:

111 ... 10
111 ... 01
P, = . : .
1 10 11
1 01 11
0 1 1 11

Seguimos los mismos pasos para calcular el determinante que en el apartado anterior. Sumamos la
primera fila a las demas:

n—1 n—-1 n—-1 ... n—1 n-—1 1 11 ... 1 1

1 1 1 ... 0 1 1 11 ... 01

|Pn|: . . . . . . :(n_l) P L
1 1 0o ... 1 1 1 1 0 ... 1 1

1 0 1 ... 1 1 1 01 ... 1 1

0 1 1 ... 1 1 O 1 1 ... 11

Restamos la primera fila a las otras:

1 1 1 ... 1 1
0 0 0O ... =1 0
Plemny| i & i i
1Fuf = ( ) 0 0o -1 ... 0 0
0 -1 0 ... 0 0
—1 0 0 ... 0 0

Finalmente reordenamos las filas. Llevamos la ultima a la primera posicién saltando de una en una: son
(n — 1) cambios. Luego la que quedé abajo (la pentiltima) a la segunda posicién: son (n — 2) cambios.
Repitiendo la idea queda:

-1 0 0 ... 00

0 -1 0 0 0
Pl = (—1)y"=D/2( qy| 2 f T T n
[Bal = (=1) (n=1) 0 0 -1 ... 00

0 0 0 ... =10

1 1 1 ... 11

=

= (1) = 1) (21 = (<)

El exponente n(n — 1)/2 es la suma de todos los cambios de posicién:

(n—1)+m—2)+.. +24+1="0=D

En cuanto a la traza:



si algtin ¢ cumple i + 7 = n + 1 entonces esa suma tendria un término cero. Eso ocurre cuando n+ 1 es
par e i = (n+ 1)/2. Todos los demds términos son 1. Por tanto:

traza(P,) =

n—1sin+1 par

n si n+ 1 impar n si n par
n — 1 si n impar

(1 punto)
1 2 3 1 -1 -3

3.— Dadas la matrices A= |1 1 1lyB=10 2 4 | Hallar, si existe, una matriz inversible
1 0 -1 2 1 0

Y tal que YA =B.

Que exista una matriz inversible Y que multiplicada por la izquierda transforma A en B, corresponde
a que sean equivalentes por filas. Para analizar si lo son hallamos y comparamos las formas reducidas
candnicas por filas de ambas:

Hoi(=1)Hs1 (1) 1 2 3 Hi2(2)Hzz2(—2) 10 -1 Ha(—1) 10 -1
A — 7 — 0 -1 -2 — = 0o -1 -2 0 1 2
0 -2 —4 0 0 0 0 0 0

Hsz1(—2)H2(1/2) -1 -3 Hi2(1)Hs2(—3) 10—l

B — — 0 1 2] = — 01 2

0 3 6 0 0 0

Como obtenemos la misma matriz, si existe Y cumpliendo YA = B. Para hallarla hacemos sobre la
identidad las mismas operaciones fila que hicimos sobre A y la inversa y en orden opuesto a las hechas

sobre B:
100 -1 20 -1 20
7 B GDHEa Gy [ g He@Eee [0 7 g e [ T )
-1 0 1 1 -2 1 1 =21
-2 30 -2 30
feEUHe® (g o | PR 9 9 o) =¥
4 -5 1 0 11

(1 punto)

1 a 4

4.— Dadas las matrices A = 9 3 )Y B = 9 ?) estudiar para qué valores de a y b existe una matriz

X € Myya(IR) inversible tal que XAX! = B, dando en esos casos la matriz X .
Que exista una matriz en las condiciones indicadas equivale a que A y B sean congruentes.

Dado que B es simétrica y la congruencia conserva la simetria, para que sean congruentes A tiene
que ser simétrica y por tanto a = 2. Una vez que ambas son simétricas para que sean congruentes al
diagonalizarlas por congruencia deben de aparecer los mismos signos en la diagonal. Diagonalizar por
congruencia consiste en tranformarlas en matrices diagonales haciendo operaciones filas y las mismas

en columna.:
Ha1(=2)p21(=2) [ 1 0
A — T <O b—4>

Hig pig 1 2\ Ha(=2)p2a(-2) (1 0
B—2>—><2 4) SR (0 0)

Vemos que B tiene signos (+,0). Por tanto para que sean congruentes, si observamos la forma diagonal
de A, tiene que cumplirse que b = 4.



En resumen son congruentes si y sélo si a =2 y b = 4. La matriz X de paso, dado que multiplica por
la IZQUIERDA a A, se puede construir haciendo sobre Id las mismas operaciones FILA hechas sobre
A y la inversa y en sentido opuesto de las operaciones fila hechas sobre B. No obstante en ese caso y
para los valores indicados las dos matrices quedan:

=(a8) v ()

es evidente que intercambiando las dos primeras filas y columnas se pasa de una a la otra, por tanto:

1 0\ #my (0 1)
(0 1) (1 0)=x
(1 punto)

Sea P2(IR) el espacio wvectorial de polinomios de grado menor o igual que 2. Se consideran los
subespacios:

U = {p(z) € P2(R)|grado(p(x)) <1}, V = {p(x) € Po(R)[p'(0) =0}, W = L{1+ 2"}

sSon U y W subespacios suplementarios?. Descomponer, si es posible, el polinomio 1+ 22 como suma
de un polinomio de U y otro en W. ;Es unica esa descomposicion?

Para que sean suplementarios tiene que cumplirse que dim/(U)+dim(W) = dim(Pz(IR)) y dim(U+W) =
dim(P2(IR)) 6 dim(UNW) =0.

Calculemos las dimensiones de los subespacios implicados. Para ello escribiremos sus ecuaciones
o sus generadores respecto a la base canénica C = {1,z,2%?}. Recordemos que un polinomio
p(z) = ap+ a1 + asx? tiene coordenadas (ap,a1,a2)c en esa base.

Entonces p(z) = ag + a17 + agx? € U si grado(U) < 1. Equivalentemente si az = 0. Por tanto:
U= {(ao,al,@)g € PQ(IR)|G2 = O}
Esté definido por una ecuacién implicita y asi, dim(U) = dim(P2(IR))—n° ecuaciones= 3 — 1 = 2.

Por otra parte W = £{1 + 22} = £{(1,0,1)¢} y por tanto dim(W) = 1 por estar generado por un
Unico vector no nulo.

Se cumple la primera condicién dim(U) 4+ dim(W) =2+ 1 = 3 = dim(Pz(R)).

Para hallar U + W calculamos los generadores de U. Para ello a partir de su implicita as = 0 es obvio
que sus paramétricas son:
ag=a, a=f, a=0

y U= £{(17070)Ca (Oa 170)0}
Entonces U + W = £{(1,0,0)¢, (0,1,0)¢, (1,0,1)¢}. Los tres vectores son independientes ya que el
———

U w
rango de su matriz de coordenadas es 3:

1 00
rango| 0 1 0| =3.
1 01

Deducimos que dim(U + W) = 3 y efectivamente son subespacios suplementarios.

Por ser suplementarios todo vector se descompone de manera tnica como suma de uno en U y otro en
W. Para hacer esa descomposicién para el vector 1 + 222 = (1,0,2)¢ lo escribimos en la base:

B ={(1,0,0)¢,(0,1,0)¢c, (1,0,1)c}.
———
U w




Lo hacemos mediante un cambio de base:

1 1 101 1 -1
Mpc |0 =Mz 0] =10 1 0 o= o
2 2 00 1 2 2

Por tanto:

1,0,2)c = (=1,0,2)p = —1(1,0,0)c + 0(0,1,0)c +2(1,0,1)c = (=1,0,0)c + (2,0,2)c, = —1 +2 + 222
( e = ( ) ( ) ( ) ( e = ( Je + ( ) . .
U w U w

(ii) 4Son U y V subespacios suplementarios?. Descomponer, si es posible, el polinomio 1+ 2x? como suma
de un polinomio de U y otro en V. ;Es unica esa descomposicion?

Hacemos una anélisis similar al apartado anterior. Tenemos que calcular dim(V):

p(x) =ag+ a1z + asx® € V si p’(O) — 0. Pero p’(x) = a1 + 2as7 ¥ p’(O) — a,. Por tanto:
V = {(ao,a1,a2)c € Pa(R)|ay = 0}
y como antes dim(V') = 2. Pero entonces dim(U) + dim(V) = 2+ 2 = 4 # dim(P2(IR)) y por tanto

NO son suplementarios.

Podemos ver si todo vector se descompone como suma de un en U y otro en V| calculando dim(U + V).
De la ecuacién implicita de V' es inmediato que sus paramétricas son:

V = £{(1,0,0)¢, (0,0,1)¢}

Entonces:

U+V=,L{(1,00)c¢,(0,1,0)¢,(1,0,0)¢,(0,0,1)c} = £{(1,0,0)¢, (0,1,0)¢, (0,0,1)c} = P2(IR).

U \%4

Deducimos que todo vector se escribe como suma de uno en U y otro en V. Dado que NO son
suplementarios esa descomposiciéon NO es tnica.

En este caso por ejemplo:

1+22% =(1,0,2)c = (1,0,0)¢ + (0,0,2)¢ = (0,0,0)c + (1,0, 2)¢ .
N—— N—— —— N——
U \%4 U 1%

(1.3 puntos)



6.— Dada la aplicacion:

f: Mayo(IR) = R, f(A) = (traza(A),traza(A + A?))

(i) Probar que f es lineal.

Dadas A, B € Msx2(IR) y s,t € IR tenemos que comprobar que f(sA +tB) = sf(4) +tf(B). Por
simplificar notamos que

traza(A + A') = traza(A) + traza(A') = traza(A) + traza(A) = 2traza(A)
y por tanto en realidad f(A) = (¢r(A),2tr(A)). Pero:
f(sA+tB) = (tr(sA+tB),2tr(sA+tB)) = (s-tr(A) + t - tr(B),2s - tr(A) + 2t - tr(B))
sf(A) +tf(B) = s(tr(A),2tr(A)) + t(tr(B), 2tr(B)) = (s tr( )+ t-tr(B),2s-tr(A) + 2t -tr(B))

(ii) Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas de Mays(IR) y IR2.

La base canénica de Max2(IR) es:

e={e=(3 5) == (3 0) == 8) 5= (5 9)}

y la de ]Rz, Cy ={(1,0),(0,1)}.

Queremos calcular F,c. Para ello tomamos los vectores de C, hallamos sus imagenes y los expresamos
en la base de llegada. Las coordenadas obtenidas puestas en columna forman la matriz pedida:

traza(En), 2traza(Fy

f(EL) = ( (E1), ) =(1,2)=(1,2)c
f(E2) = (traza(E2), 2traza(Es)) = (0,0) = (0,0)¢
f(Es) = (traza(Es), 2traza(Es)) = (0,0) = (0,0)¢
f(Ey) = (traza(Ey), 2traza(Ey)) = (1,2) = (1,2)¢

Obtenemos:

(iii) Usando la matriz asociada calculada en el apartado anterior, hallar f(Id).

10
Id = (0 1) =(1,0,0,1)¢

fId) = (2,4)c = (2,4).

Tenemos que:

Entonces:

f(ld) = Fe,c

_o O =

Es decir:

~—

(iv) Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de ker(f) respecto de la base candnica de Mayo(IR).

El nicleo estd formada por los vectores cuya imagen es nula. Equivalentemente por las matrices de
coordenadas (z,y, z,t)c que cumplen:
x
Y 0
F = .
t



(i)

Equivalentemente:

r+t=0, 224+2t=0 & x+t=0.

Esa es la ecuacién implicita del nicleo. Para las paramétrias resolvemos en funcién de dim(Msyo(IR)) —
1 =4 —1 = 3 pardmetros. Queda:
Yy = ﬁa t=—a.

Tr =, z="7

Demostrar que los siguientes vectores forman una base de Moyo,
1 1 0 1 1 0
s={(1 o). o) (5 1) D)

Dado que B tiene tantos vectores como dim(Mayx2(IR)) = 4, para ver que es base es suficiente comprobar
que sus vectores son independientes; equivalentemente que la matriz que forman sus coordenadas tiene
rango 4:

1 2
1 0

O = O+
O = O
= =0 o

1
1
1
-1

<
S
= O = =
O =N
e e
|
<
Q
OO O =

Hallar la matriz asociada o f respecto de las bases B de Mayy y B' = {(0,1),(1,1)} de IR

Aplicamos la formula de cambio de base:

—1
Fpp=Mpc,Fo,cMcp = Mg, g Fo,cMep

donde
1 1 0 1
1 210
Mes=1|1 1 1 1
00 1 1
y

Operando queda:

(1.3 puntos)

Razonar la veracidad o falsedad de las siguientes cuestiones:
Una matriz 2 X 2 con dos autovalores reales distintos siempre es diagonalizable por semejanza.
VERDADERO. Cada uno de ellos tendrd multiplicidad algebraica 1, porque la suma de algebraicas no
puede superar el tamano de la matriz. Por tanto la geométrica también serd 1 ya que:

1 < m.geométrica < m.algebraica
Entonces la suma de algebraicas coincide con el orden de la matriz y algebraicas y geométricas son
iguales: diagonaliza.
Dos matrices congruentes son equivalentes por filas.
1 0 0 0
0 0)Y o 1

en la diagonal. Pero no son equivalentes por filas, porque la primera tiene ceros en la segunda columna,

FALSO. Por ejemplo ( ) son congruentes, porque son diagonales con los mismos signos



que combinados con operaciones fila solo daran ceros: es imposible obtener el 1 que la otra matriz tiene
en la posicién 2, 2.

(iii) El conjunto de matrices {A € Maya(IR)|rango(A) < 2} es un subespacio vectorial de Max2(IR).

FALSO. Si tomamos X = (1 O> yY = <8 (1)> se tiene que X,Y € {A € Moy o(IR)|rango(A) < 2},

00
porque rango(X) = rango(Y) = 1 < 2. Sin embargo rango(X +Y) = rango(Id) = 2 y por tanto
X +Y ¢ {A € Maxo(IR)|rango(A) < 2}.

(iv) Si f:R* = R es una aplicacion lineal cumpliendo £(1,0,0,1) = f(1,0,0,0), entonces dim(Im(f)) <
4.

VERDADERO. Si f(1,0,0,1) = f(1,0,0,0), entonces por linealidad:
f((1,0,0,1) —(1,0,0,0)) = f(1,0,0,1) — £(1,0,0,0) = (0,0,0,0)
Luego (1,0,0,1) — (1,0,0,0) = (0,0,0,1) € ker(f) y dim(ker(f)) > 0. Por tanto:

dim(Im(f)) =4 — dim(ker(f)) <4—-0=4.
(1.2 puntos)

8.— En el espacio vectorial R* se consideran los subespacios vectoriales:

U={(z,y,2,t) e R z+y+2—t=0,+y—24+t =0, 2—t =0}, V =L£{(1,0,1,1),(1,0,2,2),(1,0,0,0)}

(i) Calcular dim(U), dim(V),dim(U +V) y dim(UNV).

El subespacio U viene dado por ecuaciones implicitas. Analizamos si son independientes escalonando
la matriz formada por sus coeficientes:

1 1 1 -1 11 1 -1 11 1 -1
1 1 -1 1] —[(0 0 -2 21 —10 0 O 0
0 0 1 -1 0 0 1 -1 001 -1

Vemos que las ecuaciones dadas equivalen a dos ecuaciones independientes:
U={(z,y,2,t) ERYzr +y+2—-t=0,2—t=0}

y entonces dim(U) = dim(IR*)—n® de ecuaciones= 4 — 2 = 2.

El subespacio V' dado por generadores, tendra por dimensién el niimero de ellos que son linealmente
independientes. Esto coincide con el rango de la matriz de coordenadas de los vectores dados:

1 00 1 0 00 1 0 00
1 0 1 — 10 0 1 1|]—10 0 11
1 0 2 0 0 2 2 0 0 0O

~ N = O

Deducimos que V = £{(1,0,0,0),(0,0,1,1)} y dim(V) = 2.

Para hallar dim(U + V'), calculamos un sistema de generadores de U, ya que U + V estd generado por
la unién de una base de cada uno de los dos subespacios. Pasamos primero de las implicitas de U a
paramétricas, resolviendo el sistema de ecuaciones que lo definen:

z+y+z2—1t=0
z—t=0

Las paramétricas son:



(iii)

y por tanto U = £{(1,-1,0,0),(0,0,1,1)}.
Ahora:
U+V =£{(1,-1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,0), (0,0,1,1)} = {(1,~1,0,0), (0,0,1,1), (1,0,0,0)}

U |4

Comprobamos si esos tres vectores son independientes:

1 0 0 O 1 0 0 O
rgf1 -1 0 0] =7rgl0 -1 0 0] =3
0 0 11 0 01 1

y entonces dim(U + V') = 3. Finalmente, por la férmula de las dimensiones:

dim(UNV)=dim{U)+dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1.

Calcular las ecuaciones paramétricas e implicitas de U NV respecto de la base candnica.

Comenzamos calculando las implicitas de V. Dado que V = £{(1,0,0,0), (0,0,1,1)}, sus paramétricas
son:
r=a, y=0, z=0b, t=0b.

Elimando pardmetros nos quedaran 4 — 2 = 2 ecuaciones implicitas:
y=0, z—-t=0.

Ahora las ecuaciones de la interseccién de U NV son las de ambos subespacios unidas:

z—t=0

y=0
V=
z—t=0
Eliminamos la ecuacién repetida. Sabemos que n° de ecuaciones= dim(IR*) — dim(UNV) =4 —1 = 3,
por tanto las tres restantes son independientes:

{x—i—y—i—z—t—()

r+y+2—-1t=0, y =0, z—t=0.
Para hallar las paramétricas resolvemos el sistema en funcién de dim(U N V) = 1 parametros:

z=0, y=0, z=a, t=a.

Hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de V' en la base:

B= {(17 1,0, O)a (17 -1, 070)7 (O’ 0,1, 1)7 (0, 0,1, _1)}

Escribimos las implicitas de V' en forma matricial:

”5 0
y=0 010 o0\|ly]| _
_t—0 (0 0 1 —1) o 8 s )
t/ ¢
Usamos la férmula de cambio de base:
x x’ 1 1 0 0
Yy _ y 1 -1 0 O
z = Mes z » con Mop = 0 0 1 1
t/ o t'/ g 0 01 -1



(iv)

Reemplazamos en (x):

0
010 0 y -
(0 0 1 1>MCB 2 =0
t/ 0
B
Operando queda:
2 y/ _
2" =0
o simplifcando:
-y =0
t'=0

Hallar las ecuaciones implicitas de un subespacio W de manera que V- y W sean suplementarios.

Hemos visto que dim(V) = 2. Para que W y V sean suplementarios es necesario y suficiente que se
cumpla:

i) dim(W) + dim(V) = dim(IR*)
ii) dim(W + V) = dim(IR*).

Como dim(V) = 2 y dim(IR*) = 4, de la primera condicién dim(W) = 2. Por tanto W estaré generado
por dos vectores.

Para que ademas se cumpla la segunda condicion, los dos vectores junto con los generadores de V' deben
de ser independientes y sus coordenadas formar una matriz de rango 4.

En concreto: V = £{(1,0,0,0),(0,0,1,1)}. Por tanto si tomamos W = L£{(0,1,0,0),(0,0,0,1)} la

matriz:

1.0 0 0
0 1 0 0
0 011
0 0 01

tiene rango 4, y se cumple la segunda condicién.

Finalmente hallamos la implicitas de W. Las paramétricas son:
z=0, y=a, 2z=0, t=hb

Y eliminado parametros, las implicitas:

=0, z=0
(1 punto)
a 0 0
Para cada a € R definimos la matriz A = 1 1 2
—a 2 1

Estudiar en funcién de los valores de a si la matriz A diagonaliza y/o triangulariza por semejanza.

Para que la matriz triangularice por semejanza la suma de las multiplicidades algebraicas de los
autovalores debe de coincidir con el orden de la matriz (3 en este caso). Diagonaliza si ademéds todas
las multiplicidades algebraicas coinciden con las geométricas.

Nos ayudaré a esto ultimo tener en cuenta que:
1 < m.geométrica < m.algebraica

y por tanto si la algebraica es 1 la geométrica también y coinciden.



Los autovalores se pueden calcular como las raices del polinomio caracteristico. Comenzamos hallando
éste:
a— A 0 0
pa(A) =|A = AId| = 1 1= 2 z(a—)\)’
—a 2 1-—A

—@-N(1=2)2=2)=@-N1-A-2A-A+2)=(a—AN)(=1-N)E—\)

1-x 2 |
21—

Vemos que:

1) Si a # —1,3 tenemos tres autovalores distintos a,—1,3, todos ellos con multiplicidad algebraica
uno. La suma de ellas es tres: triangulariza. Pero como la algebraica de todos ellos es 1 la geométrica
también: coinciden y diagonaliza.

2) Si a = —1 tenemos:

A1 = 3 con multiplicidad algebraica 1. La geométrica es 1 también.

Ao = —1 con multiplicidad algebraica 2. La geométrica es:
—1—-(-1) 0 0
m.g(—1) =3 —rg(A—(-1)Id) =3 —ryg 1 1-(-1) 2 =
1 2 1—(-1)
0 00
=rg|1 2 2|=3-1=2
1 2 2

La suma de algebraicas es 3 y todas las geométricas y algebraicas coinciden: triangulariza y diagonaliza
por semejanza.

3) Si a = 3 tenemos:
A1 = —1 con multiplicidad algebraica 1. La geométrica es 1 también.

Ao = 3 con multiplicidad algebraica 2. La geométrica es:

3—-3 0 0 0 0 0
m.g(3)=3—-rg(A—3-Id)=3—rg 1 1-3 2 =3—-rg 1 -2 2=
-3 2 1-3 -3 2 =2
0 0 0
=3-rg| 1 -2 2| =3-2=1
0 —4 4

La suma de algebraicas es 3: triangulariza. Sin embargo en este caso m.g.(3) = 1 # 2 = m.a(3), luego
NO diagonaliza.

Conclusion: triangulariza siempre. Diagonaliza si y sélo si a # 3.
Para a = —1, hallar una matriz P inversible y una matriz diagonal D tal que P~'AP = D.

Para a = —1 hemos visto que la matriz diagonaliza por semejanza y por tanto existen las matrices P, D
pedidas. La matriz D es la matriz que tiene en la diagonal los autovalores, repetidos tantas veces como
indica su multiplicidad:

3 0 0
D=0 -1 0
0 0 -1

La matriz P es aquella que tiene por columnas los correspondientes autovectores asociados a cada
autovalor.

Calculamos los autovectores asociados a A1 = 3.
0 —4 0 0
=10] <~ 1 -2 2
0 1 2 -2

(A —3Id)
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Quedan las ecuaciones independientes:
—4dx =0, z—2y+22=0

y resolviendo:

Por tanto S3 = £{(0,1,1)}.

Ahora los autovectores asociados a Ay = —1.
x 0 0 0 O
A-(-DId)|y]=10] < [1 2 2
z 0 1 2 2

Quedan las ecuacién independiente:
r+2y+22=0

y resolviendo paramétricamente:
r=-2p—2q, y=p, z2=¢q

Por tanto S_1 = £{(-2,1,0),(—2,0,1)}.

La matriz P buscada es:

0 -2 -2
P=|1 1
1 0 1

(ili) Calcular a para que traza(A%) = 210.

Dado que la traza se conserva por semejanza, la traza de una matriz triangularizable coincide con la
suma de sus autovalores; los autovalores de la potencia de una matriz, son la potencia de los autovalores
de la matriz original. Por tanto:

210 = traza(A®) = a® + (—1)° 4 3°

Queda:

(1.2 puntos)



