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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (l)

FACTORIZACION DECROUT [4 = L D U]

~ 2~ ~

Sea el problema

_a11 a2 - aln_ (331\
Az =b| con A= |1 92 " Gm| g T2A o
| An1 An2 o Ann L Ln
La consiste en: ,
Lz =
z N
A=LDU| = LDUz=b = {Dj=
\_,./
Y N
Ve

/"

N

.@ |
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lla)

FUNCIONAMIENTO DEL METODO

E
n S .
= §‘= Supongamos que ya hemos factorizado
< T2,
N ozs
< Egs e o o
SN a1 m
L <8<y o B . . !
o HSE; A =L DU, con A =|: -. 1|,
O
Szﬁgé a’kl o 0 o a’l{il{i
EZgE;
‘LIJUJ'—'%‘T
=P ssa
SET .
=zzo:i; siendo
E‘:’%E% l11 0 dyq 0 Wis cae G
N1l Z;a . . . . . B |
squst Lp= |+ - = . , U, = :

\
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llb)

Pretendemos factorizar (a partir de lo anterior) A,

Ck+1

éﬁlk+1 = Ly Dy Upq, cCON ék—{—l — ;

de forma que ]

Ly, =

donde

~

fg+1 Ak+1,k+1

Ly, 0 Dy, 0 Uy Up 11
y D1 = , Ug1 =
5 _
l l T d
k41 k+1,k+1 0 k+1,k+1 (—)T Uk+1,k+1
a1 k+1 U1, k+1
Chk+1 — : ; Upt1 = : :
A k+1 Uk k+1
=T =T
freor=1lak+11 - apt1k] » lea1 = [+11 - let1,k]

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI




£
=
0
Q
=
<
S
o
o
R
[=]
10,
(=2
[=]
j=]
]
o
(1]
=
©
‘=
Q
=
©
=
>
(]
Q
=
c
S
o
<
~
(=
w0
=
(7]
©
-
=]
=
©
c
=
]
<
S
S
c
=
(7]
&
(%]
T
=
(7]
[=]
£
£
©
L
=
[=}
=
=

n
'
s
e
(=)
=
'
N
=)
©
'
<
-]
'
Q
~
[=2]
™
5
=
1]
0
@
(=]
[=]
S
0
Q
=
o
O
o
(7]
'—
1]

METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lic)

Multiplicamos por cajas ...

Dy 1Upy1 =

Liy1 (Dri1 Ukyq) =

T
k+1

N N ~~ d
- T -
| 0 0
0
~ =

LkaQk+66T

_T
DU +li41 1410

\ 7
Ve

(—)T

0

7 N\

Dy Ggy1 + 0 upyq gt

_T_
0" Upy1 + dig1 k41 Uk41,k+1

N——

0

0

r N\

Ly Dy Ggg1 + 0 dpgq k1 Ukl k1

7T _
lea1Dk U1 + lgt1 k41 Q41 k41 Ykt1,k+1
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lld)

Igualamos ...

~

4,

Ck+1

T
fk+1 Af+1,k+1

Ly Dy Uy

' D, U,

lo que por cajas equivale a

=L, D, U,,

¢
Ay
Ck+1
]FT
k-+1
Apy1,k+1
.

Lk Qk Uk+1
71
lk—i—l Qk Qka

lk—l—l Dy, Ugsa

I,
k+1

+

D, k41 + lpt1,k4+1 drg1 k41 Uk41,k+1

L, D, tki1

[< HIPOTESIS]

bet o1

Ar+1,k+1

Uk+1,k+1
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lle)

Por tanto ...

1. El vector 4y 1 es la solucion del sistema:
L, D] i1 = Cryr

2. El vector l_k+1 es la solucion del sistema:
T _ _
UpDr] bt = fatr -

3. Los coeficientes ;1 x11, Ay 1 k11 Y Upy1 ke Verifican:

_ A —
lk—l—l,k—i—l dk+1,k+1 U1 k+1 — Arr1k+1 — k+1l~)k Uk+1. (*)
(%) Dondelj 1y @y sehabrén calculado previamente.
Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:
_T -
et1 k41 =1, Ugpi1 k41 =1 — dpp1k+1 = k41 k+1 — lpr1Dg Upg1-
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (lif)

£ 4. Para k = 1:
_ ;3 41 — Ll Ql Ql — li7 dyn wyn = ay . (%)
wn E-§
8 8%
<fisi: 5 Para k = n:
TZ0<3 L, =L
mgogé ~ ~n’
Q==%.
Z=8% A =A = A=LDU con D =D,,
Wwill-= 2 ~ ~ ~~ - = = = et
Swn5sa
nQ-4Eg
QO &5,
Q<E:Za
OQE&ES
wazs
= <o £

(*) Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:

\

li17 =1, wu;; =1 = di1 = a1
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llla)

REALIZACION DE LOS CALCULOS

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:
Asignar [, =1, u,; =1,
di, = ay .
Parak=1,...,n—1

.
Resolver [Lk Dk} Uk+1 = Ck+1 ,

~ ~

[U.'D, | Nets = NN,

ASlgnar lk+1’]€_|_1 — 1, uk+1,k+1 — 1,

=7 _
Arrikri = Qpprptr — 1Dy Ukt

\
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llib)

Notas:
1. Los sistemas |[L, D,] urp+1 = Crp+1 Seresuelven en dos fases:
Ukl Ly Uk+1 = Cra,
L, Dy ug41 = Ch1 = \
Dy U411 = Vg4
2. Los sistemas [QZ Qk} li1 = fre1 se resuelven en dos fases:
M1 Ul iy = f
A < ke k+1 — Jk+1,
Ui Dylet1 = f \
Y YE k41 — fk-l—l —

Dy lgy1 = M.
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (llic)

REALIZACION DE LOS CALCULOS  (continuacion)

2. SOLUCION DE SISTEMAS:

Resolver L z = b ,
Dy =z,
vz =9
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (IVa)

CONDICIONES DE EXISTENCIA

Por construccidn (unos en la diagonal principal), se cumple

det(L,) = det(U,) =1 para k=1,...,n.

Por tanto, basta con que se cumplan las condiciones
det(D,) # 0,k =1,...,n — 1 paraque pueda realizarse la factorizacion,
det(D,) #0,k =n para que pueda realizarse la solucion de sistemas.

Por otro lado,
A, = L, D, U, = det(4,) = det(L,) det(D,) det(U,) = det(D,) Vk.

o~ ~ KR ~

Luego, las condiciones de existencia pueden expresarse en la forma

det(A,) #0,k=1,...,n— 1 paraque pueda realizarse la factorizacion,
det(A,) #0,k=n para que pueda realizarse la solucion de sistemas.
UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI




FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Teéricos (IVb)

En general, podemos afirmar que:

© Si la matriz es REGULAR [det(é) £ o] .

& puede pasar que la factorizacion exista;  (*)
& puede pasar que la factorizacion NO exista;  (*x)
& es practicamente imposible comprobar a priorila condicion de existencia anterior;

& es sencillo (y RECOMENDABLE en todo caso) comprobar sobre la marcha que
d11 # O, Clk;_|_17k;_|_1 # 0 para k = ]., ...

® Aunque la matriz sea SINGULAR [det(é) = 0] e

& puede pasar que la factorizacion exista;  (*)
& pero no se podra utilizar para resolver el sistema.  (x*x)
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

(*) Estosucederd cuando det(A) #0, k=1,...,n— 1.

(* %) Esto sucedera cuando no se cumpla la condicion anterior. Por ejemplo, cuando a1 = 0.

\

El problema es que el pivotamiento casa mal con los almacenamientos en banda y en perfil.

(***) Porque el sistema no tiene solucion y el algoritmo fallara al resolver D 3§ = =z

Al igual que en el Método de Gauss, estos casos requieren PIVOTAMIENTO (intercambio de filas y/o columnas).
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FACTORIZACION DE CROUT: Fundamentos Tedricos (IVc)

Un caso importante es el de las MATRICES DEFINIDAS:

A DEFINIDA = det(4,)#0, k=1,...,n.

Luego, si A es DEFINIDA (positiva 0 negativa)

puede realizarse la factorizacion y
puede realizarse la solucidén de sistemas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (I)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

lih = 1, up = 1
din = an
DO k=1,n-1
51
Uiptl = Qigtl — g lijujrerr 5 0=1,...,k
Jj=1
Ui, k+1 = Ui k+1 / it ;1 =1,...,k
-
Ui, = Qkt1i — E wji lgr1; ;1 =1,...,k
=1
Ukt = lpy1,i / dii s 1=1,...,k
lkt1kv1 = 1, upprpr1 = 1
k
k41,41 = Qkt1lkfl — E k1,5 dgj w4
Jj=1
ENDDO
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FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (Il)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

1—1

Zz:bz— E lz'ij ;z:l,...,n
J=1

Yy = 2z [ dy i =1,...,mn
n

Xy — Y;i — E W45 Ty ;’I,:?’L,...,].,—]_
Jj=i+1
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la matriz U por filas.

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA

b



FACTORIZACION DE CROUT: Algoritmos (lll)

£ 2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] (*)
b
52
=8 i—1
8§§ ZZ:b,— l,’ij ;z:l,...,n
o
Q ©s j=1
N<GEe
35%25 W = 2 ) Uy ci=1,...,n
>_E§N
mass
Q9=%2 T = Y; s i =1 n
QZJEE 4 7 3 g o o ey
EZ25:
={oss = 2, _ 1 1 — 2, —1
g%g;: Lj = T5 — Uj5 Tq y ] = 1L, y U — ; L= 1, y Sy T
nO-=42
OS5
‘Wa =33
=<TuEh

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la dltima expresion barre ahora la matriz U por columnas.
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APLICACIONES EN INGENIERIA.
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacion (-)

Es facil comprobar que

e podemos almacenar L, D y U sobre A;

e podemos almacenar Z, {J y & sobre b;

Asi. ..

a1 Q12 aiz3 - Qin di1 U2 Ui
a21 Q22 A23 - QA2n , lo1  da2  uos
se transformara en
azp Q32 4azz --- Aa3n — 31 l32 d33
n1 Ap2 ap3 - Ann L lnl ln2 ln3
4 3 ( ) 4 ) (
b1 21 Y1
b2 , 29 , Y2 ,
se transformara en se transformara en se transformara en
§ b3 — § 23 ¢ o § Y3 ¢ — <
\ bn y, \ Zn y, \ Yn / \

Uln
Uan
U3n

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA

1T




£
=
0
Q
=
<
S
o
o
R
[=]
10,
(=2
[=]
j=]
]
o
(1]
=
©
‘=
Q
=
©
=
>
(]
Q
=
c
S
o
<
~
(=
w0
=
(7]
©
-
=]
=
©
c
=
]
<
S
S
c
=
(7]
&
(%]
T
=
(7]
[=]
£
£
©
L
=
[=}
=
=

wn
'
<
[3e)
(=)
-
'
N
D
©
'
<
-]
'
Q
~
[=2]
G7)
)
=
1]
@
>
(=]
[=]
s
Q
[=]
=
o
8]
Q
7]
i
w

METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacion (1)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

DO k=1,n-1
1—1
A k+1 — Qi k+1 — E Qij Gjk+1 5 0= 2,..., k
j=1
Qi k1 — Gikt1 [ Qi ;i =1,...,k
1—1
a'k—i—l,i <— ak—l—l,i — E ajz- ak+1,j , ’L — 2, c e ey k‘
j=1
Ak+1i  — Gkt1i / Qi ;1=1,...,k
k
Ak+1,k+1 < OQk+1,k+1 — E Ak+1,5 Ajj Aj,k+1
Jj=1
ENDDO
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacion (Il)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

i—1
bz<—b,—2amb3 s 1= 2, ;M
j=1
bi «— b; / a s e=1,...,mn
by — b — > ayb; ;i=n—1,...,1,—1
j=it+1
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APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil

debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la parte superior de la matriz A por filas.
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FACTORIZACION DE CROUT: Programacion (Ill)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] ()

i—1
l)z<—bz—z:cwlq7 c 1= 2, , N

j=1
b, — b;/ ai ; 1 =1, ,
bj «<— b; — Thag g ;7 =1, ,t— 1 c 1 =n, ,2,—1
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APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.

Obsérvese que el bucle interno de la dltima expresion barre ahora la parte superior de la matriz A por columnas.
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APLICACIONES EN INGENIERIA.
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FACTORIZACION DE CROUT: Adaptacion a Banda y Perfil (Ia)

Sea la matriz A tal que

donde

A —
Qii—0(i) ==~ S A i—1 — fila 4
columna ¢
¢(¢) = semiancho de banda inferior de la fila 7,
u(i7) = semiancho de banda superior de la columna i.
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FACTORIZACION DE CROUT: Adaptacion a Banda y Perfil (Ib)

. , de la fila k+1delL,y
Examinamos en detalle el calculo

E
L
iy
w £
o 53
a oF de la columna k + 1 de U.
< 'I%m i
N< ="
Zr %3
<|_u§§2
Z=333
byl
02=%; _ 3 L
%Egga Ui k+1 — Q4k+1 — lij Uj k+1 ; 1= 1, - a oo k
‘I.IJLU'E'%Q. j:1
Sn5sh .
2535 Wikl = Uikt1 / dig ;49=1,...,k —— IRRELEVANTE
O—=s8 .
Sofis —
OO 5:7 lkv1i = Qry1i — E wjilgr1; ;1 =1,...,k
[ A :
LL cw
lkr1i = Ukt [/ did :1=1,...,k — IRRELEVANTE

\
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FACTORIZACION DE CROUT: Adaptacion a Banda y Perfil (Ic)

¢ Observamos que (a falta de dividir por los elementos d;;) . . .
g ( 3—1
a§ i=1 — NEEEESON = BERSNG, 1 — D L Ui g1 = RON,
=L PR
.y -1
S ES .
Q ge i =2 — @ pr1=0 =  Uipi1= aipy1— D Ljujgr1 = 0,
TS j=1
NEGET
Z‘E.:tg i—1
L2 E= ,
zzgég 1 = (k+1)—u(k+1)—1 — a”i,k?—|—1 =0 = ul,k—l—l = (L'i,l{?+1_ Z lZ] "u,j,k;_‘_l = 0 5
DHOEs j=1
825.‘\303 , 1—1
== ug° i=(k+1)—u(k+1) — e 1 #0 > wipr1= i1~ D lijujpr1 = G4l #0
=55
223 i
@95 |i=1 — a1 =0 = Flepiis aki1i = Q2 wilkry =00
E£49 j=1
Q<ITt2a J
Og ggg ‘ 1—1
iz 233 1= — ap41i=0 = 1= i m 2L Wil = 0
S<uEh j=1
'
7—1
i:(k-l-l)—g(k‘—i—l)—l — ak+1’i:0 => lk?—l—l,i: (1,]/1,,_;'_171'/— Z uﬂ llﬂ—i—l,j = 0 ,
- j:]-
1—1
i=(k+1) —£(k+1) — P 20| = lpgrii= ki1~ D %ilk+1,; = Gktli 70
X j=1
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APLICACIONES EN INGENIERIA.
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FACTORIZACION DE CROUT: Adaptacion a Banda y Perfil (Il)

Por tanto, se conservan los semianchos de banda inferior y superior:

Y también los perfiles inferior (por filas) y superior (por columnas):
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos ()

FACTORIZACION DE CHOLESKY

Sea el problema

A

—~

7

b

con A=

La

A1n
aA2n

ann

consiste en:

LDL"

—

z
AT~
LDL z

\\_/-/
Y

=

Sl

N\

[A = L DL", Asimétrica]

— S

fbl\
b, b= b?
b
(Lz =0,
\
Dy =z,
\
L'z=7.
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (lla)

FUNCIONAMIENTO DEL METODO

Observamos que es un caso particular de la Factorizacion de CROUT para
matrices simétricas en el que

U=L".
Debido a la simetria se cumplira
( p—
Ch+1 = .
7T
U =L,
- )
Ug+1 = lgy1
Upy1,k+1 — lk-|—1,k+1 .
\
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teodricos (llb)

Por tanto ...

1-2. El vector [ es la solucion del sistema:

[Lk Qk] l_k—l—l — fk—|—1

3. Los coeficientes ;1 1Y diy1 141 Verifican:

— leg1 Dy U1 (%)

—~

lk—|—1,k—|—1 dk—i—l,k—|—1 lk—l—l,k—|—1 = Ok41.k+1

(%) Donde l_k:+1 se habra calculado previamente.
Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:

_T —_
lk+1k+1 =1 =  diti1k+1 = g1 k+1 — 1Dk let-
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teodricos (llic)

4. Para k = 1:

—~

AL = by D L? — ln din L = ann . (%)

5. Para k = n:
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

(*) Hay infinitas descomposiciones posibles. Por convenio, se eligen (arbitrariamente) los valores:

\

. — 1 — di1 = a1
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teodricos (llla)

REALIZACION DE LOS CALCULOS

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

Asignar [;; =1,
dyy, = a .

Parak=1,...,n—1

’

Resolver L, D.| lpt1 =  frt1 -
\ Asignar i =1,
— _
dkz+1,k+1 = Qry1k+1 — lk—l—le lk+1-
\
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teodricos (llib)

Notas:

1. Los sistemas [L, D,| lx+1 = fri1 se resuelven en dos fases:

- L
i N Ly Mgt1 = frt1,
L, Dylyy1 = frr1 = \

Dy lgt1r = Mgy
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F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teodricos (llic)

REALIZACION DE LOS CALCULOS  (continuacion)

2. SOLUCION DE SISTEMAS:

Resolver L z = b ,
D By = Bal,
L'z =7
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Fundamentos Teéricos (IV)

CONDICIONES DE EXISTENCIA

Son las mismas que en el caso de la Factorizacion de CROUT.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (I)

£ 1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

g g

S8

5§ Iy = 1,

N O
. [VR=)]
Vi g3 _
o 53 dii = a1
aQ 9=
N<SEe DO k=1,n-1
Zz3 1—1
Swsts _ L
< Z 023 lkt1,i = Qg4+1,i — g lijlkt1; ;1=1,...,k
NinCsx 5

O -%‘” I

Q2=t; ’
—_— n Eo — o g —
Eﬁggg kt1, = lph g dy ,t=1,...,k
=P ssa

oS~
zZos lk+1k+01 = 1,
QO 4o k
So5ts d — Lot oo Loy s
I—:%;SQ E+1,k+1 — Qk4+1,k+1 — k+1,7 Qg5 Lk+1,5
=Xt j=1

ENDDO

-
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (Il)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

a=1l

Zz:bz— E lz'ij ;izl,...,n
J=1

ylzzz/d” ;izl,...,n
n

Xy — Y;i — E ljiCISj ;’I::?’L,...,].,—]_
Jj=i+1
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la matriz L por columnas.

UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA

b



FACTORIZACION DE CHOLESKY: Algoritmos (lll)

£ 2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] (*)
b
52
=8 i—1
8§§ ZZ:b,— l,’ij ;z:l,...,n
o
Q ©s j=1
N<GEe
35%25 W = 2 ) Uy ci=1,...,n
>_E§N
mass
Q9=%2 T = Y; s i =1 n
QZJEE 4 7 3 g o o ey
EZ25:
=Qssh = l —1 1 — 2, —1
g%g;: Lj = T5 — ij L y ] = 1L, y U — ; L= 1, y Sy T
nO-=42
OS5
‘Wa =33
=<TuEh

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la ultima expresion barre ahora la matriz L por filas.
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (-)

Es facil comprobar que

e podemos almacenar L Y D sobre la parte inferior de A;

e podemos almacenar Z, {J y & sobre b;

Asi. ..

4 3
b1
b2 ,
se transformara en
q b3 — \
\ bn y,

21
Z2
z3

Zn

0

se transformara en
S

se transformara en
—_—

9

L Un

)

d22
l32 d33
lna  Ing

se transformara en
— <
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (l)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ:

E
82
-9 DO k=1,n-1
. 'E':g 1—1
w E£3 o
8 8% Ak415 < Qktli — g aij Qg1 5 8=2,...,k
.2 J—
ﬁ<d§u? j—l
b1 > <t
iz ci=1,...,k
SWgET k41,5 Qg1 /@ A/ |
<Z 33 i
Qoles
O=7 ¢ Ak+1,k+1 < Qkt1k+1 — E Ak+1,j Qjj Ak+1,j
gtﬂggﬁ ENDDO
[ =t
ZZ0§s
O—=4s
m—m“qﬁ
QQ=ig
QU &E7
e
\m ZE_
S . gt

\
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (lI)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

i—1
bz<—b,—2amb3 s 1= 2, ;M
j=1
bi «— b; / a s e=1,...,mn
b — b — > ajb; ;i=n—1,...,1,—1
j=it+1
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda pero inadecuado para matrices en perfil
debido a que el bucle interno de la ultima expresion (sumatorio) barre la parte inferior de la matriz A por columnas.

b
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Programacion (lll)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: [Planteamiento Alternativo] ()

i—1
l)z<—bz—z:cwlq7 P 1= 2, , T

j=1
by — by Nay ;e=1,...,mn
bj «<— b; — T g ;7 =1, ,t— 1 S , 2, —1
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(*) Este planteamiento es adecuado para matrices en banda y también para matrices en perfil.
Obsérvese que el bucle interno de la ultima expresion barre ahora la parte inferior de la matriz A por filas.
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FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (1a)

Sea la matriz A tal que

SIM.

Qi i—p(3) R “e e a; i1 - — fila 7

I | |

columna 2

"N
|

£
=
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2
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

donde

\

semiancho de banda inferior de la fila ,

£(7)

semiancho de banda superior de la columna .
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (Ib)

Examinamos en detalle el calculo de la fila k£ + 1 de L.

i—1
lkt15 = Qry1,i — E lijlgy1,; s 1=1,...,k
g=il
lk—l—l,i = lk_|_1,7; / d“ ; 1= 1, « e ey k — |RRELEVANTE
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (Ic)

Observamos que (a falta de dividir por los elementos d;) . . .

i=(k+1)—0k-+1)—1

i=(k+1)— £k +1)

\

agy1,4 =0
Opt1,i =0
agy1,4 =0
apy1,i 7 O

kg1, =

1,4 =

k1,4 =

letr1,4 =

Ck+1,5

k41,5 —

Ck+1,5

k41,5 —

a1, 70 -
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (Il)

Por tanto, se conservan los semianchos de banda inferior y superior:

Y también los perfiles inferior (por filas) y superior (por columnas):
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

b

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (llia)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ: (%)

DO k=1,n-1
1—1
Ak+1,i — Qg+1,4 — E Aij k41,5 1= [(k+1)—£(k—|—1)+1], Cee k
j=max{i—£(i),(k+1)—£(k+1)}
Ak+1,i — Af41,4 / (Ohi X 7 = [(k+1)—£(k+1)], Cee k
k
Ap+1,k+1 < Ak+1,k+1 — E Ak+1,57 Q55 Ak41,5
j=(k+1)—£L(k+1)
ENDDO

(*) £(i) es el semiancho de banda inferior de la fila 1.
Este valor indica que el primer elemento no nulo de la fila 7 es el coeficiente a; i—0(3)-
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

FACTORIZACION DE CHOLESKY: Adaptacion a Banda y Perfil (Illbi

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

i—1
b@<—bz—2amb1 c 1= 2, ;N

j=i—£(i)
bz<_bi/azz 77':]-7 y TV
b «— b; — Tag 2] = [i—¢@)],...,t—1 ;1 =mn, , 2, —1

(*) £(i) es el semiancho de banda inferior de la fila 1.
Este valor indica que el primer elemento no nulo de la fila 7 es el coeficiente a; i—0(3)-
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CONDICIONES DE VINCULACION [coacciones] (I)

aii
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

Sea el sistema

12 Q@13 - A1y
Q22 Q23 - A2y
asz2 aszz - A3y
A2 a3 Ay
an2 aAn3 Anv

con la coaccion adicional

U

Py , donde Pv

Ty

Aln
a2on
a3n

X1
)
X3

e +

GRADO DE LIBERTAD (GDL) COACCIONADO,

VALOR PRESCRITO (conocido),

REACCION

(desconocida).
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

CONDICIONES DE VINCULACION [coacciones] (II)

El planteamiento anterior puede reescribirse en la forma

aii
a1
asi

ai2
a2
as2

ai13
a23
as3s3

con la ecuacion adicional

Ty = [avl

A2

o O O

Ay3

Ay | 4

que se utiliza una vez resuelto el sistema anterior.

>_

Do
Do
Do
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CONDICIONES DE VINCULACION [coacciones] (lll)

TRATAMIENTO DE LAS CONDICIONES DE VINCULACION [coacciones]

Dado el sistema Az = b + 7, con algunas x, = p,, se procede de la siguiente manera:

1) Al factorizar se ignoran filas y columnas correspondientes a GDL prescritos (v).

2) Las columnas correspondientes a GDL prescritos pasan restando a los términos
independientes multiplicadas por los valores prescritos (—a;, p, )-

3) Las filas correspondientes a GDL prescritos (a,;) Se usan a posteriori para calcular
las reacciones ( r, ).

n
'
s
e
(=)
=
'
N
=)
©
'
<
-]
'
Q
~
[=2]
)
5
=
1]
0

Luego, los datos almacenados en filas y columnas correspondientes a GDL prescritos

& no se alteran durante la factorizacion y

O se pueden utilizar para resolver multiples sistemas con la misma matriz y distintos
términos independientes o
valores prescritos. (%)
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F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

ETSICCP-UDC (2009),

\

(%) iOJO! : pueden cambiarse los valores prescritos (pv), pero no pueden cambiarse los GDL prescritos (v).
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IMPLEMENTACION: Cholesky para matrices en perfil (la)

CODIFICACION DEL ALMACENAMIENTO  (§)
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APLICACIONES EN INGENIERIA.

(§) PARTE TRIANGULAR SUPERIOR EN PERFIL POR COLUMNAS <= PARTE TRIANGULAR INFERIOR EN PERFIL POR FILAS.

-
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IMPLEMENTACION: Cholesky para matrices en perfil (Ib)

ALMACENAMIENTO EN PERFIL (%)

A sealmacenaen U = [G11, ", Qiipobis ">y Biyim1s Qigy """ 5"+ O]

~

Gy j ~ Vr, con k = 1lpij = puntero del coeficiente a;;.

Si 1p(i) = puntero del coeficiente a;;, entonces:

(1pii = |1p(i)] puntero de a;;, (%)
1sbi = 1pii — (|1p(i — 1)|] + 1) = semiancho de banda inferior de la fila 1, ()

lpig = lpii — i,

(| 1lpij = 1pi®@ + j punterode a;;, coni — 1lsbi < j < i,
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APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

(%) Sistema de punteros y variables utilizado en la subrutina SLESSolver_LDLt_CP ().

(**) Se utilizan valores absolutos porque esta subrutina cambia los signos de los punteros de los GDL coaccionados.
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IMPLEMENTACION: Cholesky para matrices en perfil (ll)

PROGRAMACION

1) CAMBIAR SIGNO A PUNTEROS DE GDL COACCIONADOS.

2) FACTORIZAR: | A = LDL" (*)

~ ~ A~ ~

3) INICIALIZAR REACCIONES E IMPONER CONDICIONES DE VINCULACION.

4) RESOLVER LOS SISTEMAS: |Lz=0b, Dy=z2 LTz=g| (*)

~ ~

5) CALCULAR REACCIONES.
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METODOS NUMERICOS AVANZADOS.
F. Navarrina, I. Colominas, M. Casteleiro, H. Gémez, J. Paris.

APLICACIONES EN INGENIERIA.

6) RESTAURAR SIGNO A PUNTEROS DE GDL COACCIONADOS.

\

(%) IGNORANDO FILAS Y COLUMNAS CORRESPONDIENTES A GDL COACCIONADOS.
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APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

b

IMPLEMENTACION: Cholesky para matrices en perfil (llla)

1. FACTORIZACION DE LA MATRIZ: (%)

DO k=2,n
1—1
A “— QA — E ai; ak; ;5 ¢ = [k—tsbk+1],...,k — 1
j=max{i—~lsbi,k—Lsbk}
A; < a,]m'/a,n' ;’i:[k—ésbk],...,]{—l
k—1
agr < Agp — E Afj Aj5 Ay
j=k—{sbk
ENDDO

(*) ¢sbies el semiancho de banda inferior de la fila s.

Este valor indica que el primer elemento no nulo de la fila i es el coeficiente a; ; _ y<p;-
)
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APLICACIONES EN INGENIERIA.

\

=

IMPLEMENTACION: Cholesky para matrices en perfil (lllb)

2. SOLUCION DE SISTEMAS: (%)

i—1
b@<—bz—2amb1 c 1= 2, ;N
Jj=1—4Lsbi
bz<_bi/a'm 77/:17 y TV
bj «— b; — Ty g 0 ] = [i—fsbi], ,i—1 5 1 = n, , 2, —1

(%) ¢sbies el semiancho de banda inferior de la fila s.

Este valor indica que el primer elemento no nulo de la fila i es el coeficiente a; ; _ y<p;-
)
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