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IVP/BVP frente a EDO/EDP (I)

Significado de las siqglas

EDO = Ecuacion Diferencial Ordinaria (%)
ODE = Ordinary Differential Equation

EDP = Ecuacion en Derivadas Parciales (™)
PDE = Partial Differential Equation

PVI = Problema de Valor Inicial

IVP = Initial Value Problem

PVC = Problema de Valor en el Contorno
BVP = Boundary Value Problem

(*) La funcién incognita depende de una sola variable = DERIVADAS ORDINARIAS
(**) La funcion incognita depende de varias variables = DERIVADAS PARCIALES
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IVP/BVP frente a EDO/EDP (ll)

EDOs que son IVPs

d*u \

— = p(x,u), Vz € (0,1)

dx?

U = U, en x =0 , = EDO con condiciones iniciales (*)
du

— = Up, en x =0

dx y

EDOs que NO son IVPs sino BVPs

d*u \
= e(xz,u), Yz € (0,1)
€T
» = EDO con condiciones de contorno (**)
U = U, en x =0
U = uy, en x =1 |

(*) Se puede resolver directamente mediante los métodos desarrollados en el tema 3 (EDOs)
(**) Requiere planteamientos tipo SHOOTING, o métodos para EDPs «— jAUNQUE ES UNA EDO!
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IVP/BVP frente a EDO/EDP (lIl)

Luego, en realidad habria sido mas correcto decir

Tema 3: Métodos para Problemas de Valor Inicial

Tema 4: Métodos para Problemas de Contorno ()

... pero es mas frecuente denominarlos como figuran en el programa

Tema 3: Métodos para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Tema 4: Métodos para Ecuaciones en Derivadas Parciales

(*) No se suele decir Métodos para Problemas de Valores de Contorno
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EDPs lineales de 2.° orden (l)

Forma General

(5131\
Zn:zn:A T Zn:B +Cu+D = r={ 2
=i =i " 83:7,8363 — ’ 8$Z ’ 5
T ‘ \ Tn )

> € ()

con condiciones DE CONTORNO en 0f).

- constantes
Los coeficientes A;;, B;, C'y D pueden ser _
dependientes de =
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EDPs lineales de 2.° orden (lI)

Clasificacion

Dependiendo de los valores de los coeficientes {A4;,}i j—1.n - - -

1) ELIPTICA
...la EDP sera { 2) PARABOLICA (")
' 3) HIPERBOLICA

(*) Para averiguarlo hay que reducir la EDP a su forma candnica = cambio de variable que elimine las derivadas cruzadas.
Las diferencias entre estos tres tipos de EDPs son esenciales.
Es fundamental tener en cuenta estas diferencias al plantear cada problema y su solucion numérica.
Si los coeficientes dependen de z, la EDP sera LOCALMENTE eliptica, parabdlica o hiperbdlica en cada punto.
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Problemas de contorno en Ingenieria (I)

En Ingenieria se plantean tres tipos de EDPs de 2.° orden:

( DE EQUILIBRIO <«— Au = — ELIPTICOS
ou ,
4 TRANSITORIOS <<— Au — E = —— PARABOLICOS (*)
0% ,
DE ONDAS — Au — W = —— HIPERBOLICOS
\

donde la funcion incégnita es u(x,y, z, t) (**)

O*u  0*u  O*u
y Au = a$2+ay2+8227 QOIQD(HZ',y,Z,t).

(*) Las expresiones de las EDPs se dan ya adimensionalizadas y escritas en forma candnica.
(**) Las funciones que describen los fendmenos que estudiamos dependen (con caracter general) del espacio y del tiempo.
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Problemas de contorno en Ingenieria (ll)

Notas:

1) Los problemas DE EQUILIBRIO <> ELIPTICOS ...

...NO dependen del tiempo. (*)

2) Los problemas TRANSITORIOS <—> PARABOLICOS ...

... son problemas de evolucion/difusion en el tiempo.

3) Los problemas DE ONDAS <= HIPERBOLICOS ...

...son problemas de propagacion en el tiempo.

(*) Por este motivo también se llaman problemas ESTACIONARIOS.
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Problemas de contorno en Ingenieria (lll)

Notas:

En general, nuestro objetivo sera obtener u(x, y, z, t)

— en todos los puntos (x, y, z) de un dominio €2, y
— en cada instante de tiempo t a partir de un determinado momento t,.

Luego, para que el problema esté completo y bien definido habra que plantear. . .

1) La EDP
—en los puntos (z, y, z) € €2 (esto es: del interior de €2), y
— en cada instante de tiempo t > t, (esto es: posterior al instante inicial).

2) Condiciones de contorno Vt > t, en 92 (el contorno de £2).

3) Condiciones iniciales V(x, y, z) €  en el instante ¢, (el momento inicial).

Nota: Légicamente, si el problemas es estacionario deben omitirse todas las referencias al tiempo en esta discusion.
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Condiciones de contorno tipo Dirichlet, Neumann y mixtas

Tipos de condiciones de contorno

Sea x € 012 el punto de coordenadas (x, y, z) donde la normal al contorno es n .

Encada x € 02 y paratodo t > t, se debe imponer una de las siguientes condiciones de contorno:

1) Tipo DIRICHLET — w= f(x,t) (%)
. ou
2) Tipo NEUMANN — o g(z,t) ()
mn
. ou
3) Tipo ROBIN — au+ f o h(x,t) (***)
mn

Se dice que son de tipo mixto cuando se imponen distintos tipos en distintas partes del contorno.

() En ese punto del contorno se impone el valor en cada instante.
(**) En ese punto del contorno se impone el valor de la derivada espacial segun la normal en cada instante.
(***) Esta condicion es una combinacion lineal de las dos anteriores.
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Condiciones Iniciales

Tipos de condiciones iniciales

Sea z € Q el punto de coordenadas (z, y, z), Y sea t, el momento inicial.

Ent = t, y paratodo x € €2 se deben imponer las siguientes condiciones iniciales:

1) En problemas PARABOLICOS:

u = uo(x) (%)

2) En problemas HIPERBOLICOS:
u = uo(x) (%)

ou

el =@

(*) Se impone el valor inicial en cada punto del dominio.
(**) Se impone el valor inicial de la derivada temporal en cada punto del dominio.
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Prototipos de problemas en 1D (l)

Problemas ELIPTICOS:

EDP: uzy = ¢(x), =« € (a,b)
CC: wu(a) = fa, u(b) = f, <+— tipo Dirichlet

EDP: ugzy = @(x), « € (a,b)
CC: wug(a) = ga, u(b) = f, +— tipo Mixto

EDP: ugy = ¢(x), =« € (a,b)
CC: wu(a) = fq, wugz(b) = gp «— tipo Mixto

Nota: No se pueden imponer dos condiciones de contorno de tipo Neumann.
Probablemente seran incompatibles, y en cualquier caso la solucién estara indeterminada.
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Prototipos de problemas en 1D (ll)

Problemas PARABOLICOS:

EDP: ugzy — ur = o(x, t), x € (a,b), t>to

Cl:  u(x, to) = uo(x), x € [a,b]

CC: wu(a,t) = fa(t), u(b,t) = fp(t) t > to «— tipo Dirichlet
EDP: ugy — ur = @(x, t), x € (a,b), t>to

Cl:  u(z,to) = uo(x), x € [a,b]

CC: wug(a,t) = ga(t), u(b,t) = fp(t) t > to «— tipo Mixto
EDP: ugzy — ur = @(x, t), x € (a,b), t>to

Cl:  u(z,to) = uo(x), x € [a,b]

CC: wu(a,t) = fa(t), wux(b,t) = gp(t) t > to «— tipo Mixto

Nota: No se pueden imponer dos condiciones de contorno de tipo Neumann.
Probablemente seran incompatibles, y en cualquier caso la solucién estara indeterminada.
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Prototipos de problemas en 1D (llla)

Problemas HIPERBOLICOS:

EDP: uzy — urt = p(x, t), x € (a,b), t>to

Cl:  wu(z, to) = uo(z), ur(x,to) =vo(x) = € [a,b]

CC: wu(a,t) = fa(t), u(b,t) = fp(t) t > to «— tipo Dirichlet
EDP: ugzy — uir = p(x, t), x € (a,b), t>to

Cl:  u(z,to) = uo(x), wur(x,to) = vo(x) « € [a,b]

CC: wug(a,t) = ga(t), u(b,t) = fp(t) t > to <— tipo Mixto
EDP: uzy — urr = p(x, t), x € (a,b), t>to

Cl:  u(x,to) = uo(x), wur(x,to) = vo(x) x € [a,b]
CC: wu(a,t) = fa(t), wuz(b,t) = gp(t) t > to «— tipo Mixto

Nota: No se pueden imponer dos condiciones de contorno de tipo Neumann.
Probablemente seran incompatibles, y en cualquier caso la solucién estara indeterminada.
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Prototipos de problemas en 1D (llib)

REFLEXION:

¢, Es posible confundir una ecuacién hiperbodlica 1D con una eliptica 2D?

RESPUESTA:

El prototipo de ecuacion hiperbdlica 1D es

Ugpy — Utt — 90(5’37 t)

El prototipo de ecuacion eliptica 2D es

Ugg T Uyy = 90(557 y)

La derivada segunda temporal tiene el signo cambiado +— NO HAY CONFUSION.

% UNIVERSIDAD DE A CORUNA — GRUPO DE METODOS NUMERICOS EN INGENIERIA JI




