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CALCULO AVANZADO EN INGENIERIA PRACTICA 7

Transformaciones Integrales de Laplace y Fourier (Curso 2024-2025)

1.— Haciendo uso de la transformacién de Laplace, resolver los siguientes problemas de valores
iniciales y contorno:

0*u o 0%u
—s=a"—5; 0<z<oo, t>0 ( 9 92
ot O Tk <z <oo, >0
a) @(x 0) =0 b) { w®,0)=0; >0
ot u(0,t) =a; t>0
u(0,t) = sinwt; t >0 lim u(z,t) =0; ¢ >0
’ \ T—00
lim u(z,t) =0
\ T—r 00 p 9 2
0 0
—g:aQ—Z; z>0,¢t>0
9u S ot Ox
a4+ B =3y% >0,y>0 u(z,0) =0
ox oy d 9
u
©) u(z,0) =0 ) @0 =€ 2>0
u(0,y) =-y; y>0 u(0,t) = sint; t >0
lim u(z,t) acotada; ¢ >0
\ T—00

Solucién 1.a) Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial, se obtiene:

2
L (utt — a2um) =0= SQ[,(U) — su(x,0) — ug(z,0) — 042882 (L(u))=0
x
Si se utiliza la notaciéon U(z,s) = L(u) y se tienen en cuenta las condiciones iniciales del

problema se obtiene la EDO de segundo orden s?U — a?U,, = 0. Si se aplica la transformacién
integral a las condiciones de contorno, resulta:

L(u(0,1)) = U(0,s) = L(sen(wt)) = SZi—WQ
lim U(z,s) = L(0) =0

T—00

Por tanto, hay que resolver el problema

U _ s
or® o

U(0,s) =

U=0
w

s% + w?

lim U(x,s) =0

T—00

_sZ .
ye @, cuya transformada inversa es

La solucién del problema anterior es U(z,s) = —
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u(z,t) = sen [w (¢ g)} uft- 2)

Solucién 1.b) Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial, se obtiene:

82

L(ug — ktgy) =0 = sL(u) — u(z,0) — kﬁ
x

(£(u)) =0

Si se utiliza la notacién U(x,s) = L(u) y se tienen en cuenta las condiciones iniciales del
problema se obtiene la EDO de segundo orden sU — kU,, = 0. Si se aplica la transformacion
integral a las condiciones de contorno, resulta:

L(u(0,t)) =U(0,s) = L(a) = %
lim U(z,s) = £(0) =0

Por tanto, hay que resolver el problema

o*U

5
—5 —-U=0
or?  k
a
U,s) =—
(0,5) =
lim U(z,s) =0
T—00
_ \/Ex
La solucién del problema anterior es U(z,s) = %e k™. La transformada inversa de

funciones de la forma general e~V /s no se encuentra habitualmente tabulada en tablas de
transformadas de Laplace reducidas. Puede encontrarse, no obstante, en la referencia Férmulas
y tablas de matemdtica aplicada de M.R. Spiegel y L. Abellanas; colecciéon Shaum, Mc Graw

Hill. Viene dada por erfc <a> siendo erfc(z) la funcién complementaria de error

2Vt
2 &0 2
erfe(z) = — e dz
7

En consecuencia, la solucién es:

u(z,t) = aerfe (2\%)

Solucién 1.c) Aplicando la transformada de Laplace en la variable y a la ecuacién diferencial, se obtiene:

£ (s + By = 37) = 0= 2 £lu) + B (5£(u) — u(z, 0)) ~ 5 =0

Si se utiliza la notacién U(z,s) = L(u) y se tiene en cuenta la condicién inicial u(z,0) = 0 se

obtiene la EDO de primer orden %—g — %U = % Si se aplica la transformacion integral a
as

la condicién u(0,y) = —y, resulta:
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1
Por tanto, hay que resolver el problema
ou g 6
Py =
Ox Tt as®
1
U,s) =——
(0.5) ==
Ny . _psr 6 1 6
La solucién del problema anterior es U(x,s) = Ce™ @ + Bt con C = —=% — st La
s s s
transformada de la solucion es, por tanto,
1 _px 6 _pz 6
Ux,s) = ——e @°——e a@°+ —
S Bs Bs
cuya transformada inversa es:
Ba\ 1 ( _ pr\’ pa\ v’
H=—|{y—-=)+ 2 (v e
u(z, t) [(yaJrBya uly="3 )+
Solucién 1.d) Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial, se obtiene:
82
L (uy — o*ugg) = 0 => s*L(u) — su(z,0) — uy(,0) 042@ (L(u))=0
Si se utiliza la notacién U(z,s) = L(u) y se tienen en cuenta las condiciones iniciales del
2
problema se obtiene la EDO de segundo orden U, — 25U = —%e‘””.
o @

Si se aplica la transformacién integral a las condiciones de contorno, resulta:

1

L(u(0,8)) =U(0,5) = L(sen()) = 5~

lim U(x,s) = L(0) =0

T—r00
Por tanto, hay que resolver el problema
’U  §° 1
2

L - U=——e"
- 2 2

U(0,s) =

Q
—_
Q

$2+1

lim U(z,s) =0

Tr—00
La solucién general de la ecuacién diferencial anterior (suma de la solucién general de la
ecuacion diferencial homogénea y una solucién particular) es:

ST ST 1
U(z,s) =Cre” @ +(Cre@ + ——5e "
s°—a
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Imponiendo las condiciones de contorno se obtiene:

1 ST 1 ST 1
Ul(r,s) = ——e @ — e+ ———e °
(z,5) 2 +1 s? — a? s? — a?

cuya transformada inversa es

u(z,t) = sen (t - E) u (t - f) - lSh {a (t - E)} u (t - f) - e_xSh(ozt)

« «

2.— Considérese una cuerda eléstica tensa de longitud L y peso por unidad de longitud A (constante)

sobre la que actia una fuerza distribuida f(z,t) = sin (%) cos(wt);m e N,0 <z < L, t>0.

Plantear el problema de vibraciones correspondiente sabiendo que la cuerda estd inicialmente
en reposo en su posicién de equilibrio y que su tensién T’ puede asumirse constante a lo largo
de todo el movimiento. Obtener asimismo la posicién u(z,t) de la cuerda en cualquier punto

x e instante de tiempo t, para los distintos valores de la frecuencia w de la fuerza externa
aplicada.

Solucién 2. El problema a resolver es:

(92 2

= sy
u(0,t) =0; t >0
u(L,t) =0; t>0
u(z,0)=0; 0<x <L
ou

Ot

(,0)=0; 0<z <L

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial, se obtiene:

2 0

a9 = 2 _ _ _
E(utt CUgy )\f) 0= s“°L(u) — su(x,0) — us(x,0) — ¢ e

g _
(£() — L2(£) =0

Si se utiliza la notacién U(x,s) = L(u) y se tienen en cuenta las condiciones iniciales y de
contorno se llega al siguiente problema de contorno de EDO’s:

’U 2 g nwT s
W_? B czsen(T)SZ—sz
U0,s) =0

U(L,s)=0

cuya solucion se puede expresar como

ST ST

U(z,s) =Cre ¢ 4+ Coe” € +Up(x,s)

siendo Up(z, s) una solucién particular, por ejemplo:
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En consecuencia, la solucién a falta de imponer las condiciones de contorno es:

ST
C

U(z,s)=CreC + Cge_% + g sen nme 5
A L 2 o (2, nime
(s +w”) | s+ 12

Al imponer las condiciones de contorno, resulta C; = Co = 0, por lo que la transformada de
Laplace de la solucién es:

g nwx s
U(z,s) = =sen
A ( L ) (52 4 ) <32—|— n27r202>
72

Para hallar la transformada inversa de U(x, s), distinguimos dos situaciones:

ew# % En ese caso

s _ 1 s _ s

(52 +w?) <32 + n2§62> e - nz;fCQ 52 7122202 s+

por lo que
goon (222)
u(x,t) = ) n2€r262 <cos (mlid) - Cos(wt)>
A (w a7 >
o w= % En ese caso se produce resonancia, y la solucién viene dada por
son (72
u(x,t) = ! h L 2Tf;rctsen <m£ct>

Una cuerda perfectamente eldstica semiinfinita que se encuentra inicialmente en reposo
coincidiendo con la direccion del eje positivo de abscisas, se tensa de modo que el extremo x = 0
se mantiene fijo en todo instante de tiempo. A lo largo de la cuerda se aplica transversalmente
una fuerza concentrada de magnitud K que se desplaza con velocidad constante v, partiendo
del origen de coordenadas. Si se desprecia el peso de la cuerda, la ecuacién diferencial que
permite obtener el desplazamiento vertical y de cada punto x de la cuerda en cada instante de
tiempo t, viene dada por
2 2
8—2:02%—11125(15—5), O<zr<oo, t>0; A==, wQ:E,
ot Oz v A A
siendo A la masa de la cuerda por unidad de longitud, 7y la tensién de la cuerda y § la “funcién”
delta de Dirac.
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Teniendo en cuenta que, dadas las caracteristicas de este modelo, el desplazamiento de la
cuerda en puntos suficientemente alejados sera siempre finito (por tanto y(x,t) estard acotada
cuando z — ), obtener las Transformadas de Laplace de la funcién y(zx,t) cuando

a) la velocidad v de aplicacién de la carga es distinta a la d propagacién de la onda ¢, y
b) la velocidad v de aplicacién de la carga es igual a la de propagacién de la onda c.

Obtener asimismo las expresiones del desplazamiento de la cuerda y(x,t) en los casos a) y b),
y representar cualitativamente la forma de la cuerda para un instante de tiempo determinado
cuando v < ¢, v =cy v > c¢. {Tiene sentido fisico la solucién obtenida?

NOTA: Téngase en cuenta que las soluciones particulares de una ecuacién diferencial ordinaria
sib# a,y

de la forma 2 — a?z = €%, b > 0, vienen dadas por z,(z) = 626 5
—a
—bx
Zp(x) = % si b= a.

Solucidén 3.a) Planteando la ecuacién de Newton en un intervalo de cuerda de longitud Az, se obtiene

2
)\Az:gtg; ~T(x+ Ax)senf(x + Ax,t) — T(x,t)senf(x,t) — NAzb(x,t) — Fo Az

Si la expresién anterior se lleva al limite cuando Ax — 0, se obtiene

v 0
vl (T'(z,t)senf(x,t)) — Ab(x,t) — Fox

A continuacién haremos las hipétesis T'(x,t) = 79 = cte., senf(z,t) = % y tendremos en
cuenta que la fuerza exterior viene dada por la expresion Fo, = kd (t — z/v). Finalmente, si
definimos ¢ = 79/\ y w? = k/), el problema completo se puede plantear como

¢ 52 2
gtéj = 022;; — W (t — x/v)
y(0,t) =0; t >0
y(z,t) acotado si = — o0
y(xz,0)=0; 0 <z < o0
Iy

ot

(,0)=0; 0 <z <0

Solucidn 3.b) Para resolver el problema anterior, aplicamos la transformada de Laplace en la variable tiempo
con la notacién L(y(z,t)) = Y (x, s), resulta

Y (2,5) - sy(e.0)— P (,0)
S—— ot

=0

0’y
_ 2 (z’ s) _ 2%
ox
=0

La solucién general de la ecuacion homogénea asociada a la anterior EDO es

ST ST
Yi(x,s) = Kie € + Kqe™ C
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mientras que una solucién particular, viene dada por

UJ2U Tr _XIS

—e U;v=c

(et ) s

En consecuencia, la solucién general de la EDO viene dada por

S

ST _ST
Y(z,s) = Kie ¢ + Kye € +

w27) x IS

—————e U;v=c

clc+v)s
Solo resta imponer las condiciones de contorno para obtener la transformada de la solucién,
ie.,
S (Lt L],y
e — e v FEc
A —0? | $? 52

Y(z,s) =
et R

;v=cC
]

Solucidon 3.c) La solucién del problema es, por tanto, la transformada inversa de Y (z, s)

L[ 2) 02 (- (D) e

Solucidén 3.d) La solucién también se puede expresar del siguiente modo:

;2_0; [(w - Ct) (e — cf) - <:” ;“t> iz — m} "y

w

2v

[—xu(x —vt)]; v=c

donde

~ 0; x> ct
ufr —ct) = {1; x <ct

A continuacién, particularizaremos la solucion para 3 casos representativos del comportamiento
de la misma, por ejemplo, en el instante de tiempo t = 1/c:
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eSiv<e
(0; x>1
2 2
202 wvt -1
—1_ . R
ylot) = 0|2 u(x_l)_wu@_v/c) ] ao g vfe<a<d
cC —v C v
wv?
- x; x<wv/e
( ve(v+c)
eSiv>c
07 ZU>’U/C
2 2
2p? w v vfc—x
_1/\ _ N _ wut
y(l',t): ;)UQ i u(x_l)_wu(x_v/c) — ’1)2—02 v ,1<1‘<U/C
cC — C v
wv?
- r<l1
ve(v + ¢)
eSiv=c
0; z>1
w —~
y(o,t) = o[tz — 1)) =
v w
——x; z <1

2v

4.— Se quiere estudiar el comportamiento a torsién de un eje metalico de seccién transversal
circular y longitud L. Para ello se preparan una serie de ensayos consistentes en mantener
uno de los extremos del eje fijo y aplicar en el otro un momento torsor variable, observar
las deformaciones angulares que sufre el eje y comparar los resultados con los obtenidos con
un modelo de calculo. Un modelo matematico de este problema fisico se puede plantear del
siguiente modo: En ausencia de momentos externos aplicados a lo largo del eje y considerando
que el movimiento tiene lugar en pequenas deformaciones, el angulo 6(z,t) girado por cada
seccion en cada punto x del eje y en cada instante ¢, satisfacen la ecuacion diferencial

2
% (G(x)J(x)%) = J(a:)p(x)%, siendo J(x) el momento polar de inercia a torsién, G(z) el
médulo de elasticidad transversal y p(z) la densidad del material. En el caso que nos ocupa las
propiedades fisicas del material pueden considerarse constantes, el eje tiene seccion transversal
circular uniforme, un extremo estd fijo, en el otro se aplica un momento torsor variable, e
inicialmente no hay variaciones angulares de las secciones ni momentos aplicados en ningun

punto del eje, por lo que podemos plantear el siguiente problema de valores iniciales y de

contorno:
920 920 90(z,0
@:CZW, O<z<L, t>0 9(.73,0):07 (8?):07 O<z<L;
’ 96(L, 1) (1)
0(0,t) =0, ———==¢(t), t>0.

ox
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Obtener la solucién de este problema en el caso en que ¢(t) = 1 por Separacién de Variables
(denominese u(z,t) a la funcién obtenida). Asimismo, y haciendo uso de la Tabla de
Transformadas de Laplace, relacionar las transformadas de Laplace de las funciones u(zx,t) y
6(x,t), y obtener una férmula de Duhamel para calcular los desplazamientos angulares 6(x,t)
a partir u(z,t) y ¢(t).

Solucidn 4. La solucién para el caso ®(t) = 1 por separacién de variables viene dada por

L2 S )" 2n — 1)
u(x,t) = Z z_: { cos(cunt) sen(ppx)| con  p, = (2L>

Formula de Duhamel:

*u 0%
o = Cor |
u(0,t) =0 — —5U=0
P or?
Mray=1 [ = U0 =0

x
u(z,0) =0 g—U(L,s) _1
o x s

xs

donde U(z,s) = L (u(x,t)). La solucién general del problema anterior es U(z,s) = Aje ¢ +
xs

Ase” € . Aplicando las condiciones de contorno, se obtiene la solucién particular

Sh(sxz/a) a

U@:) = Ch(sLja) 52

Si repetimos el proceso con 0(zx,t)

82 2 82 )
3152 T ox? 9 9
0“0
6(0,t) =0 - -Ze=o
20 ox c
Tt =) (= | ©(0.5) =0
0(x,0) = 0 99 (1. s) = a(s)
ox
00
ot —(2,0) =0
donde O(z,s) y ®(s) son las transformadas de Laplace de 6(x,t) y ¢(t), respectivamente.
La solucién general del problema anterior es O(z,s) = Ale%s + Age*xics. Aplicando las
condiciones de contorno, se obtiene la solucién particular
h
Oz, 5) = Sh(sxz/a) a

Ch(sLja) s )

De las anteriores expresiones se observa que las transformadas de Laplace de u(x,t) y 0(x,t)
verifican la relacién O(x,s) = sU(z,s)®(s). Dado que u(z,0) = 0, también se verifica
O(z,s) =L (%—?) ®(s) puesto que L (%) = sU(x,s) — u(zx,0).
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Si aplicamos ahora las propiedades de convolucion de dos funciones, tenemos

O(x,t) = £t (O(z,s)) = * ¢ = / (x,t —1)o(T)dT

La férmula de Duhamel es

t ou

o= | 5

—(z,t — T)o(T)dT
Integrando por partes se obtiene otra féormula de Duhamel, es decir
O(x,t) = u(z,t) / &' (T)u(z, t — 7)dr

donde u(x,t) es la solucién en serie de Fourier correpondiente al caso ¢ = 1

5.— Resolver mediante transformadas de Fourier los problemas iniciales y de contorno siguientes:

/ 2 4 )
Ztg:gxz; —00 <z <00, t>0 (Zzt—g%;—i—ku; —o<xr<oo, t>0
a) § (.0 = f(z) b) " (e.0) = f(z)
?;:(%0)20 u(z,t) acotada
(2 2
g;; 22—0 0<z<o0, 0<y<oo ( Z?;Jrgz 0 250, 0<y<1
©) u(z,0) = f(z); 0<z<oo d) u(z,0) =u(z,1) =0; >0
\ gz(o y)=9(y); 0<y<oo u(0,9) =y*(1-y); 0<y<1

Solucidén 5.a) Asumiremos que la solucién y sus derivadas parciales respecto de x son nulas cuando |z| — co.
Aplicando la transformada de Fourier, resulta

0 — F(u) —w*F(u) =0

—F(utt - umzmx) =0= 8t2

Si se utiliza la notacién U(w,t) = F(u) y se aplica la transformacién integral a las condiciones
de iniciales, resulta:

por lo que hay que resolver el problema

2
%f;—w4U:0

U<w70) - f(f)
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La solucién del problema anterior es U(w,t) = F(f) (e_wzt + ew2t) /2 = F(f)Ch(w?t), cuya

transformada inversa es

_L > w2 eiwr B
u(x,t)_m/_oo]—"(f)Ch( t)erd

Substituyendo F(f) por su valor obtenemos:
1 00 Lo ) )
u(z,t) = 2/ / f(s)e™ ™ Ch(w?t)e™*dsdw
TJooJ-—

Solucidén 5.b) Asumiremos que la solucién y sus derivadas parciales respecto de x son nulas cuando |z| — oo.
Aplicando la transformada de Fourier, resulta

F(up — gy — ku) =0 = ;f(u)—l—wz}"(u) —kF(u)=0

Si se utiliza la notacién U(w,t) = F(u) y se aplica la transformacion integral a la condicién
inicial, resulta el siguiente problema:

ou
E‘F(wQ—k‘)U:O
Uw,0) = F(f)

Resolviendo esta EDO de primer orden se obtiene U(w, t) = F(f )e(k_“’Z)t, por lo que la solucién
es

1 > A

Substituyendo F(f) por su valor obtenemos:

1 oo o .
u(x,t) = \/ﬂ/ / f(s)e(k_w2)te(z_s)wdsdw

Solucién 5.c) Dado que la ecuacién diferencial estd definida sélo para valores de x > 0y de y > 0, optaremos
por aplicar una transformacién seno o coseno de Fourier. Si se aplica esta 1ltima en la variable
x, entonces resulta:

9 2 Ou H?
Fo(uge + Uyy) = 0 = —w"Fco(u) — g %(Ovy) +W~7:C(U) =0
) ’
gy

Si se utiliza la notacién U(w,y) = Feo(u) y se aplica la transformacién integral a las condiciones
de contorno, resulta el siguiente problema:

U, \F
ain—WU— ;g(y)

U(w,0) = Fe(f)
ylirgo U(w,y) =0
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La solucién general de la ecuacién diferencial es

21 [
U(w,y) = Cre” %Y 4+ Cqe”? + \/700 / 9(y — 7)Sh(wT)dr
T

Y

donde C y Cs se determinan mediante las condiciones de contorno. De este modo se obtiene
la transformada de la solucién, es decir,

Ut = Zolf)e s = ZerL [% sty rismiensir 422 [ oty — msiamar

w ™ W

y su transformada inversa es la solucién u(zx,y):

u(z,y) = \/Z/w:m Fo(f)e™ cos(wz)dw

_% /w e <6_wy /T T - T)Sh(mT)dT) cos(wa)dw

=0 w =0
2 wW—r00 1 T—00
+/ </ g(y — T)Sh(WT)dT) cos(wx)dw
™ Jw=0 w T=yY

donde
Folf) = \/z/—o f(s) cos(ws)ds

Solucion 5.d) Si aplicamos una transformacién seno de Fourier en la variable z, resulta:
2 2 9*
Fs(taz + uyy) = 0= —w"Fs(u) + 1/ —wu(0,y) +——5Fs(u)
T N~ 8y
y?(1-y)

Si se utiliza la notacién U(w,y) = Fs(u) y se aplica la transformacién integral a las condiciones
de contorno, resulta el siguiente problema:

U, 2
873/2_(’0 U:—\/;wy (1-y)

La solucién general es
—w w 2 v 2
U(w,y) = Cre”*Y 4 Cae®? — - (y — 7)“(1 —y — 7)Sh(wt)dr
0

donde Cy y Cs se determinan mediante las condiciones de contorno. De este modo se obtiene
la transformada de la solucién, es decir,
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w 1
U(w,y) = Sshh((wy)) \/Z/o (y —7)%(1 — y — 7)Sh(wr)dr — \/Z/Oy(y —7)%(1 —y — 7)Sh(wr)dr

La solucién u(z,t) se obtiene de aplicar ahora la transformacién inversa seno de Fourier, de
modo que:

w(@,y) = % /w :OO [SS}L(Z‘:%) / : H(y, 7w)dr — / :yH(y,T,w)dT} sen(wz)dw

siendo H (y, 7,w) = (y — 7)%(1 — y — 7)Sh(wT)



