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v(r,t) =vp(r) + u(r,t) (8.2)

El problema de equilibrio consistird en obtener la funcién vg(r) que satisface:

1d dvg Ap .
—— | r— — = ; fi ; = .
B <7“ o ) + 7 0, 0<r<R, vp(0) finita; wvg(R) =0 (8.3)
2
La solucién general de esta ecuacién diferencial ordinaria es vg(r) = —2%—]2% +AiInr+As,y

los coeficientes A1 y A se obtienen de aplicar la condicién de contorno en r = R y la condicién
de singularidad en el origen, con lo que:

vp(r) = Aﬁf <1 - (;)2> (8.4)

En consecuencia, si se sustituye v(r,t) de acuerdo con la separacién (8.2) en las ecuaciones del
problema (8.1) y se tiene en cuenta que vg(r) satisface el problema (8.3), la funcién u(r,t) que
rige el estado transitorio se obtiene de resolver

ou 10 [ Ou
pat—/j/rar<7'ar>, 0<T<R, t>0
u(0,t) finita; u(R,t)=0, t>0
u(r,0) = —vg(r), 0<r<R

Este problema estd formado por una ecuacién en derivadas parciales y una condiciéon de
contorno lineales y homogéneas, y una condicién de singularidad en el origen, por lo que
se puede plantear su resolucién por Separacion de Variables, esto es:

u(r,t) = ¢(r)T'(t) (8.6)

de modo que al sustituir en la ecuacién diferencial de (8.5) resulta:

P P

= r=)=)\ -

wT (brd’r( dr) i r@ — M =0
dr dr

siendo A la constante de separacién.

Asimismo se puede separar la condicién de contorno en r = R dada por u(R,t) = 0 en la
forma ¢(R) = 0. Por lo que respecta a la condicién de singularidad en el origen, la velocidad
del fluido serd finita en todos los puntos y en particular en r = 0, si para cualquier funcién
T(t) acotada, la funcién ¢(0) estd acotada.
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En consecuencia, las funciones propias se obtendran de estudiar las soluciones no triviales del
problema de contorno

r¢”" + ¢ —Argp=0; ¢(0) acotada, @(R)=0 (8.8)

Como es sabido, este problema tnicamente tiene funciones propias asociadas a autovalores
negativos, dados por A = —12/R? siendo {v,}, n € IN, el conjunto infinito de las raices de la
funcién de Bessel de Primera Clase de orden 0, es decir,

Jo(vn) =0, neIN (8.9)

Las funciones propias asociadas a estos autovalores son ¢, (r) = Jo(vnr/R).

Una vez obtenidos los valores propios A se puede resolver la ecuacion en la variable tiempo de
(8.7)
T+a, T=0, ncIN — T,(t)=Che ™" neNN (8.10)

siendo «, el coeficiente positivo

2
Yl

ol nelN (8.11)
R%p

Ay =

Por tanto la solucién de (8.5) es la Serie Generalizada de Fourier de funciones de Bessel

oo
UnT\ _
u(r,t) = CnJo (%) e ant (8.12)
n=1
si se satisface ademds la condicién inicial u(r,0) = —vg(r). Se puede comprobar ficilmente

que esta Serie de Generalizada de Fourier verifica la ecuaciéon en derivadas parciales, cumple
la condicién de contorno de tipo Dirichlet y la condicién de singularidad establecidas en (8.5).

Si se impone que se verifique la condicién inicial u(r,0) = —vg(r), entonces los coeficientes C,
deben ser tales que se verifique la identidad:

—up(r) = icn Jo (%) (8.13)
n=1

siendo vg(r) la solucién de equilibrio dada por (8.4). Teniendo en cuenta que el conjunto de
funciones propias es ortogonal respecto de r en (0, R), se debe satisfacer

R UpS R Up S
— svp(s) Jy [ —= dS:Cn/ sJ2 (22 ds, Vn e IN 8.14
| svt a0 (%) [ (%) (8.14)

En consecuencia los coeficientes C), vienen dados por
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R 2
s UpnS
1-— JO — ] ds
e (G ()
c, = —2PR RJ% B7 yphen (8.15)
nlk / s J2 <@> ds
o '\R
Finalmente si se tienen en cuenta el valor de las siguientes integrales
1 2
n —4 n 4 n
/ z (1 — 22) Jo(vnz)dz = J1(vn) — (v ):,)Jl(y ) = Jlgy ) (8.16)
0 Un v, v,
1 2 1 / 2 2
Jo(Vn Ji(vn
/ ng(l/nz) dz = [z ((Jé(l/nz))2 + (Jo(l/nz))2) = (Jo(vn)) = i(vn) (8.17)
0 2 o 2 2
entonces el coeficiente C,, resulta ser
-2
1 —2%) Jo(vpz)dz
—A fﬁ,/ : 0\n —2Ap R?
C, = 2P Jo - P wheN (8.18)
4plL VnIUL Ji (Vn)

I
/ 2 JE (vp2) dz
0

En resumen, la velocidad del fluido u(r, t) en el interior de la tuberia en cada coordenada radial
r e instante de tiempo t es
oznt>

J() VnT/R

V J1(vn)

(8.19)

(1—() —82;

nu
R*p’

siendo «,, = , Y {I/n}ne]N las raices de la funcién Jy de Bessel.

Unas bolas esféricas de combustible de radio R generan una cantidad de calor constante @)
por unidad de volumen y unidad de tiempo. A la vez, su contorno es enfriado por un fluido
refrigerante, de modo que el flujo en el contorno es proporcional —segin una constante h que
mide la transferencia de calor combustible/fluido— a la diferencia entre la temperatura en el
contorno y la temperatura del fluido —asumida constante e igual a Tpr—.

Si se denomina k a la conductividad térmica del combustible, p a su densidad y C), a su
capacidad calorifica (asumidas constantes), la distribucién de la temperatura 7'(r, t) en una de
las esferas en cualquier punto radial r e instante ¢ satisface el problema de contorno

oT k 10 5 OT Q
5 pC’pr28r< 8r>+ Oy 0<r<R, > 0;
OT(R, 1) h (9.1)
Rl A2 - T > 0;
or k( (R7t) F)7 t>0;
T(r,0) =Ty, 0<r<R;
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siendo Tp (constante) la distribucién inicial de temperaturas en la esfera. Resolver el problema
de contorno anterior y obtener la distribucién de temperaturas T'(r,t).

Solucién 9. En primer lugar es imprescindible introducir una condicién de singularidad en este problema
dado que la ecuacién en derivadas parciales no estd definida para r = 0. Esta condicién
establece que la solucién T'(r,t) debe estar acotada cuando r — 0 en todo instante ¢.

Q

El problema planteado es no homogéneo debido a la presencia del término o en el segundo
P

miembro de la ecuacién diferencial. Asi, se puede plantear hallar la solucién T'(r,t) como
la suma de una solucién de equilibrio Tg(r) (caso de que exista) y una funcién wu(r,t)
correspondiente a los estados transitorios, de modo que

T(r,t) =Tg(r) + u(r,t) (9.2)

El problema de equilibrio consiste en hallar la funcién Tg(r) que satisface:

(Tg(R) —Tp) =0, Tg(r) acotada r — 0
(9.3)

Ld (2dTp) @ _ dTg(R) h

La solucion general de esta EDO es Tr(r) = %1

de aplicar la condicién de contorno en r =
lo que:

A . .
2 + A1, cuyos coeficientes se obtienen
a cond1c10n de singularidad en el origen, con

To(r) = Tr + % 4 Qﬁlj (1 - (;)2) (9.4)

En consecuencia, si se sustituye 7'(r,t) segin (9.2) en las ecuaciones del problema (9.1) y se
tiene en cuenta que Tg(r) satisface el problema (9.3), la funcién u(r,t) que gobierna el estado
transitorio del transporte de calor se obtiene de resolver

ou k10 (9u

t) h
au(aR’)—Fu(R, t)=0, t>0; wu(r,t) acotada r—0, t>0 (9-5)
”

u(r,0) =Ty —Tr(r), 0<r<R

Este problema estd formado por una ecuacién en derivadas parciales y una condicion de
contorno lineales y homogéneas, y una condicién de singularidad en el origen, por lo que
se puede plantear su resolucién por Separaciéon de Variables, esto es:

u(r,t) = ¢(r)¥(t) (9.6)
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de modo que al sustituir en la ecuacién diferencial de (9.5) resulta:

k
—A—U =0
pCp

_11d [ ,doy _
E \11_<Z>r2dr(r m)ﬂ - y (07)
( ¢>—Ar2¢:0
dr dr

siendo A la constante de separacion. Por otra parte, la separacion de la condicién de contorno
mixta conduce a que YU (t) se debe cumplir

do(R)
dr

h
+ 2 8(R) =0 (9.8)
y la condicién de singularidad en el origen de la funcién u(r,t) se traduce en que V¥(t) la
funcién ¢(r) debe estar acotada cuando r — 0.

En consecuencia, las funciones propias ¢(r) resultan de resolver el problema de Sturm-Liouville
singular:

d <r2¢> —\r2p =0; dgMT)_;_ —¢(R) = ¢(r) acotada r — 0 (9.9)

Debe tenerse presente que las funciones propias que se obtengan seran ortogonales en el
dominio 0 < r < R respecto a la funcién 72 (que es el factor que multiplica a A en (9.9)).

Para valores propios positivos, esto es A = +u2, la EDO del problema de Sturm-Liouville es

2 do 2,2, _
dr( d7~> —prie=0 (9.10)

que se puede transformar en una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes mediante el cambio de funcién w = r ¢, ya que

dp d (w —w  1ldw 5 do d*w
- - —_— 9.11
dr dr< > r? T dr( dr) T (©-11)
de modo que la ecuacién (9.10) se reduce a
d2
(w—uw>: 0<r<R (9.12)
dr?

En consecuencia, su solucién general es w(r) = CeT*" + De """ por lo que deshaciendo el
cambio w = r ¢, se obtiene la solucién general de (9.10):

erHr e Hr

o(r)=0C +D

(9.13)

Si ahora se imponen la condicién de contorno de tipo mixto de (9.9) asi como la condicién
de singularidad, se concluye que la tinica solucién posible es la solucion trivial, por lo que no
existen funciones propias asociadas a valores propios positivos.
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Para valores propios nulos, esto es A = 0, la EDO del problema de Sturm-Liouville es

HEIE (914)

cuya solucion general es ¢(r) = C—D/r, ala que si ahora se impone la condicién de contorno de
tipo mixto de (9.9) y la de singularidad, se concluye que la tinica solucién posible es C = D = 0,
por lo que no existen funciones propias asociadas a valores propios nulos.

Para valores propios negativos, esto es A = —u?, la EDO del problema de Sturm-Liouville es
d 2d¢ 2,2

=0 9.15

= <’r d7"> + ureg (9.15)

que se puede transformar en una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes de nuevo mediante el cambio de funcién w = r ¢ como en (9.10), resultando

d2
r<dl;—|—/fw>:0 0<r<R (9.16)

r

En consecuencia, su solucién general es w(r) = C'sin(ur) + D cos(ur), por lo que deshaciendo
el cambio, se obtiene la solucién general de (9.15):

o(r) = Csm(,ur) + DCOS(NT) (9.17)
r r
.. sin(pr) . )
Por otra parte, cuando r — 0, la funcién ——* — 1 (es decir estd acotada) y dado que

cos(ur) — 1, para que la solucién ¢(r) esté acotada, el coeficiente D debe ser nulo (D = 0).

La aplicacién de la condicién de contorno de tipo mixto de (9.9) conduce a la ecuacién
algebraica

hR
(uR) — <1 — k:) tan(uR) = 0 (9.18)
En consecuencia el espectro de valores propios \, = —u2 se obtienen de las infinitas raices de
la ecuacién
pn R
t R)=————F—, eIN
k

cuyas funciones propias asociadas son el conjunto ¢, (r) = w
se ha dicho anteriormente es ortogonal respecto de 72 en (0, R).

para n € IN, que como ya

Una vez obtenidos los valores propios A se puede resolver la ecuacion en la variable tiempo de
(9.7)

k — —
\1ﬂ+uip7\1/:o, nelN — V,t)=Che P neNN (9.20)
p
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18

Por tanto la solucién de (9.5) es la Serie Generalizada de Fourier u(r,t) = On(r)¥, (1), que

n=1

viene dada por

Z ~ sin /Ln'l" _pCp (921)

Se puede comprobar facilmente que esta Serie de Generalizada de Fourier verifica la ecuacién
en derivadas parciales, cumple la condiciéon de contorno mixta y la condicién de singularidad

dadas en (9.5).

Si se impone que se verifique la condicién inicial u(r,0) = Ty — Tr(r), entonces los coeficientes
C,, deben ser tales que se cumpla:

oo
Ty — Tg(r Z &, senlimr) (9.22)

siendo Tg(r) la solucién de equilibrio dada por (9.4). Teniendo en cuenta que el conjunto de
funciones propias es ortogonal respecto de r? en (0,7) debe verificarse

/OR $2(Ty — Tp(s ))Sen(“” ds = Cy, / <sen “"S))Q ds, VneNN (9.23)

En consecuencia los coeficientes C,, vienen dados por

R
N / s(Ty — Tg(s)) sen(ups) ds
C, =29 ,  VYneNN (9.24)

R
/ sen?(pups) ds
0

La integral del denominador debe evaluarse calculando previamente la primitiva y
seguidamente aplicar la regla de Barrow, esto es:

R 1 unR 1 punR
2 2
ns)ds = — d -
/0 sen”(puns) ds o] sen”(z)dz = TR [z sen(z) cos(z)}o
1 { R tan(u, R) ] _ R

9.25
) ; 1 (9.29
2 1+ tan®(u, R)

2 { (1= hR/K)? + (1 R)?

donde se ha hecho uso de la expresion para el cdlculo de y,, dada por la ecuacién (9.19).

En resumen, la distribucién de temperaturas 7'(r,t) en las esferas de combustible es

9 0 ke,
ren=tes G GE (- () r St B Jom

y el coeficiente C), se calcula segin (9.24).
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10.— Se desea estudiar el problema de vibraciones forzadas de una cuerda tensada sometida a un
desplazamiento inicial conocido, y a una fuerza que actia a lo largo de toda su longitud y que
depende del tiempo. Un modelo matemético sencillo de este fenémeno, en el que no se tiene en
cuenta efectos de friccién, vendria dado por la ecuacién de ondas con las condiciones iniciales
y de contorno siguientes:

92 0?
v_p22Y +Q(z,t), 0<zx<L;

o2 Ox?
u(0,t) =0, w(L,t)=0; t>0
u(z,0) = f(z), (%(5;’0):0 0<z<L.

Obtener la expresion de los desplazamientos verticales de la cuerda en cualquier instante
de tiempo mediante el desarrollo en funciones propias del problema homogéneo, siendo
Q(z,t) = g(x) coswt. ;Para qué valores de la frecuencia w se produce resonancia en el sistema?

Solucién 10. En primer lugar, obtendremos las funciones propias a partir del problema homogéneo

Pw 0w
=,
ot? ox?
w(0,t) =0, w(L,t)=0; t>0

L.
O<a<i; (10.1)

Si realizamos la separacién de variables en la forma w(zx, t) = ¢(z)T'(t), el problema de contorno
que da lugar a las funciones propias es:

" -\ =0, 0<z<L;

10.2
®(0)=0, ®(L)=0 ( )
Las funciones propias que resultan del problema (10.2) son
®,(x) = sen (?) ; nelN (10.3)
y los valores propios
2_2
now

El problema original se puede resolver ahora en términos de desarrollos en funciones propias:

w(z,t) =D un(t)®pn(x) (10.5)

La funcién Q(z,t) desarrollada en serie es:
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.- : (Q(z, 1), Pn(x))
Q(z,t) =Y ¢u(t)Pn(x) siendo ¢n(t) = (10.6)
2 (@u(x), (1))
Mediante integracién directa se obtiene,
9 L
)= [ Q0w (s)ds (10.7
En este caso, dado que Q(z,t) = g(z) cos(wt), entonces
9 L
an(t) = gncos(wt); qn = L/o 9(s)Pn(s)ds (10.8)

Substituyendo las series de funciones propias de u(z,t) y Q(z,t) en la EDP original, resulta:

= n*n?c?
Z (u’,ﬁ + Up, — Gn cos(wt)) D,(x)=0;0<z<L (10.9)
n=1

L2

que se verifica Va € (0, L) si los coeficientes u,(t) satisfacen la ecuacién diferencial ordinaria

2 2 2
n°mc
up + 7z Un=n cos(wt); n € IN (10.10)
Si se denominan «,, = % las frecuencias naturales del sistema, la solucién general (suma de

la solucién general de la EDO homogénea y una solucién particular) es

— dn 5 cos(wt), w# ay
un(t) = Cp sen(ant) + Dy, cos(apt) + On =W (10.11)
2q7"t sen(ant), w=an,
n

El caso en que la frecuencia de excitacion de la fuerza externa coincide con alguna de las
frecuencia naturales de vibracién de la cuerda se denomina caso resonante. Los coeficientes C),
vy D,, se obtienen del modo usual imponiendo las condiciones iniciales, debiéndose distinguir

los casos no resonantes de los casos resonantes. Por ello, la condicién % = 0 implica
% sen(wt); w# ap
0 Cry cos(apt) — o Dy sen(apt) +{ n — ¢ =0 (10.12)
261711 (sen(ant) + aptcos(apt)); w= an
Qan t=0

que se traduce en

Cp,=0; nel. (10.13)




11.—

Solucién 11.

Colominas 1., Gémez H.— “Problemas de EDPs en la matemdtica aplicada” 82/117

La condicién inicial en desplazamientos exige que

. an
fl@)=>"|Dn+ o —uwt 7 ®,(z) (10.14)
n=1

0; w = ap

En consecuencia

—qn—i-2/Lf(s)<I> (s)ds; w# «

D, ; nelN (10.15)

E/OL f(8)®,(s)ds; w=a,

Y la solucién viene dada por (10.5) siendo (10.3) las funciones propias y uy(t) las funciones
definidas en (10.11). Los coeficientes C,, y D, se obtienen, respectivamente, de (10.13) y
(10.15).

La distribucién de los niveles de voltaje V' (z,t) de la corriente eléctrica que circula por un cable
fino de longitud L con autoinduccién y conductancia a tierra despreciables se puede modelizar
en términos de la ecuacién diferencial

ov. 0V 1

— =k— O<z<L, t>0; k=—,

ot x? RC

siendo R y C la resistencia eléctrica y la capacitancia del cable por unidad de longitud.

Obtener la expresion del potencial V' a lo largo del tiempo y en cualquier punto del cable, si
en el extremo x = 0 se aplica un voltaje variable con el tiempo, e igual a V(0,t) = sint, y en
el extremo x = L el voltaje es nulo. Inicialmente, el potencial en todos los puntos del cable es
conocido y viene dado por V(z,0) = sinz.

El problema completo se escribe como

ov. o0V

—=k—s5, O L, t>0, k>0;
o o7 0<e<Lo t>0, k>0;
V(0,t) =sen(t), V(L,t)=0; t>0

V(z,0) =sen(z) 0<z< L.
Dado que las condiciones de contorno son variables con respecto al tiempo, expresaremos la

funcién V (z,t) en términos de una funcién de referencia r(x,t) que verifique r(0,t) = sen(t) y
r(L,t) = 0 de modo que

Vi(z,t) = w(z,t) + r(z,t) (11.1)

Una funcién elemental que verifica estos requisitos es
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? sen(t) (11.2)

En consecuencia,

W O O O L-w
ot ot ot Ot L
Vv _32w 9%r B 5w

02 0k Tor T o

cos(t)
(11.3)

Utilizando la expresién (11.1) se comprueba que la funcién w debe satisfacer las condiciones
de contorno homogéneas w(0,t) = 0 y w(L,t) = 0. Del mismo modo, se comprueba que la
condicién inicial que debe verificar es w(z,0) = sen(z). Asimismo, la ecuacién diferencial que
verifica w es

Ow Pw L-zx

El problema (11.4) se complementard con condiciones de contorno homogéneas, pero la
ecuacién diferencial es no homogénea. Por tanto, para resolverla desarrollaremos la solucion
w(z,t) en términos de las funciones propias del siguiente problema homogéneo

0 o
—Z:k;—z, O<z<L, t>0
ot Ox (11.5)
z2(0,t)=0; t>0 '
2(L,t) =0; t>0
Las funciones propias son
Xn(z) =sen (ﬂLx) ;n €N (11.6)

Por tanto, plantearemos una solucién del tipo

w(x,t) = ian(t) sen (%) (11.7)
n=1

Las derivadas temporales de w resultan

n

02w 252
DY ( 2

n

a, (t) sen (”Lﬂ) .
11.8

) an(t) sen (?)

ow >
=1



Colominas 1., Gémez H.— “Problemas de EDPs en la matemdtica aplicada” 84/117

L

y desarrollando también en funciones propias el término Q(z,t) = %x cos(t) se obtiene

Qz,1) = > gu(t) sen (LZ‘"”) (11.9)

= — cos(t) (11.10)

Por tanto,

Q1) = i % cos(t) sen ("7 (11.11)
n=1

2
Substituyendo dw 0w y Q(x,t), resulta:

ot’ 9z
> kn?m? 2
nzz:l {a; + %an +— cos(t)} sen (?) =0 (11.12)

que verifica autométicamente las condiciones de contorno homogéneas ya que las verifican las
funciones propias. En consecuencia, los coeficientes a,(t) se obtienen de la ecuacién diferencial

kn?m? 2
a, + W= cos(t) (11.13)
cuya solucién es
_kn®r? . 9 kn’r? ¢
ant)=e L* |Cp— = /cos(t)e L* dt (11.14)
nm

Tras operar, los coeficientes a,, se pueden escribir del siguiente modo:

kn’m%t 2 fen 2
- 2 nm . 11.15
an(t) =Che L — = (kn%?rQ/LZ)Q { 2 cos(t) + sen(t)} ; neIN ( )

Las constantes C), se pueden determinar a partir de w(x,0) = sen(z) dado que

nmwx

w(x,0) = ian(()) sen (T) (11.16)
n=1

siendo



12.—
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2
— (kn®*m?/L?)
an(0) = C, — 1 11.17
(0) L e ) (11.17)
&n
En consecuencia,
> nmwx
= 'n — On —_— 11.1
sen(x) nz::l (Cp — ¢n) sen ( T ) (11.18)
y los coeficientes C,, vienen dados por
L
/ sen(z) sen (?) ds
Cn = n+L—7 (11.19)
9 (TS
sen (—) ds
fose (4
que tras integracion directa se escribe como
sen(nm — L)  sen(nm+ L)
Cn = ¢n - ; IN 11.20
On { nm — L nt+ L ne ( )

Por tanto, la solucién final viene dada por la expresién (11.7), donde las funciones a,(t) se
obtienen de (11.15) y los coeficientes C), se hayan definidos en (11.20).

Se desea estudiar la variacion a lo largo del tiempo de los desplazamientos en el plano vertical
v(z,t) de una viga uniforme biapoyada, de seccién transversal constante y longitud L, que se
encuentra sometida a una carga externa distribuida variable W (z,t) (incluye también el peso
propio). Sise asume que el movimiento tiene lugar en pequenas deformaciones y que, por tanto,
solamente se producen desplazamientos en el plano vertical, este problema se puede plantear
en términos de la ecuacién diferencial y las condiciones de contorno e iniciales siguientes:

v, 0%

— +b"—=W(z,t), O0<zxz<L, t>0;
ot? ozt (%)
9%v(0,t O*v(L,t
0(0,8) =0, v(L,t) =0, LQ’)ZO, L2’)20, t>0; (1)
Ox ox
o0 = @, 0V o) e<a<i
siendo b? = %, donde g es aceleracion de la gravedad, F el médulo de elasticidad, I el

momento de inercia, A el drea de la seccién transversal y p el peso por unidad de volumen (se
asume que todas estas magnitudes son constantes). Las funciones f(z) y g(x) son conocidas y
corresponden respectivamente a los desplazamientos y a las velocidades iniciales de los puntos
de la viga.

a) Demostrar, en primer lugar, que si las funciones r(z) y p(x) son funciones continuas en un

intervalo [a,b] y ¢(x) es continua en (a,b), entonces el conjunto de las funciones no triviales
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y;(x) con terceras derivadas continuas que verifican el siguiente problema de contorno, para
distintos valores de los parametros \; € IR,

& [ d*y
dz? [Td:rQ} +(g+Nipyi =0,  z€la,b]; o
a1 yi‘x:a - (T yg,y‘z:a = 0’ a2 yglm:a - a2 (T yg,)|z:a = O;

bryil,_, = BL(ryl)|,_, =0,  bayi|,_, — B2 (ryi)|,_, =0

forman un conjunto de funciones ortogonales con respecto a la funcién de peso p(z) en el
intervalo (a,b). (Los pares de coeficientes a; y o, j = 1,2, del problema (2) no pueden ser
simultaneamente nulos —ni tampoco los pares de coeficientes b; y 5;—).

b) De acuerdo con el enunciado del teorema anterior resolver el problema de contorno (1), es
decir obtener los desplazamientos de una viga biapoyada si la carga externa es una funcién
conocida W (z,1).

Solucidén 12.a) Para demostrar que las soluciones del problema de contorno (2) son ortogonales con respecto a
la funcién p(z) en el intervalo (a, b), consideramos dos soluciones cualesquiera y,,, ¥, asociadas
a los valores propios A, y A, respectivamente. De este modo,

[ryn]” + (@ + Anp)yn =0 (12a.1)
[rym]” + (@ + Anp)ym = 0 (12a.2)

Si multiplicamos la ecuacién (12a.1) por vy, y (12a.2) por y, y restamos los resultados,
obtenemos

[y ym = [ryim]” yn + (A — Am)PYnym = 0 (12a.3)

que se puede reescribir como

[ry) ym — () yn] = () Yo + (rym) v + A = A )PYnYim = 0 (12a.4)

Si integramos (12a.4) en el dominio [a, b], resulta

b b b
b
(Y)Y = (1Y) yn] , — / (ryn) Y da + / (rYm) ypdz = (Am — An) / PynyYmdr  (12a.5)

Apliquemos ahora un procedimiento similar sobre las condiciones de contorno que cumplen
las soluciones y, € ym. Si consideramos en primer lugar las condiciones en el contorno x = b,
tenemos:

b1yn(b) — B1(ryy)'ls =0 (124.6)
b1ym (b) = Br(ry)'[s = 0 (124.7)

Multiplicando la ecuacién (12a.6) por y,(b) y (12a.7) por y,(b) y restando los resultados,
obtenemos



Colominas 1., Gémez H.— “Problemas de EDPs en la matemdtica aplicada” 87/117

() 16ym () = (1) [syn (b) = 0 (12a.8)

Para la otra condicién en el extremo x = b procedemos de un modo similar

bayy, (b) — Ba(ryn)|s =0 (12a.9)
boyr, () — Ba(ryi )|y =0 (12a.10)

Multiplicando la ecuacién (12a.9) por y.,(b) v (12a.10) por y/,(b) y restando los resultados, se
deduce que

(rY) [6Y (0) = (ryom) |6y, (b) = 0 (12a.11)

Realizando operaciones analogas sobre las condiciones de contorno en el extremo = = a, se
concluye que

(ry;{)l‘aym@‘) - (ry;/l)/’ayn(a) =0 (12@.12)
(rYm)lam (@) — (rym)layn(a) =0 (12a.13)

Por tanto, el término del contorno de (12a.5) es nulo en virtud de las relaciones (12a.8) y
(12a.12). Consecuentemente, (12a.5) se reescribe como

b b b
/ (ry )yl dx —/ (ry'yl dx = (A — )\n)/ DYnYmdx (12a.14)

Integrando por partes en los dos términos del primer miembro de (12a.14) se obtiene

b b b
b b
[(rym)yn], — / TYmUndx = [(rym) Y] . + / TYnYmdr = (Am — An) / PYnymdz  (12a.15)

Operando se obtiene,

b
[(rym) 15 (0) = (ry) |6y (D] + [(ryi)atim (@) — (rym)layn(@)] = (Am —An)/ PYnYmdz (12a.16)

a

que en virtud de las ecuaciones (12a.11) y (12a.13) es equivalente a

b
()\m - /\n>/ PYnYmdr =0 (12@.17)
a
Si Am # An (espectro no degenerado), entonces y,, € yp, son ortogonales con respecto a p.

Solucién 12.b) Para resolver el problema no homogéneo que se propone utilizaremos un desarrollo en serie de
las funciones propias del problema homogéneo
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Pw 50w

—5 + =0, O<ax<[L, t>0

ot? ot

w(0,t) =w(L,t)=0, t>0 (12b.1)
0w ok

w

Separando variables del modo w(z,t) = ®(x)T(t) e introduciendo la constante A se obtienen
las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias

"V —Ad=0 (12b.2)
T+ NPT =0 (120.3)
La constante \ debe ser positiva ya que es el tnico caso en el que la solucién en el tiempo T'(t)
es una funcién trigonométrica. Si A = 0 la solucién seria lineal y si A < 0 la solucién seria
una combinacién lineal de funciones exponenciales. En ambos casos, la solucién al problema,

fisico no tendria sentido. Esta argumentacién se puede omitir comprobando que el problema
de contorno

IV A =0, ®0)=(L)=0, @"(0)=d"(L)=0 (12b.4)

no tiene valores propios ni funciones propias cuando A = 0 o A < 0. En consecuencia, basta
con analizar el caso en que A > 0. De este modo podemos decir que A = u* y la solucién de la
ecuacion diferencial vendra dada por

O(x) = Cre! 4+ Coe ™ + Cy sen(ux) + Cy cos(ux) (120.5)

Para imponer las condiciones de contorno es necesario calcular ®”(x) que viene dada por la
expresion

" () = p? [C1e!® + Cye " — Cysen(ua) — Cy cos(px)) (120.6)

Imponiendo las condiciones de contorno tenemos,

D(0) =0 =20 = Cy + Cy + C}

P"(0) =0==0=C, +Cy — C4

®(L) = 0=0=Cre"t + Cye " + Cysen(uL) + Cy cos(uL) (126.7)
d"(L) = 0 =0 = Ce' + Cye ™M — C3sen(puL) — Cy cos(puL)

De las ecuaciones anteriores se obtiene C1 = Cy = Cy = 0y Cssen(uL) = 0. Por tanto,

uL =nm; nelN (120.8)
En consecuencia, los valores propios vienen dados por

4,4
n-m
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y las funciones propias son

nnx )

®,(x) = sen (T ; nelN (120.10)

Una vez obtenidas las funciones propias planteamos la siguiente solucién para el problema no
homogéneo

v(@,t) =Y va(t)®n(x) (12b.11)
n=1

Substituyendo la expresién (12b.11) en la ecuacién diferencial se obtiene

i (v () + Anbvy) B () = W (z, 1) (120.12)

Si W (z,t) se desarrolla en serie de Fourier, tenemos

o0 ; W(x,t)®,(z)dz o [L
W(z,t) = Z Wi (8) @y, (2) = Wy (t) = = L/o W (z,t)®,(z)dx (12b.13)

En consecuencia,
(o]
(vn + V2 kv, — Wi (t)) ®n(z) =0 (120.14)

n=1

de donde los coeficientes vy, (t) se obtienen de la ecuacién diferencial lineal

o+ b kv, = W (t) (12b.15)

La solucién de (12b.15) se construye como la suma de solucién del problema homogéneo y una
solucién particular del siguiente modo:

vn(t) = v (t) + ob (1) (120.16)

La solucién general del problema homogéneo viene dada por

v (t) = Ay sen(but) + Ay cos(bu?t) (120.17)

n

mientras que la solucién particular se obtiene por variacién de parametros del modo habitual.
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vl =0y sen(buZt) 4 Uy cos(bu?t)

n =

U'f =bpZ (V1 cos(buzt) — vy sen(burt)) + vy sen(buzt) + vh cos(buzt)

=0

V' =Pk (— 01 sen(bult) — By cos(bu2t)) + b (T cos(bult) — T) sen(but))
Substituyendo las expresiones anteriores en (120.15), resulta

1
% cos(bpt) — Tysen(bult) = 5 Wt

vy sen(bu2t) + vh cos(bult) = 0

de donde se obtienen, tras integracién directa, los valores de 01 y Vo:

1
= L / Wi (£) sen(byi2#)dt
biy,

. 1

U1 =—5 [ Wal(t) cos(buit)dt
by,

La solucién general que da los coeficientes v, es

1 t
vp(t) = [Kl + "l Wh(s) cos(bu%s)ds] sen(but)
Hp J0

1 t
+ [K2 - b2/ Wi (s) sen(b,u,%s)ds} cos(bu’t)
Ky, JO

Las condiciones iniciales proporcionan 2 ecuaciones para obtener K y Ko

o) 9 L
@) = 3 n0)Bu(0) = 0a(0) = £ [ Fe) @@

n=1

- / / 2 L
o(a) = 3k 0)2(a) = 0) = | s@a. @

Por ello, teniendo en cuenta los valores de v,,(0) y v}, (0) las constantes K y K son:

) L
Ky =7 /0 F(2)® () da
1 2 [F

K =—s= D, (z)d
\=pat ), s
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(12b.18)

(126.19)

(125.20)

(12b.21)

(126.22)

(12b.23)

(12.24)
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Por tanto, la solucién del problema viene dada por la expresién (12b.11) donde las funciones
propias son (12b.10) y las funciones v, (t) se obtienen de (12b.21). Los coeficientes K; y K se
encuentran definidos en (125.24)



