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5.— Se desea estudiar la distribucién estacionaria de temperaturas en el interior de una esfera
homogénea de radio R, centrada en el origen de coordenadas, conocida la distribucion de
temperaturas en su superficie.

a) Plantear la ecuacién diferencial en coordenadas esféricas que proporciona la temperatura
u(r,0,¢), siendo r el radio (0 < r < R), 6 la latitud (0 < 6 < 7) y ¢ la longitud ¢
(0 < ¢ < 2m), sabiendo que la distribucién de temperaturas en la superficie de la esfera es
una funcién conocida de 6, esto es, u(R,0,¢) = f(0), 0<0<m, Vo.

b) Demostrar que la separacién de variables ¥(r) ©(6) proporciona las ecuaciones diferenciales
ordinarias:

b.1) ©" 4+ cotan(d)©' + 1O =0
b.2) P20 4200 — AT =0

c) Efectuando el cambio de variable £ = cos@ y denominando G(§) = ©(arccosf), demostrar
que la ecuacién b.1) puede transformarse en la ecuacién de Legendre:

[(1-€)G"(©)) +AG(€) =0.

Esta ecuacién diferencial tiene soluciones no triviales en el intervalo [—1, 1] para los valores
propios A\, = n(n + 1), siendo n = 0, 1,2, ... Las funciones propias correspondientes a cada
valor A, son los “Polinomios de Legendre” de grado n: P, (), que pueden generarse mediante
la expresion recurrente:

(n+1)Pry1(§) = @n+ 1)EP,(E) —nPra(§);  Fo(§) =1, Pi(E) =&

d) Resolver la ecuacién diferencial b.2), teniendo en cuenta que A, = n(n + 1), y plantear la
solucién como una serie de polinomios de Legendre.

e) Los polinomios de Legendre forman un conjunto ortogonal de funciones que, entre otras
propiedades, verifican la relacién:

=+l on—1 (=11
2 _ 2
o prede= e [ R

Haciendo uso de esta expresién, obtener la solucién final wu(r,6,¢$) en términos de los
polinomios de Legendre y de la funcién f(0).

Solucion 5.a) Sea wu(r,0,¢) la temperatura en un punto del interior de la esfera definido por sus
correspondientes coordenadas esféricas. La ecuacién diferencial que gobierna el problema
propuesto es Au = 0 y la condicién de contorno u(R,0,¢) = f(0) Y¢. Por tanto, el problema
de la distribucién de temperaturas en estado estacionario en una esfera se puede plantear como
el siguiente problema interior de Dirichlet

Au=0, 0<r<R, 0<0<m 0<o¢<27

Dado que la condiciéon de contorno sélo depende de la coordenada esférica 6, el problema
puede resolverse en el plano (r,0) para valores 0 < r < Ry 0 < 0 < 7 y la distribucién
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de temperaturas que se obtenga sera valida para cualquier valor de ¢. Por tanto, podemos
garantizar que

u(r,0,¢) = v(r,0) Vo € [0, 27] (5a.2)
donde v(r, 6) es la solucién del siguiente problema de contorno
o*v  20v 1 9%  cotan(f) dv
ST ol e | PN R, 0<0<
87‘2+7’3T+r2892+ r2 00 ST isreT (5a.3)
v(R,0) = f(0); 0<0<2r
La separacién de variables v(r, ) = ¥(r)©(#) conduce a
2 1
V'O 4 WO + 5 TO ¢ cotan(®) gey _ (5b.1)
r r
que, introduciendo la constante A, se puede separar del siguiente modo:
0" + cotan(0)®' + X0 =0 (5b.2)
U 4 2r ¥ — AU =0 (50.3)

Si introducimos el cambio de variable £ = cos(f) las derivadas de la funcién © se pueden
escribir como:

de  deds  de

/ - = % = (=
O = " wa a0 o)
c.
n_d(_ 4O\ _ _ s 1 sin2(en L2
© =2 sen(6) i)~ cos(6) T + sin”(6) e
y la ecuacién ©” + cotan(§)®’ + A\O = 0 se escribe como
sen2(9)£ - 2COS(9)@ +X0 =0 (5¢.2)
dg? de¢ N ‘
donde © es una funcién de € en la forma O (arccos(§)) siendo £ = cos(f), por lo que
2
(1 - ) Olarceos(§)) o dOlarccos€)) | o arecos(e)) = 0 (5¢.3)
dé¢ d§
Denominando G(§) = ©(arccos(£)) tendremos:
’G _ dG
1— 22 9 = A4
( £)d§2 £d§+)\G 0 (5c.4)
que corresponde al siguiente problema de Sturm-Liouville
d L dG
d5<(1 §)d€>+AG 0; —1<¢<1 (5¢.5)
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La ecuacién (5¢.5) constituye un problema de Sturm-Liouville singular, ya que la funcién
(1 — £€2) se anula en los extremos del dominio. Se puede demostrar la ortogonalidad de las
funciones propias para valores propios

An=nn+1); n=0,1,... (5¢.6)

Dichas funciones son los Polinomios de Legendre P, (). Los polinomios de Legendre se pueden
generar mediante la siguiente féormula recurrente: dados Py(§) =1y Pi(§) =&

(n+1)Pota(§) = 2n + 1)EP(E) — nPy1(§); n = 2 (5¢.7)

La ecuacién diferencial 20" + 2rU’ — n(n + 1)¥ = 0; n = 0,1,... se conoce como ecuacién
de Euler-Cauchy y su solucién viene dada por la combinacién lineal de soluciones del tipo
U(r) = r?. Introduciendo la expresién anterior en la ecuacién de Euler-Cauchy se obtienen
dos valores posibles para ¢: g1 =ny g2 = —(n+ 1). Por tanto, la solucién general viene dada
por

B
U(r)=Ar"+ —— (5d.1)
r

En r = 0 la EDP es singular. La condicién de singularidad que exige que u(r, 8, ¢) esté acotada
cuando r — 0, se traduce en que v(r,0) y ¥(r) deben estar acotadas cuando r — 0. Para que
esta condicién de singularidad se satisfaga es necesario que B = 0.

Por otra parte, dado que para cada valor de n tendremos un valor propio A, y una funcién
propia P, (), las soluciones de la ecuacién de Euler-Cauchy también estdn asociadas a cada
valor de n, esto es W, (r) = A,r". La solucién en serie de Polinomios de Legendre es

v(r,0) =Y Apr"P,(cos(0)) (5d.2)
n=0

Las constantes A,, se pueden determinar imponiendo la condicién de contorno v(R,0) = f(0),
esto es,

o
f(0) = AR"P,(cos(6)) (5e.1)
n=0
Dado que & = cos(6) y que los Polinomios de Legendre son ortogonales respecto a 1, se obtiene:

+1

| | farecos(©) Pu(e)ds
—1

~Rn 1
/ P2(6)de

-1

An

(5e.2)

Utilizando la expresién recurrente (5¢.7) se comprueba que

! 2n—1 [t 2n—12n—3 [*
2 _ 2 _ 2 _
| prode= [ rod= =t [ P =

-1 -1
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T 2n1+ 1 :1 Py (©)de 2n2+ 1 (5e.3)
La solucién final es
u(r,0,¢) = i Apr" Py (cos(0)) Vo € [0, 27| (5e.4)
n=0
siendo P, los polinomios de Legendre y
A, = % _:1 (arccos(§)) P, (§)d¢ (5e.5)

6.— Obtener las vibraciones longitudinales de una barra cuyos extremos estan fijos elasticamente

con idénticos coeficientes de rigidez en ambas sujeciones. Las condiciones iniciales vienen dadas
por dos funciones conocidas f y g. Esto es, resolver el problema

2 2
a—gzoﬂa—z, O<ax<L, t>0;
ot Ox
0u(0,t) B ou(L,t) o
e hu(0,t) =0, 3 + hu(L,t) = 0;

u(z,0) = f(z), 240

Solucién 6. La EDP y las condiciones de contorno son lineales y homogéneas por lo que se pueden separar

variables directamente, esto es: u(x,t) = ®(x)T'(t). De este modo, tras introducir la constante
A, resulta:

T - X’T =0 (6.1)
" —A> =0

(6.2)
Ademds, las condiciones de contorno separadas son

(6.4)
Por tanto, el problema de contorno a resolver es

" —AB =0, ®(0)—hd0)=0, & (L)+h®(L)=0 (6.5)

Los casos correspondientes a A > 0 no proporcionan autovalores ni autofunciones. Si A < 0
podemos escribir A = —p? y la solucién de la EDO es
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®(x) = Asen(pz) + B cos(ux) (6.6)
Para que se verifiquen las condiciones de contorno debe cumplirse que

A —hB =0

6.7
puAcos(uL) — uBsen(uL) + hAsen(uL) + Bhcos(uL) =0 (6.7)

De las ecuaciones (6.7) se obtiene la ecuacién que permite determinar los valores propios, esto
es,

2
hcos(uL) — psen(uL) + m sen(uL) + hcos(uL) =0 (6.8)

En consecuencia, el espectro de valores propios A\; = —u? se obtiene de las infinitas raices de
la ecuacion

que es equivalente a (6.8). Las funciones propias son

D, (x) = Asen(uiz) + Bcos(u;x) (6.10)

Debido a la primera de las expresiones de (6.7) se debe cumplir uA — hB = 0, por lo que las
funciones propias también se pueden escribir como

®;(z) = A [sen(uiz) + % cos(uﬂ:)] = Asen(uz + ¢;) (6.11)
siendo
@i = arctan(u;/h). (6.12)

Las funciones propias obtenidas son ortogonales con respecto a 1 en (0, L) y por integracién
directa, se obtiene:

L L 2 2
“+ h*)L+2h .
O (x dx:/ sen? (i + @;)dx = (i Vi=1,2,... 6.13
Una vez obtenidos los valores propios A\; = —,u?, ya se puede resolver la EDO en el tiempo

T" — A>T = 0 cuya solucién general es

T;(t) = Cysen(u;at) + D; cos(piat) (6.14)
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Por tanto, la solucion es:

o
Z (Cisen(u;at) + D; cos(p;at)) sen(px + ;)
n=1

(6.15)

Aplicando las condiciones de contorno, obtenemos las ecuaciones que tienen que verificar los

coeficientes C; y D;

u(z,0) = f(z) <= f(x ZD sen(u;x + ;)

ou(z,

ot

n=1

0) = g(z) = g(z Z,uzozc sen(u;x + i)

n=1

Utilizando la ortogonalidad de las funciones propias se obtiene,

(6.16)

(6.17)

1 2(uf + 1%
oy (p? + h*)L + 2k

L
/ g(z)sen(u;z + ¢;)dz
0

(6.18)

T (Z+ DL+ 2k

2(uf + h?)

/ f(z)sen(piz + ¢;)dz

(6.19)

7.— Se desea estudiar la variacién a lo largo del tiempo de la posicién en el eje vertical u de una
membrana circular de radio a que se encuentra apoyada en un marco rigido horizontal en todo
instante de tiempo. La friccién a la que estd sometida la membrana durante su movimiento
vibratorio puede considerarse proporcional segiin una constante positiva a la velocidad vertical
de la membrana en cada punto.

En estas condiciones, y si las condiciones iniciales unicamente dependen de la coordenada
radial, el problema planteado tiene simetria angular por lo que, si se asume que el movimiento
tiene lugar en pequenas deformaciones y que, por tanto, solamente se producen desplazamientos
en el plano vertical y si no se considera el peso de la membrana, se puede escribir en términos
de la ecuacién diferencial y las condiciones de contorno e iniciales siguientes:

otr or?

u(a,t) = 0;

1 ou ou
+r6r>_hat’ r<a, t>0;

120 ur0) = 1), 2400 g

r < a;

siendo r la coordenada radial, ¢ el tiempo y c¢ la velocidad caracteristica de propagacién de
una onda en la membrana.
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Obtener los desplazamientos de la membrana u(r,t), si h < 4c/a.

(Nota: Las primeras raices positivas de Jo(z) son: 2.40482556043592, 5.52007810562151,
8.65372791287264, 11.79153443900112, 14.93091770846310,...)

Solucién 7. La ecuacién diferencial en derivadas parciales es lineal y homogénea por lo que se puede separar
en la forma

u(r,t) = ®(r)T(t) (7.1)
resultando . ) o o
1 /T T 1
(9<T+hT>—qb+r@ (7.2)

Es decir, para determinados valores de una constante de separacion A, resultan las ecuaciones
r®” + & — \rd =0 (7.3.a)
T" 4+ hT' = AT =0 (7.3.b)

Asimismo se puede separar la condicién de contorno en r = a dada por u(a,t) = 0 en la forma
®(a) =0.

Por otra parte, se hace necesario introducir una condicién de singularidad por cuanto la
ecuacion en derivadas parciales es singular en r = 0; asi, si se establece que los desplazamientos
de la membrana estan acotados en todos los puntos, y en particular en r = 0, ello implica que
para cualquier funcién T'(t) acotada, los desplazamientos estdn acotados siempre que ®(0)
también esté acotada.

En consecuencia, las funciones propias se obtendran de estudiar las soluciones no triviales del
problema de contorno

r®” + @ — \r® =0; ®(0) acotada, ®(a)=0 (7.4)
e Para valores propios negativos (A = —u?), el problema de contorno es
r®" + & + p?r® =0; &(0) acotada, ®(a)=0 (7.5)

es decir un problema de Sturm-Liouville singular cuyas funciones propias (si existen)
constituirdn un conjunto ortogonal en el dominio (0, a) respecto a la funcién de ponderacién
p(r) =r.

La ecuacién en derivadas parciales dada en (7.5) se puede expresar como una ecuacién
diferencial de Bessel si se realiza el cambio de variable z = ur, obteniéndose

e dd

— + — d=0 7.6

et e (7.6)
que como se observa se trata de una Ecuacion Diferencial de Bessel de orden 0 en la variable
z. Su solucién general es la combinacion lineal

®(z) = AJy(z) + BYp(2) (7.7)

siendo Jy(z) e Yp(z) las funciones de Bessel de primera clase y de segunda clase de orden
0 respectivamente. Deshaciendo el cambio de variable, se obtiene la soluciéon general de la
ecuacion (7.5):

(1) = AJo(ur) + B Yo(pur) (7.8)
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La condicién de singularidad “®(0) acotada” se satisface si y solo si en la solucién no interviene
la funcién de segunda clase Y dado que h’r% Yo(pur) — —oo, por lo que B = 0.
T—>

Por otra parte, la condicién de contorno ®(a) = 0 implica
®(a) =0— AJo(pa) =0 (7.9)

Asi, si se denominan {v,}, n € IN, al conjunto infinito de las raices de la funcién de Bessel
de primera clase de orden 0, es decir,

Jo(vn) =0, neIlN (7.10)
entonces los valores de p,, valen

un:%, n €N (7.11)
En resumen los valores propios son A\ = —u2 = —Z’g y las funciones propias asociadas a

dichos autovalores ®,,(r) = Jo(unr).
Para valores propios nulos (A = 0), el problema de contorno es

r®” +® =0; ®(0) acotada, ®(a)=0 (7.12)

que no tiene funciones propias asociadas, al no existir ninguna solucién no trivial de la forma
general ®(r) = A ln(r) + B que satisfaga la condicién de singularidad y la condicién de
contorno.

Para valores propios positivos (A = 4p?), se obtiene el problema de Sturm-Liouville singular
r®” + @ — *r® =0; ®(0) acotada, ®(a)=0 (7.13)

que al igual que en el caso de la ecuacién en derivadas parciales dada en (7.5) se puede
expresar como una ecuacion diferencial de Bessel mediante un cambio de variable de la forma
z = ur, obteniéndose

*® 4o

z2—5 +———20=0 7.14

dz?  dz (7.14)
que efectivamente es una ecuacién diferencial de Bessel modificada de orden 0 en la variable
z, y cuya solucién general es la combinacion lineal

<I>(z) = AI()(Z) + BK()(Z) (7.15)

siendo Iy(z) y Ko(z) las funciones de Bessel modificadas de primera clase y de segunda clase
de orden 0 respectivamente. Seguidamente, al deshacer el cambio z = ur, se obtiene la
solucién general de la ecuacién (7.13):

O(r) = Alo(ur) + B Ko(ur) (7.16)

La condicién de singularidad “®(0) acotada” se satisface siy solo si en la solucién no interviene
la funcion de segunda clase modificada Ky dado que h’n% Koy(ur) — 400, por lo que de nuevo
r—
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B =0.
Por otra parte, la condicién de contorno ®(a) = 0 implica que debe satisfacerse la igualdad

®(a) =0— Alp(pa) =0 (7.17)

Sin embargo, dado que la funcién Iy no tiene raices en la recta real, no es posible obtener
los valores de u, y (7.17) solo se satisface si A = 0, esto es con la solucién trivial. En
consecuencia, no existen funciones propias asociadas a autovalores positivos.

La resolucién de la ecuacién diferencial (7.3.b), para los distintos valores propios A = —pu?2
donde p, vienen dados por (7.11) conduce a

/! / Vnc 2
T" 4+ T + (7) T —0. (7.18)

En el enunciado se establece que los valores del coeficiente de friccién h son tales que h < 4c¢/a.
Si ademads se tiene en cuenta que todas las raices positivas de la funcién de Bessel Jy son
mayores que 2 (la menor vale 2.40482556043592), entonces se cumple que h? < 4(v,c/a)? por
lo que la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria (7.18) corresponde unicamente a casos
subamortiguados, esto es

To(t) = e~ "/2(C,, sen(wpt) + Dy, cos(wpt)) (7.19)

siendo wy, las frecuencias naturales de vibracion de la membrana:

o — 4<”"C/2 Ok e (7.20)

Teniendo en cuenta la separacién de variables establecida en (7.1) y aplicando el principio de
superposicion, la solucién se puede expresar como la serie generalizada de Fourier en términos
de funciones de Bessel de primera clase de orden O:

u(r,t) = Z e~ M/2(C,, sen(wy t) + Dy, cos(wn t)) Jo(pinr) (7.21)

n=1

Finalmente los coeficientes C), y D,, se pueden obtener sin mas que imponer que (7.21) verifique
las condiciones iniciales del problema. La condicién inicial homogénea wu(r,0) = f(r) conduce
a la identidad

F(r) =" Dy Jo(pin ) (7.22)
n=1

es decir,

/Oa s f(s) Jo(pn s)ds

D, = =
/ s J2(1tn 5) ds
0

., VnelN (7.23)
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ou(r,0)

Por otra parte la imposicion de la condicién inicial en velocidades o = g(r), implica que
debe verificarse la igualdad

gr) =" <_2h Dy, + wn Cn) Jo(pn ) (7.24)

n=1

de la que se obtienen los coeficientes C,:

., VnelN (7.25)

En consecuencia, los desplazamientos horizontales de la membrana u(r, t) vienen dados por la
funcién (7.21) con los coeficientes (7.23) y (7.25), donde p, se obtiene segin (7.10) y (7.11), y
wp, viene dado por (7.20).

8.— Un fluido incompresible se encuentra inicialmente en reposo en el interior de una tuberia
circular de radio R y longitud L. En un determinado instante se aplica un gradiente de
presiéon Ap. En condiciones de flujo laminar, la velocidad v(r,t) en cualquier posicién radial r
e instante ¢ satisface la ecuacién diferencial

ov 10 ( av> Ap

O<r<R, t>0,

Por —Hror "or L’

siendo p la densidad y p la viscosidad del fluido.

Teniendo en cuenta que la velocidad v es finita en el centro del tubo (r = 0) en cualquier
instante de tiempo, y que en el contorno (r = R) la velocidad v debe ser nula para que no
se produzca deslizamiento de la lamina de fluido en contacto con la pared, se pide obtener la
expresion de la velocidad v(r,t) para cualquier posicién radial r e instante de tiempo t.

Solucién 8. El problema de contorno y valores iniciales cuya resolucién se propone es

ov 10 ov Ap

o5 = () 1

v(0,t) finita; v(R,t)=0, t>0
v(r,0)=0, 0<r<R

O<r<R, t>0
(8.1)

Obsérvese que se trata de un problema no homogéneo debido a la presencia del término Ap
en el segundo miembro de la ecuacion diferencial. Consecuentemente, se puede plantear hallar
la solucién v(r,t) como la suma de una solucién de equilibrio vg(r) (caso de que exista) y una
funcién u(r,t) correspondiente a los estados transitorios, de modo que



