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CALCULO AVANZADO EN INGENIERIA PRACTICA 5
Separacién de Variables
Desarrollos en Funciones Propias (Curso 2024-2025)

1.— Resolver los siguientes problemas de valores iniciales y contorno:

2 *u 5 0%u
?;::432; 0<z<1,t>0 92 =~ Y a2 0<z<m >0
T
b 0
a) u(z,0) =2%(1—2); 0<z<1 ) u(z,0) =0, 8—7:(33,0):856112(;1:); 0<z<m

U(O,t) =0, u(Lt) =0; t=0. u(O,t) =0, u(w,t) =0; t>0.

Solucion 1.a) La ecuacién diferencial es lineal y homogénea por lo que se puede separar en la forma

u(z, t) = X(x)T(t) (la.1)
resultando
1 T/ X//
iT X (1a:2)

Es decir, para determinados valores de una constante de separacion A, resultan las ecuaciones
X" XX =0 (la.3.a)
T —4XT =0 (1a.3.b)

Asimismo y dado que las condiciones de contorno en z = 0 y = 1 son también lineales y
homogéneas pueden separarse en la forma X (0) = 0, X(1) = 0. En consecuencia, debemos
estudiar el problema de contorno

X"-AX=0, X0)=0, X(1)=0 (la.4)

Este problema no tiene funciones propias para valores propios positivos (A = p?) dado que no
existen funciones de la forma X = Ce** + De """ que satisfagan X (0) = 0, X (1) = 0 excepto
la solucién trivial X (z) = 0, ni tampoco funciones propias asociadas a valores propios nulos,
en el que la solucién general es una recta (X = C' + Dx).

Para valores propios negativos (A = —u?) en los cuales la solucién general es de la forma
X (x) = Csen(ux) + D cos(uzx), la imposicién de las condiciones de contorno conduce a que
existen infinitos valores propios, dados por )\, = —u2, siendo

pn =nm, nelN (la.5)
cuyas funciones propias asociadas son X, (x) = sen(u,z), n € IN.

La resolucién de la ecuacién diferencial (1a.3.b), para los distintos valores propios conduce a

T+ 42T =0 — T,(t) = A,e ¥t (1a.6)



Solucién 1.b)
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Teniendo en cuenta la separacién de variables establecida en (1a.1) y aplicando el principio de
superposicion, la solucion se puede expresar como la serie de Fourier

o
u(x,t) = ZXnTn (la.7)
n=1
esto es:
> 2.2
u(z,t) = Z Ape 4" b sen(nx) (1a.8)
n=1

Finalmente la imposicién de la condicién inicial u(z,0) = 22(1 — z) conduce a la identidad
o0
221 —z) = Z Ay, sen(nmx) (1a.9)
n=1

de la que se obtiene el coeficiente:

1
A, = 2/ s%(1 — s) sen(nms)ds (1a.10)
0
que integrado resulta
4(—=1)"t —2
4, = AEDT =2 (1a.11)
n°m

La ecuacion diferencial es lineal y homogénea por lo que se puede separar en la forma

u(x,t) = X(x)T'(t) (16.1)
resultando Y Y
1T X

- - = 15.2

Es decir, para determinados valores de una constante de separacion A, resultan las ecuaciones
X" —AX =0 (10.3.a)
T - X*T =0 (15.3.)
Asimismo y dado que las condiciones de contorno en x = 0 y x = 7 son también lineales y
homogéneas pueden separarse en la forma X (0) = 0, X () = 0. En consecuencia, debemos

estudiar el problema de contorno

X"-AX =0, X(0)=0, X(m)=0 (1b.4)
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Este problema tunicamente tiene funciones propias no triviales asociadas a valores propios
negativos (A = —u?), y que vienen dados por \, = —n? y X, (z) = sen(nz), siendo n € IN.

La resolucién de la ecuacién diferencial (1b.3.b), para los distintos valores propios conduce a

T"+n%?T =0 — Ty(t) = A,sen(nat) + B, cos(nat) (10.5)

Teniendo en cuenta la separacién de variables establecida en (1b.1) y aplicando el principio de
superposicion, la solucion se puede expresar como la serie de Fourier

o0
u(z,t) = Z<A” sen(nat) + By, cos(nat)) sen(nx) (1b.6)
n=1
Finalmente la imposicién de la condicién inicial homogénea u(x,0) = 0 conduce a que el
coeficiente B,, debe ser nulo (B,, = 0, Vn € IN), y de la imposicién de la condicién inicial en la
derivada temporal %(m, 0) = 8sen?(z) resulta la identidad
o0
8sen?(z) = Z Apnasen(nx) (10.7)
n=1

de la que se obtiene el coeficiente:

1 ™
A, = 16 sen?(s) sen(ns)ds (10.8)

nam Jo

que integrado resulta

_32((-D" - 1)

2

A, 5
n ma(n® —4)

(1b.9)

2.— Se desea obtener la distribucién de temperaturas u(x,y) en estado estacionario de una placa
metélica cuadrada de 1 m?. Las condiciones de contorno en los cuatro lados de la placa son
las siguientes: el contorno (0,y) estd aislado, la temperatura del contorno (1,y) es igual a un
valor de referencia (que puede tomarse igual a 0), el flujo de calor en el contorno (z,0) es
proporcional a la diferencia entre la temperatura en cada punto y la anterior temperatura de
referencia (considérese que los valores de las constantes fisicas son la unidad, y que por tanto
esta condicién de contorno es de la forma u,(z,0) —u(z,0) = 0) y la temperatura del contorno
(x,1) es conocida (e igual a Tp).

Si no existen fuentes de calor en la placa, el inico mecanismo de transferencia de calor es
debido a la difusion y la placa puede considerarse isdtropa y homogénea, plantear el problema
de contorno y obtener la distribucién de temperaturas u(z,y).

Solucién 2. Se propone resolver el problema de contorno
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d? 92
—ZJr—Z:O, 0<xr<l O<y<l1
Ox Oy (2.1)
ou(0 0 0
0 =0, () =0 P u(e0) =0, e ) =T
La ecuacion diferencial es lineal y homogénea por lo que se puede separar en la forma
u(z,y) = X(z)Y (y) (22)
resultando Y Y
X Y
—+ —=0 2.3
~ Ty (2.3)

Es decir, para determinados valores de una constante de separacion A, resultan las ecuaciones
X"-AX =0 (2.4.a)
Y"+AY =0 (2.4.b)

Asimismo y dado que las condiciones de contorno en x = 0 y = 1 son también lineales y
homogéneas pueden separarse en la forma X’(0) = 0, X(1) = 0. En consecuencia, debemos
estudiar el problema de contorno

X"—AX =0, X'(0) =0, X(1)=0 (2.5)

Este problema no tiene funciones propias para valores propios positivos (A = p?) dado que
no existen funciones de la forma X = C1eM* + Die~"* que satisfagan X'(0) = 0, X(1) =0
excepto la solucién trivial X (x) = 0.

En el caso del valor propio nulo (A = 0) en el que la solucién general es una recta
(X = Cp + Dox), la tnica funcién que verifica las condiciones X'(0) = 0, X(1) = 0 es la
solucién trivial. En consecuencia, para el valor propio nulo no existe tampoco ninguna funciéon
propia.

Para valores propios negativos (A = —u?) en los cuales la solucién general es de la forma
X (x) = Cisen(uz) + Dy cos(px), la imposicién de las condiciones de contorno conduce a

2n —1
X'0)=0 — C1=0; X(1)=0 — Dicos(pp)=0 — pu= ( n2 )W, nelN (2.6)
Por lo tanto, en el caso A < 0 existen infinitos valores propios, dados por A, = —pu2, siendo
2n —1
= E 0T e (27)

cuyas funciones propias asociadas son X, (x) = cos(upx), n € IN.

La resolucién de la ecuacién diferencial (2.4.b), para los distintos valores propios conduce a

Y= 12Y =0 — Y,(y) = Ape*Y + B,e FnY 2.8
n
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Ju(x,0)

La condiciéon de contorno mixta o u(x,0) = 0 es lineal y homogénea por lo que es

separable: Y'(0) — Y (0) = 0. Aplicando esta condicién a la funcién (2.8) se obtiene la relacién
entre los coeficientes

(nAn — jinBy) — (An+Bp) =0 —s By — ZZ - 1An (2.9)
Si ahora se sustituye B,, en (2.8) resulta
Yoly) = Ay, (e#ny + We%@f) (2.10)
pn + 1
y que también se puede reescribir como
Yaw) = 22 G Ch(pa) + (1)) = Ao (i Ch(ins) + Sh(pa)) (211

donde /Tn ha sido redefinida al expresar la funcién Y, (y) en términos del seno y coseno
hiperbdlicos.

Teniendo en cuenta la separaciéon de variables establecida en (2.2) y aplicando el principio de
superposicion, la solucion se puede expresar como la serie de Fourier

u(z,y) =Y XYy (2.12)
n=1
esto es:
u(@,y) =Y An (ttn Ch(piny) + Sh(pny)) cos(in) (2.13)
n=1

Finalmente la imposicién de la condicién de contorno no homogénea u(x,1) = Ty conduce a la
identidad

Ty = Z Ay (s Ch(pin) + Sh(pin)) cos(pun) (2.14)

n=1

de la que se obtiene el coeficiente:

1
cos(puns)ds
i Ty /0 (1ns) _ 2T sen(piy,) (2.15)
" 4 Ch(pn) + Sh(pn) [* 2 fin(ttn Ch(pin) + Sh(pn))
cos”(uns)ds
0
i (2n — 1)m _ nal .
inalmente, dado que p, = *=—%—"—, entonces sen(u,) = (—1) por lo que el coeficiente
ﬁn vale
" _1\n+1
A= 27T (2.16)

Nn(,ufn Ch(,un) + Sh(ﬂn))
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3.— Un cable uniforme, flexible, de longitud L y densidad lineal constante \ se cuelga verticalmente
por uno de sus extremos. Inicialmente, y estando el cable en reposo, se aplica al segmento de
cable comprendido entre x = 0 (el extremo libre) y = L (8 < 1) una velocidad horizontal
constante v.

a) Asumiendo que las vibraciones que se originan son pequenas, plantear el problema de contorno
que gobierna el movimiento ondulatorio que se produce.

b) Hallar la expresién que proporciona el desplazamiento horizontal de cualquier punto x del
cable en un instante .

Solucién 3.a) Sea u(x,t) el desplazamiento horizontal de un punto = del cable en un instante de tiempo t.
Analizaremos un segmento de cable de longitud Az durante el movimiento en un instante t:
asi, sean T'(x,t) la tensién del cable en el punto =z y T(x + Az, t) la tensién del cable en el
punto x + Az, y sean 0(z,t) el dngulo que forma con la vertical la recta tangente a la curva
que describe el cable en el punto z y 6(x + Ax,t) el dngulo que forma con la vertical la recta
tangente a la curva en el punto z + Azx. El planteamiento del balance de fuerzas que actiian
conduce a:

0%u
/\Axﬁ =T(z+ Ax,t)senf(x + Ax,t) — T(z,t)send(z,t) (3a.1)
siendo A kg/m la densidad lineal del cable (asumida constante). Dividiendo esta expresién
entre Az y evaluando en el limite cuando Az — 0 se obtiene
Pu 0

o7 = gy (T@hsendle,t),  0<wz<L t>0 (3a.2)

Sin embargo, la tensién T'(x,t) en cada punto del cable viene dada por el peso de cable que

soporta, esto es T'(z,t) = Agx donde g es la aceleracién de la gravedad. Por otra parte, dado

que se asume que el movimiento tiene lugar en pequenas vibraciones entonces es valida la

aproximacién

Ju(z,t)
ox

por lo que resulta la ecuacién diferencial en derivadas parciales:

senf(z,t) ~ tanf(x,t) = (3a.3)

9> G, G,
8;:(%<g:ﬁaz>, O<z<L, t>0 (3a.4)

En resumen el problema de valores iniciales y de contorno es

Pu 9 [ ou
u(0,t) acotado, t>0; wu(L,t)=0, t>0
Ou(z,0) [v;0<z<pL

ot _{0;5L<x<L

), O<x<L, t>0

(3a.5)
u(z,0) =0, 0 <z <L;

Solucidén 3.b) La ecuacién diferencial en derivadas parciales es lineal y homogénea por lo que se puede separar
en la forma

u(z,t) = &(x)T(t) (3b.1)
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resultando
17" 1d(xd')
gT & dx

(3b.2)

Es decir, para determinados valores de una constante de separacion A, resultan las ecuaciones

d (:mI)/) ~
— AP =0 3b.3.
. (3b.3.a)
T" — XgT = 0 (3b.3.b)

Asimismo se puede separar la condicién de contorno en z = L dada por u(L,t) = 0 en la
forma ®(L) = 0. La condicién de singularidad en = = 0 que establece que los desplazamientos
horizontales del cable en el extremo libre estdn acotados se puede también expresar de forma
separada ya que esta condicién se verifica para cualquier funcién 7'(t) acotada siempre que
®(0) también esté acotada.

En consecuencia, las funciones propias se obtendran de estudiar las soluciones no triviales del
problema de contorno

d(z®) ~
(5 ) Se—o ®(0) acotada, (L) =0 (3b.4)
T
e Para valores propios negativos (X = —u?), el problema de contorno es
d(z®’
(dmx) + 12® =0; ®(0) acotada, ®(L)=0 (30.5)

es decir un problema de Sturm-Liouville singular cuyas funciones propias (si existen)
constituirdn un conjunto ortogonal en el dominio (0, L) respecto a la funcién de ponderacién
unidad.

La ecuacién en derivadas parciales dada en (3b.5) se puede expresar como una ecuacién

diferencial de Bessel si se realiza el cambio de variable z = 2 —Xm, esto es z = 2u+/z, dado
que

dd dd d(z®') 1d ([ do >d ([ d®
o= 9@ _ p (2); (¢2) _1d LA _pd [ d®(z) (30.6)
dx Vr dz dx 2dx dz z dz dz
que sustituidos en la ecuacién diferencial de (3b.5) resulta
d [ d®(z)
. (z P > +28(2) =0 (30.7)

Como se observa se trata de una ecuacién diferencial de Bessel de orden 0 en la variable z.
Su solucion general es la combinacién lineal

O(z) = AJo(z) + BYo(z) (30.8)

siendo Jy(z) e Yy(z) las funciones de Bessel de primera clase y de segunda clase de orden 0
respectivamente. Si se deshace el cambio de variable z = 2u+/z, se obtiene la solucién general
de la ecuacién (3b.5):

P(z) = AJo(2uv/x) + BYo(2u/) (30.9)
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La condicién de singularidad “®(0) acotada” se satisface si y solo si en la solucién no interviene
la funcién de segunda clase Y dado que h’nr[l)Yo(Q,u\/E) — —o0, por lo que B = 0.
T—

Por otra parte, la condicién de contorno ®(L) = 0 implica
O(L)=0— AJo(2uVL) =0 (3b.10)

Asi, si se denominan {v,}, n € IN, al conjunto infinito de las raices de la funcién de Bessel
de primera clase de orden 0, es decir,

Jo(vn) =0, nelN (3b.11)
entonces los valores de u, valen
o €N 3b.12
Hn = y N :
" aVL (3b-12)
~ 2
En resumen los valores propios son A\ = —pu2 = —ﬁ y las funciones propias asociadas a

dichos autovalores ®,,(x) = Jo(21n\/T).

Para valores propios nulos (A = 0), el problema de contorno es

d(z®
(d) =0; ®(0) acotada, ®(L)=0 (3b.13)
a:
que no tiene funciones propias asociadas, al no existir ninguna solucién no trivial de la forma
general ®(x) = A In(z) + B que satisfaga la condicién de singularidad y la condicién de
contorno.

Para valores propios positivos (X = 4u2), se obtiene el problema de Sturm-Liouville singular

d (z®")

- p?® =0; ®(0) acotada, ®(L) =0 (3b.14)
X

que al igual que en el caso de la ecuacién en derivadas parciales dada en (3b.5) se puede
expresar como una ecuacion diferencial de Bessel mediante un cambio de variable de la forma

2 =2V Az, esto es z = 2u4/T, obteniéndose

d (ZdCD(z)

dz dz

) —20(2) =0 (3b.15)

Como se observa se trata de una ecuacion diferencial de Bessel modificada de orden 0 en la
variable z. Su solucién general es la combinacién lineal

B(z) = Alo(z) + B Ko(2) (3b.16)

siendo Ip(z) y Ko(z) las funciones de Bessel modificadas de primera clase y de segunda clase
de orden 0 respectivamente. Si se deshace el cambio de variable z = 2u+/x, se obtiene la
solucién general de la ecuacién (3b.14):

O(z) = Alo(2uv/x) + B Ko(2p1/x) (3b.17)
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La condicién de singularidad “®(0) acotada” se satisface si y solo si en la solucién no interviene
la funcién de segunda clase modificada Ky dado que HII(I) Ky(2uy/z) — +00, por lo que de
r—r

nuevo B = 0.
Por otra parte, la condicién de contorno ®(L) = 0 implica que debe satisfacerse la igualdad

®(L)=0— Aly(2uVL) =0 (3b.18)

Sin embargo, dado que la funcién Iy no tiene raices en la recta real, no es posible obtener
los valores de p, y (3b.18) solo se satisface si A = 0, esto es con la solucién trivial. En
consecuencia, no existen funciones propias asociadas a autovalores positivos.

La resolucién de la ecuacién diferencial (3b.3.b), para los distintos valores propios X = —p2
donde p,, vienen dados por (3b.12) conduce a

T" + 29T =0 — Ty(t) = Cpsen(pn/gt) + Dy cos(pnr/gt) (3b.19)

Teniendo en cuenta la separacién de variables establecida en (3b.1) y aplicando el principio de
superposicion, la solucién se puede expresar como la serie generalizada de Fourier en términos
de funciones de Bessel de primera clase de orden 0:

u(x,t) = Z (Crsen(pinr/gt) + Dy cos(pin/gt)) Jo(2unv/T) (3b.20)

n=1

Finalmente los coeficientes C,, y D,, se pueden obtener sin mas que imponer que (3b.20)
verifique las condiciones iniciales del problema. La condicién inicial homogénea u(z,0) = 0
conduce a la identidad

0= i Dy Jo(20n\/T) (3b.21)
n=1

que se cumple si y solo si

D,=0, VnelN (3b.22)
. . ou(x,0) . .
Por otra parte la condicién inicial en velocidades =57 = g(z) donde la funcién g(z) viene
v; 0<ao <L S
dada por g(x) = , conduce a la identidad
0; pL<z <L

g(x) = Z Cnﬂn\/a J0(2,U/n\/5) (3()23)
n=1

Introduciendo la funcién g(z) y teniendo en cuenta que el conjunto de funciones propias es
ortogonal en (0, L) respecto a la funcién unidad —véase ecuacién (3b.5)—, se obtienen los
coeficientes C,,:
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8L
/ Jo(2pn/5) ds
Cp = —— 0
0

. ., VneN (3b.24)
I3 (20n\/5) ds

Si ademés se tienen en cuenta las siguientes propiedades integrales de las funciones de Bessel

BL L
/O Jo(241n /) ds:ZL/Bmun NG /0 T Cuan/5) ds = LJ2(vy) (30.25)

los coeficientes C,, resultan ser

C, = 4%’ pL 7‘]1(5” ‘/B), Vn e N (3b.26)
vy, g ‘]1 (Vn)

En consecuencia, los desplazamientos horizontales del cable u(x,t) vienen dados por la funcién
(3b.20) con los coeficientes (3b.22) y (3b.26), donde iy, se obtiene segin (3b.12) y (3b.11).

4.— Se desea estudiar la distribucién de temperaturas u(z,t) a lo largo del tiempo de una barra

metalica, de seccién transversal constante, con superficie lateral aislada y formada por dos
segmentos homogéneos de materiales distintos.

Si la barra se sitia de forma que su eje coincida con el eje X y se denominan respectivamente
a y b a las longitudes de ambos segmentos, de modo que su unién coincida con el origen, las
propiedades de los materiales pueden expresarse por:

_Jea, —a<z<0 ki, —a<zx<0 _Jp, —a<z <0
c(x)_{% O<az<b ’ k@)_{kg, O<az<b ’ p(x)_{p% O<z<b

siendo ¢(z) el calor especifico, p(x) la densidad y k(x) la capacidad calorifica de la barra. Para
cada material las propiedades c1, ca, k1, k2, p1, y p2 son constantes.

En todo momento los extremos de la barra se mantienen a una temperatura de referencia
constante, e igual a 0. Asimismo se sabe que inicialmente la distribucién de temperaturas es
f(z), —a <z < b,y que no hay fuentes de calor externas.

a) Demostrar que la ecuacién diferencial que rige este problema es

C(x)p(x)f;? = ai; (k(:c)gz) ., —a<x<0,0<z<b t>0.

Dar explicitamente las condiciones iniciales y de contorno.

b) Dado que la barra estd formada por dos piezas de materiales distintos, la resolucién de este
problema requerird plantear dos problemas de contorno distintos. En la unién entre los dos
segmentos, jqué dos condiciones de compatibilidad deben verificarse? Razonar la respuesta.

¢) Aplicando la separacién de variables u(z,t) = ¢(x)T(t), demostrar que el problema se puede
separar en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, que son:

dT'(t)

— = \T'= t ;
7 0, > 0;
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% (k(w)di(xgv)) —Xe(@)p(z)p(x) =0, —a<z<0,0<x<b.

., Cémo quedan las condiciones de contorno tras la separacién de variables? ;Qué condiciones
verifica la funcién ¢(z) en la unién entre los dos segmentos?

d) Si se considera la funcién ¢(z) definida por

_Jpi(x), —a<z<0
¢($)_{q§;(ac), 0O<z<b’

demostrar que los dos problemas de contorno que se obtienen de la separaciéon de variables

o { (2) = Aaléi(z) =0, —a<z<0; di(—a)
P () — Aa3ga(z) = 0, 0<z<b; ¢ab) =

relacionados por las condiciones en la unién,

=0
0 9

$1(0) = ¢2(0) ; k1 ¢1(0) = k2 ¢5(0),

siendo a% =cp/k1y a% = copa/ka.

e) En general los problemas de contorno con las condiciones definidas en el apartado anterior
solamente admiten funciones propias para valores propios A negativos (\, = —p2, n =
1,2,...), salvo casos particulares para determinadas relaciones entre las constantes aq, ag, k1,
ko v la longitud de los dos segmentos que forman la barra.

Dar la expresién que permite obtener explicitamente los valores propios, y demostrar que las
funciones propias correspondientes a cada valor propio son:

¢G1n =sin(pupar (z+a)), —a<z<0;  ¢op =sin(upaz (x —5b)), 0 <z <b.

f) Demostrar a continuacién que la distribucién de temperaturas u(z,t) viene dada por la serie
generalizada de Fourier,

[e.9]

u(x,t) = Z Unp, ¢n($> e—ll%t,

n=1

donde la funcién ¢, (z) viene dada por

¢n(x):{¢1n(m), —a<z<0 ‘

don(z), O0<z<Db

g) Dar la expresién que permite evaluar los coeficientes u,, de la serie generalizada.

Solucidn 4.a) El problema propuesto consiste en estudiar la propagacién del calor en una barra formada por
dos materiales distintos. En consecuencia se puede plantear el principio de conservacion de la
energia a cualquier segmento de la barra tanto en el seno de un material como en el otro y
deducir la ecuacion del calor en cada medio. Las condiciones iniciales y de contorno son

u(—a,t) =0 wu(b,t)=0, t>0; u(z,0) = f(z), —a<zx<b (4.1)
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Solucion 4.b) En la seccién correspondiente a la unién entre los dos materiales, dado que la barra esta aislada
lateralmente, se satisfacera continuidad de la temperatura y de los flujos de calor en esa seccion
(condicién de “contacto térmico perfecto”).

Solucion 4.c) Aplicando la separacién de variables u(z,t) = ¢(x)T(t) la ecuacién en derivadas parciales se
separa en la forma

T 1d d¢ —AT=0
dr ( ) — Aepp =0
Las condiciones de contorno son lineales y homogéneas y se pueden expresar como
¢(—a)=0,  ¢(b)=0 (4.3)

La condicion de compatibilidad en la seccién de unién de los dos materiales es de continuidad

de la funcién ¢ y del flujo —£92.

.. : L _ Ji(z), —a<z<O0
Solucion 4.d) Si la funcién ¢(x) se define por segmentos de la forma ¢(z) = {¢2(x)’ O<a<h al
sustituir en (4.2) se obtiene
¢ (z) — mﬂﬁl(aﬁ) =0, —-a<x<0
4.4
¢5(z) — 02p2¢($)=0, O<z<b ’ (4.4)

ya que las propiedades fisicas de los materiales son constantes en cada uno de los dos segmentos
de la barra. Por otra parte, las condiciones de contorno ¢(—a) = 0y ¢(b) = 0 pasaran a ser
respectivamente ¢1(—a) =0y ¢2(b) = 0, de acuerdo con la definicién establecida de ¢(x).

La condicién de continuidad de la temperatura en la unién, esto es ¢(07) = ¢(071), se traduce
en ¢1(0) = ¢2(0), y la de continuidad del flujo dada por —k(07)¢'(07) = —k(07)¢/(0T)
quedard como —k1¢;(0) = —kah(0).

Solucién 4.e) Dado que solamente existen valores propios negativos A = —u2, n € IN, entonces

T+ p2a2dp =0, —a<z<0; — ¢1(z) = Aysen(puparz) + By cos(pparz) (4.5)
Db p2addy =0, 0<z<b; — ¢o(x) = Aysen(pu,anx) + By cos(nant) ‘

Los coeficientes A1, Ao, By, By verificaran ademads las siguientes relaciones como consecuencia
de las condiciones de contorno y de compatibilidad

¢1(—a) =0 — 0= —A;sen(upaia)+ By cos(upaia)
$2(b) =0 — 0= Aysen(unazdb) + Ba cos(unazb)
$1(0) = ¢2(0) — By = By (4.6)
k
—B1g4(0) = —kagh(0) —> Ay = oAy
Oélkl

que conducen a la ecuacién algebraica



Colominas 1., Gémez H.— “Problemas de EDPs en la matemdtica aplicada” 62/117

arky
ko

tan(pna2b) + tan(pu,cna) =0 (4.7)

cuyas raices proporcionan los valores propios del problema.

En lo relativo a las funciones propias dado que Aj sen(pu,a1a) = Bj cos(upaia) entonces

O1n = Az sen(pupaqx) + By cos(upaiz) = Ay (sen(unal:):) + w cos(,u,noqx)>
cos(pnaia)
A
-4 (sen(pupaix) cos(upaia) + sen(pupaia) cos(pnarx)) (4.8)

cos(punpaia)

= Constante; sen(ppon(z + a))

y por otra parte, dado que A; = gigf As, By = By y By = Aj tan(u,aqa) entonces
Ctlkl
Pon = A1 - sen(ppaox) 4 tan(ppaqa) cos(p, )
A8 (gen(pna52) — tan(jinazb) cos(inasa))
= sen(ppanz) — tan(p,anb) cos( oz
1a2k2 Hn G2 Hn G2 Hn G2 (4.9)

Oélkl

Lk cosinanab) (sen(pnax) cos(pnaeb) — sen(p,aeb) cos(upaar))

= Constantes sen(ppaz(z — b))

_aiky tan

donde se ha hecho uso ademaés de la relacién tan(pu,a1a) = ol (Lnaab).

Solucién 4.f) La solucién de la ecuacién en la variable ¢ de (4.2) vendra dada por Ty (t) = Cpe #nt por lo
que aplicando el principio de superposicion la soluciéon vendra dada por

o
u(x,t) = Z U, P () et (4.10)
n=1
Solucién 4.g) Los coeficientes u, se obtienen de imponer la condicién inicial u(z,0) = f(z). Teniendo

en cuenta que de acuerdo con el problema de contorno de (4.2) las funciones propias son
ortogonales respecto ¢(z)p(x) se obtiene

b

b
| ctslps) () ons)ds = un [ cls)os)6(5)ds (4.11)

—a —a

por lo que los coeficientes vienen dados por

0 b
cipr [ f(s)bin(s)ds + 62/)2/ f(8)pan(s)ds
Up = —a 0 (4.12)

0 b
cpr | d1a(s)ds + capo / $5n(s)ds
—a 0




