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CALCULO AVANZADO EN INGENIERIA PRACTICA 4

Ecuaciones en Derivadas Parciales de Primer Orden (Curso 2024-2025)

1.— Resolver el problema de valores iniciales para una onda unidireccional:

ou ou

E—i_caix:f(x’t)v u(x7t:0):F(x)’

siendo ¢ una constante real y f(z,t), F(x) funciones conocidas.

‘2 : = d oud Ou dt )
Solucidén 1. Si la coordenada s es tal que i _ f((:)) }, entonces d—z = %d—iz + (71:% Identificando con

la EDP y parametrizando la condicién inicial, tenemos

dt

1 =0 t=

ds ; 0‘ 0o— S

dz

— =¢ T=Tls=o—T=cS+T
ds

du

=5 = f@(s),ts)); ulr) = F(7)]s=0

La solucién general de la EDO anterior es

u(r ) = /0 F@(2), H(2))d= + T(r).

Imponiendo la condicién inicial u(7) = F(7) en s = 0, se obtiene la solucién particular

u(r, ) = /0 F(r + ez, 2)dz + F(7)

s=t

T=x—ct

Deshaciendo el cambio de variables { }, se obtiene la solucién final del problema

t
u(z,t) = F(x — ct) + / flz —ct+cz,2)dz
0

2.— Resolver el siguiente problema de valores iniciales para una onda unidireccional amortiguada:

ou ou
E—FC%—F)\U—O, u(z,t =0) = F(z)

siendo ¢, A constantes reales y F'(x) una funcién conocida.
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Identificando con

.. . = d oud Ou dt
Solucion 2. Si la coordenada s es tal que v — z(s) } entonces — = 2222 Y

{t_t(s) ds  Owds | otds
la EDP y parametrizando la condicién inicial, tenemos

dt

—=1; t=0[sz0 —t=3s

ds

dx

—=¢ XT=Tlsmo—T=cS+T
ds

d

£+Au:0; u(1) = F(7)|s=0

La solucién general de la EDO anterior es
u(r,s) = U(r)e .
Imponiendo la condicién inicial u(7) = F(7) en s = 0, se obtiene la solucién particular

u(r,s) = F(1)e

=t
Deshaciendo el cambio de variables { § } se obtiene la solucién final del problema

T=x—ct

u(z,t) = F(z — ct)e

3.— Resolver el siguiente problema de valores iniciales:

ou Ou Ou

%‘f’afy‘f'a:(); u(z,y,0) = f(z,y)

Obtener asimismo la solucién v(x1, x9, ..., Tn—1,xy,) del siguiente problema de valores iniciales
en IR™, que constituye el caso general del problema planteado anteriormente

n
ov
Z (Ck > — 07 U($17LII27 ~--7$n—170) — f(xlal?a -'~51:n—1)

— oxy,

siendo ¢ constantes reales no nulas.

x = x(s)
.2 : d oud ou d oud
Solucion 3. Si la coordenada s es tal que { y=y(s) p, entonces a_guar vey Uez
= =(s) ds  Oxds By ds = 0z ds
Identificando con la EDP y parametnzando la condicién inicial, tenemos
dx
— =1, z="Tls=0 —r=5+T7
ds
d
?y:l; Y=mls=0 —y=s+mn
s
d
—zzl; 2=0|s=0 — 2z=3s
ds
du

= 0;  u(r,m) = f(11,72)|s=0 — u(71,72,5) = f(11,T2)
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En consecuencia, la solucion es

u(m,y,z) :f(x—z,y—z)

Para resolver el problema generalizado

siendo ¢, kK = 1,n constantes reales no nulas, se procede como sigue: suponemos que existe
una coordenada s, tal que xp = x(s), k = 1,n, entonces,

dv _ = v doy
ds kzlf)xk ds

Identificando con la EDP, obtenemos el sistema,

d
%:ck;kzl,n

dv

Z =9
ds

y la condicion inicial parametrizada es

T = Tgls=0; k=1,n—1
xn:O|s:0

1}(’7'1,7'2,. . .,Tn_l,()) = f(Tl,TQ, e 77_n—1)

Resolviendo este sistema con las condiciones indicadas:

rp=8cL+ 1 k=1,n—-1

Ty = CpS
U(Tla 7-25 e 77—77,—].) S) — f(TlvTQ) e 77—71—1)
s =xpn/cn
Haciendo el cambio de variables Ck

TR =xr— —xp; k=1,n—1
Cn

se obtiene la solucion final

B ¢ > Cn-1
U($17$2,...,ﬂfn)—f Tl — —Tnp, T2 — —Tp,y .-+, Tpn—-1 — Tn
Cn n Cn
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Solucion 4.
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Considérese el siguiente problema de valores iniciales correspondiente a las vibraciones de una
cuerda de longitud suficientemente larga.:

) ) 0 ; —oo<x < —a
0y 5,07u 2,2
57 = ¢ —oo <z < 4o0;  u(z,0) =14 h(l-2°/c®) ; —a<x< +a
0 ;i +a <z <400

du
ot
en el plano (x,t), y obtener las expresiones cuantitativas del perfil de la cuerda u(z,t) para

valores de ¢ > 0 cuando ésta se deja vibrar libremente.

Teniendo en cuenta que (z,0) = 0, dibujar de forma cualitativa las rectas caracteristicas

La solucién de D’Alembert para la ecuacién de ondas es:
1 z=x+ct
u(e,t) = 5= ct)+ fov e+ 5 [ gl
2 2c z=x—ct

En este caso g(z) =0y f(2) es la condicién inicial en desplazamientos. Asi, en el plano de las
caracteristicas quedan definidas 6 regiones en las cuales la solucién se construye con distintas
funciones de las que definen en este ejemplo la condicién inicial. Asi tendremos:

e Regién I: (x —ct) < —a 'y (x 4 ct) < —a, por lo que

u(,t) = 3| fla —et) + f(x +et)] =0
2 =0 =0

o Regién II: (z — ct) < —ay —a < (x + c¢t) < +a, por lo que

oz gev J-4(-E57)

u(x,t) =
2 c
=0 =h(1—(z+ct)2/c?)

1
2
o Regién III: (z —ct) < —a 'y (z + ct) > a, por lo que

w(z, t) = l[f(x—ct)+f(x+ct)} ~0
2 =0 =0

e Regién IV: —a < (z — ct) < +a 'y (x + ct) > a, por lo que

2
u(x,t):%[ f(x —ct) —|—f(x+ct)}:]21<1_($_2ct)>
N—— N—— C
=h(1—(z—ct)?/c?) =0

e Region V: (z —ct) > a 'y (x + ct) > a, por lo que

[f(x—ct)+f(x+ct)} —0
fed)tjw+a)

=0 =0

N

u(z,t) =

e Regién VI: —a < (x — ct) < +ay —a < (z + ct) < a, por lo que

u(:c,t):%[ flx—ct) + flz+ct) ]:h(l—xj—tQ)

C
=h(1—(z—ct)?/c?) =h(l—(z+ct)?/c?)
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5.— Considérese la ecuacion de primer orden cuasilineal % + d(il(;‘) % = 0, donde el flujo viene

dado por g(u) = u?/2. Resolver los problemas de valores iniciales formados por esta ecuacién
diferencial parcial y las condiciones iniciales:

0; <0 1, < -1
a) u(z,t=0)=<¢ z/oy 0<z<a« b) u(z,t=0)=¢ —x; —1<z<0
1, 2>« 0; >0

Solucidn 5.a) La condicién inicial viene dada por

0; <0
u(z,0) =1 z/a; 0<z<a
1; T > o
. ou  du . e -
La ecuacién es — + u— = 0 y la solucién para el caso de una condicién inicial genérica de

la forma u(z,0) = f(x) es u = f(x — ut). Las rectas caracteristicas son z — ut = 7. Por tanto,
la solucién en el dominio de las caracteristicas vendra dada por:

0; 7<0
u(t,s)=f(r) =< 7/a; 0<7T<a
1; T>

Atendiendo a los dominios de la condicién inicial, las rectas caracteristicas para distintos
valores de x son:

7<0 — T=z—utly—mg —> T=x
0<7<a — T=1—utly—r/q — T:ﬁ
T> — T=z—utlyms — T=x-1

Si se representan las rectas caracteristicas, se observa que el esquema corresponde a la
propagacion de una onda de expansién. Asi, la solucién sera:

0; <0
u(z,t) = H%; 0<z<(t+a)
1; x> (t+ )

Solucién 5.b) La solucién es u = f(x — ut) siendo 7 = x — ut, es decir:

1; T<—-1—717=0—1
u(s,7) =< —1; —-1<7<0—T1=2/(1-1)
0; T>0—T17==2x

Si se representan las rectas caracteristicas se observa que se intersectan en el punto (0,1) del
plano (z,t). Este hecho indica la generacién de una onda de choque a partir del instante de
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tiempo de la interseccién (t = 1) que corresponde a la singularidad de 7 = z/(1 — t). En
consecuencia la solucién para t < 1 es:

1; x<(t—1)
u(x,t) = t—il; t—-1)<z<0
0; x>0

que corresponde a una onda de compresion.

Para t =1 y en el punto x = 0 se produce una onda de choque y su propagacién no se puede
regir por la EDP, ya que la ecuacién es singular. La velocidad de propagacién de la onda de
choque se puede obtener de la condicién de Rankine-Hugoniot como sigue:

dx _q(u7) —q(u’)
dt u —ut
Choque
donde ¢ = u?/2 y u~ =1, ut = 0, por lo que ‘é—% = 1/2. En consecuencia, para t > 1
Choque

6.— Obtener, por el método de las caracteristicas, la solucién u(zx,y, z) del siguiente problema de

valores iniciales caracterizado por una ecuacion diferencial de primer orden cuasilineal:

Oou Ou Ou 9

%—f—afyﬁ-@zuy u(z,y,0) =z +y.
. v = a(s) du Oudr Oudy OJudz
Solucién 6. Si la coordenada s es tal que y=uy(s) p, entonces — = —— 4+ ——> + ——.
= =(s) ds Oxds Oyds 0zds

Identificando con la EDP y parametrizando la condicién inicial, tenemos

dx

— =1, $:T1’5:0—>33:S+T1
ds

d

Iy:l; y=7'2|s:0—>y=8+72
s

d

—2:1; 2=0/300 —2=s

ds

du 9

— =u"; u(m,T2) =71+ Tols=

ds (11, 72) 1+ T2]s=0

La solucién particular del problema de valores iniciales anterior viene dada por:



7.~

Solucion 7.
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1 1
_ —5—
u(s, 71, 2) 1+ T2
T =X —S

Deshaciendo el cambio de variables ¢ 79 =y — s », tendremos la solucién final del problema,

esto es,

_ T+y—2z
S l—(z+y—22)z

u(zx,y, z)

Las ecuaciones unidimensionales de Euler de flujo isentrépico de un fluido vienen dadas, en la
hipdtesis de que la presién sea constante, por:

ou ou

o gy = 0 Ut =0)= ()
op ou 8p_ ) —_0) —
ot T Pap Tlge =0 plet=01 =)

Obtener las expresiones generales de la velocidad u y la densidad p del fluido en cualquier
punto x y en cualquier instante de tiempo ¢.

Fl sistema de ecuaciones a resolver esta desacoplado y, por tanto, se puede resolver la primera
ecuacién (y obtener u) y substituir en la segunda para obtener p. La solucién de la primera
ecuacion es u(z,t) = f(x — ut).

ou

Para resolver la segunda ecuacién se necesita o5 Aplicando la regla de la cadena se tiene:

0 O(x — 0
a—z = f'(x — ut)(waxm) = f'(x — ut) <1 — t(;;)

y, por tanto,

ou  f(x—ut)
dr  1+tf'(x—ut)

Procedemos a continuaciéon a parametrizar la segunda ecuacién del sistema. Para ello
z = a(s) En ese caso dp._ Opdz  Opdt
t=t(s) [ ds Oxds Otds

Identificando con la EDP y parametrizando la condicién inicial, tenemos

introducimos una coordenada s tal que {

dt

1 =0 t =

ds ; 0‘ 0o— S

dx

— = T=Tle=g—x=us+T
ds

dp [l —ut) B
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Obtenemos, por tanto, el siguiente problema de valores iniciales

dp _ f()
ds "1+ sf'(r)
p(t) =g(1); s=0

cuya solucién es

s=t

T=T—U

Deshaciendo el cambio de variables { }, se obtiene la solucién final del problema

g(x — ut)

P = T )

8.— Resolver el problema de valores iniciales siguiente

ou ou
5 + u% =1z, u(z,0) = f(z)

y obtener la solucién en forma paramétrica u(s, 7), dando las expresiones explicitas de x(s, T)
y de t(s, 7).

Obtener asimismo la solucién u(z,t) cuando f(z) =1y f(z) = =x.

‘2 : = d oud Ou dt )
Solucién 8. Si la coordenada s es tal que T = a(s) }, entonces — uer %% dentificando con

t=1t(s) EZ%EjLE%
la EDP y parametrizando la condicién inicial, tenemos

dt

—=1; t=0|s=0 —t=s
ds

dzx |

— =u; T =T|s=

ds s=0

du

T=w ulr) = (7)o

Las dos tltimas EDQO’s constituyen un sistema acoplado. Sin embargo, es posible desacoplar
las dos ecuaciones procediendo del siguiente modo:

Y
ds ds®>  ds ds® -7

Para resolver esta EDO se precisan dos condiciones iniciales. Disponemos de la condicion

T =Tl|s=0

Ademas,
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dx dzr

o =u ¥ ur)=[(lmo = a0 = f(7)

En consecuencia hay que resolver

d*z
——x=0
ds®

T =Tl|s=0
dx

% = f|5—0

La solucién del problema anterior es x(s,7) = 7Ch(s) + f(7)Sh(s) y la solucién u se puede

obtener sin mas que derivar z(s), ya que u = %, es decir:

u(s,7) = 7Sh(s) + f(7)Ch(s) siendo { f::STCh(S) + f(7)Sh(s) }

A continuacién, particularizaremos esta solucién para las condiciones iniciales propuestas:

e Si f(x) =1, entonces

w=7Sh(s) + Ch(s) siendo { x = 7Ch(s) + Sh(s) }

t=-s

En este caso se puede obtener explicitamente el valor de 7 en funcién de x y t. Si se substituye
la expresion de 7 en la solucién parametrizada, se obtiene la solucién final

e Si f(x) = x, entonces

u =7 (Sh(s) + Ch(s)) siendo { Zc = 7 (Ch(s) 4+ Sh(s)) }

y la solucién es

u(z,t) =z
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Solucion 9.
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Un modelo matematico sencillo del trafico de vehiculos por una carretera congestionada se
puede expresar en términos de una ecuacién diferencial de primer orden no lineal. Asi, si se
denomina p(z,t) a la densidad de trdfico (nimero de coches por kilémetro en un instante de
tiempo ¢t y en un punto z) y ¢q(z,t) a la intensidad de trdfico (ntimero de vehiculos por hora
que pasan por un punto z en un instante ¢), y se considera que en la zona de estudio el niimero
de carriles de circulacién de la carretera no varia, y no hay incorporaciones ni salidas en ese

tramo, se verifica a—g + % = (0. La densidad de trafico y la intensidad estan relacionadas a
través de la velocicgd de circulacién de los vehiculos u, de modo que ¢ = pu. En el caso que
nos ocupa, se sabe que la velocidad de avance es funcién de la densidad de la siguiente forma:
w(p) = Umaz (1 — p/Pmaz) siendo Upmaezr ¥ Pmas valores constantes y conocidos.

Obtener la densidad de tréafico p y la velocidad de avance u cuando los vehiculos estan parados
en un semaforo en rojo y éste cambia a verde, lo que en términos matematicos se puede
representar cuando la densidad de tréfico inicial viene dada por p(z,0) = ppmes si z < 0,y
p(x,0)=0siz>0.

Si denotamos por u y p la velocidad y densidad méaximas respectivamente, la intensidad de
trafico viene dada por

~ Jg 2p\ 0
q=1up 1—2 y, por tanto, 9 _5 1—7p ar
P Ox p ) Ox

En consecuencia, el problema a resolver es:

2

ot p)ox
p(z,0) = f(z)
= d d dt
Si el parametro s es tal que :; ; f((;)) se verifica que d—g = ggdj gicls Identificando

con la EDP y parametrizando la condicion inicial, tenemos

dt

T =0 t=

ds ’ ls=0 — °

d 2 2
xzﬂ(l—f); x:T\So—>$:ﬂ<1—f)s+T
ds p p

dp

25 =0 ulm) = f(T)ls=0 — pls,7) = f(7)

Por lo tanto, la solucién para una condicién inicial f es

o(s,7) = F(); T:x—ﬁ<1—2§>t

En este ejemplo la condicién inicial viene dada por la funcién

R .

7 2>0
por lo que la solucién es:

p ; 7<0
p(s,T)Z{g S0
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Deshaciendo los cambios de coordenadas con 7 = x — u(1 — 2p/p)t obtenemos

[P 5 (z+ut)<0
M%”—{o; (x—@t) > 0

Como se observa, la solucién no abarca todo el dominio y falta por resolver la region
—ut < x < +ut. En el plano de las caracteristicas se observa un dominio de caracteristicas
en abanico. En este dominio todas las caracteristicas pasan por 7 = 0. En consecuencia la
solucién p se obtiene de 7 = x — u(1 — 2p/p)t cuando 7 = 0. Por tanto,

La densidad de trafico es:

0 ; x < —ut
p(z,t) = B(l—i) . Gt <z < 4ut
2 ut
0 ; x > ut

~
)

La velocidad de los vehiculos se obtiene de la expresion v = u(1 — p/p), es decir:

0 ; x < —ut
u x N ~
u(z,t) = §@+:) L —Ut <z < +at

u : x > ut




