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CALCULO AVANZADO EN INGENIERIA PRACTICA 3
Clasificacion de EDP’s de Segundo Orden (Curso 2024-2025)

1.— Determinar los dominios en los cuales las siguientes ecuaciones son hiperbdlicas, parabdlicas o
elipticas y reducirlas a las respectivas formas candnicas, previa obtencién de las ecuaciones y
curvas caracteristicas:

2 2 2
W g g b) G et =y
c) 82 82 :U@:O d) sin?(x )au+sm(2x)8u+cos( )82 =z
Oacy dy? dx? dx dy°

Solucién 1.a) La clasificacién y consiguiente reduccién a una forma canénica de las ecuaciones en derivadas
parciales en IR? requiere determinar los valores de las funciones A(x,%), B(z,y) y C(x,y) de
la parte principal de la ecuacién diferencial. En este caso:

si x <0 EDP Hiperbdlica
A(z,y) =z; B(z,y) =0; C(z,y) =1 — B?>—4AC = —42 — si z =0 EDP Parabdlica
si x > 0 EDP Eliptica

EDP Hiperbdlica (z < 0)

La ecuacién diferencial caracteristica es 1/ = & \/17 cuya integracion proporciona las curvas
—x
caracteristicas

E=y+2vV—z, n=y—-2v-u

Una vez conocidas las funciones £(z,y),n(z,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables £n de la que resulta la
ecuacién en derivadas parciales hiperbdlica

u _ 1 (é—rz)“_l(@u_au)
on 4 4 26 —n) \9¢  9n

EDP Parabdlica (z = 0)
d*u 2

La forma candnica es Erelaa
Y

EDP Eliptica (z > 0)

La ecuacién diferencial caracteristica es 3y’ = i\% cuya integracién proporciona las curvas
x

caracteristicas

E=y+2ive, n=y—2Jx

Dado que son funciones complejas es mas 1util efectuar un nuevo cambio de variable antes de
obtener la forma canodnica. Concretamente:

_ &+ £—n
=g I
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Una vez conocidas las funciones a(z,y), 8(x,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables af de la que resulta la
ecuacién en derivadas parciales eliptica

Pu  Pu Bt 10w

- 4 = 4
oo 9p* 16 pBop

Solucién 1.b) Las funciones A(x,y), B(x,y) y C(z,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son

si xy < 0 EDP Hiperbdlica
A=1,B=0; C=zy — B?—4AC =—4zy — si zy = 0 EDP Parabdlica
si zy > 0 EDP Eliptica

EDP Hiperbdlica (zy < 0)

La ecuacién diferencial caracteristica es y' = ++/|zy| cuya integracién proporciona las curvas

caracteristicas
’ T ‘ 3/2

‘$|3/2
£=v|y|—T, n = Iy\+T

Una vez conocidas las funciones &(z,y),n(x,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables £n de la que resulta la
ecuacion en derivadas parciales hiperbdlica

%_1<%_%>+ 1 (%+8u)_ (n+&)?
9n  6(E—n) \9& In) 2+n) N0 In)  43(n-¢)/2)*?

EDP Parabdlica (zy = 0)
*u

2
La forma canénicaes &5 =ysiz =0,y O _
Ox? ’

&EQ—Osiy:O.

EDP Eliptica (zy > 0)

La ecuacién diferencial caracteristica es y' = £2i+/|zy| cuya integracién proporciona las curvas

caracteristicas )
‘ T ’ 3/2

B _,‘:L'|3/2 B .
§=Vyl =g n = Iy\+273

Dado que son funciones complejas es mas 1til efectuar un nuevo cambio de variable antes de
obtener la forma canénica. Concretamente:

OJZHTH, 5:52_2 — a:\/M7 B:‘x

|3/2

3

Una vez conocidas las funciones a(z,y), f(x,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables af de la que resulta la
ecuacién en derivadas parciales eliptica
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Pu  d%u —10u 10u o’

9o 052 " 3808 ada  1(38/2)

Solucién 1.c) Las funciones A(z,y), B(z,y) y C(z,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son

siz > —1/4 EDP Hiperbdlica
A=1;,B=1;C=—-z — B?’—4AC=1+4z — si z = —1/4 EDP Parabdlica
six < —1/4 EDP Eliptica

EDP Hiperbdlica (z > —1/4)
1+ \/21 +4x

La ecuacion diferencial caracteristica es 3y’ = cuya integracién proporciona las

curvas caracteristicas
SSYTRt T o
Una vez conocidas las funciones £(z,y),n(z,y) basta con aplicar la regla de la cadena para

determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables £n de la que resulta la
ecuacién en derivadas parciales hiperbdlica

Fu (o oy
on  6(¢—n) \9¢  on

EDP Parabdlica (x = —1/4)

La ecuacion diferencial caracteristica es 3y = % cuya integracién proporciona la curva

caracteristica &€ = y — % El cambio en la variable n se elige arbitrariamente, por ejemplo:

n =y. La forma candnica que se obtiene es

EDP Eliptica (x < —1/4)

La ecuacién diferencial caracteristica es vy = ltivl+dr ”21—’_4x cuya integraciéon proporciona las
curvas caracteristicas

_%1(14-4xfﬂ2 i1+ 4x)>/?

ST ol e O
> o 1=V

£=y- 2 12

Dado que son funciones complejas es mas 1util efectuar un nuevo cambio de variable antes de

obtener la forma candnica. Concretamente:

_ &+ _&- oz (L +4a)3?
a="5 B=g —  e=y-5 =0
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Una vez conocidas las funciones a(z,y), 8(x,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables af de la que resulta la
ecuacién en derivadas parciales eliptica

Pu P _ —1ou
o’ 9pB>  3B80B

Solucién 1.d) Las funciones A(x,y), B(x,y) y C(z,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son
A=sin?z; B=sin(2z); C =cos’c — B>—-4AC=0 — EDP Parabdlica Vzy

sin(2x) . . :
~—— cuya integracién proporciona la curva
2sin“ x

La ecuacién diferencial caracteristica es vy =
caracteristica £ = y — In(sinz).

El cambio en la variable n se elige arbitrariamente, por ejemplo: n = y. La forma candnica
que se obtiene es

ou
i =& _ 2=
9u arc sin <6 35)

8772 1— 62(77_5)

2 2
2.— Considérese la ecuacién diferencial: 9-¢ + o + 1ou _ (g6 pide:

022 Yoy T 20y P
a) Determinar los dominios en los que esta ecuacién es hiperbdlica, parabdlica o eliptica.

b) Obtener, en cada caso, las ecuaciones y curvas caracteristicas y reducir la ecuacién a las
correspondientes formas candnicas.

c) Obtener la solucién general de la ecuacion diferencial en el caso que sea hiperbdlica.

Solucién 2.a) Las funciones A(x,y), B(z,y) y C(z,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son

si y < 0 EDP Hiperbélica
A=1; B=0; C=y — B?—4AC=-4y — siy =0 EDP Parabdlica  Vz
si y > 0 EDP Eliptica

Solucion 2.b) Caso EDP Hiperbdlica (y < 0)

La ecuacién diferencial caracteristica es 3/ = 4./—y cuya integracién proporciona las curvas

caracteristicas
E=—x—2y—y n=+r—-2y—y

Una vez conocidas las funciones £(z,y),n(z,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables £n de la que resulta la
ecuacién en derivadas parciales hiperbdlica
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0&n

EDP Parabdlica (y = 0)

Pu _ _1du
Ox2 20y
EDP Eliptica (y > 0)

La forma canénica es

La ecuacién diferencial caracteristica es v/ = +i,/y cuya integracion proporciona las curvas
caracteristicas
§=—2—2i/y n=+x —2i\/y

Dado que son funciones complejas es mas 1til efectuar un nuevo cambio de variable antes de
obtener la forma canodnica. Por ejemplo:

—§—n =+
2 B= 2

o=

— a=-2y, PB==

Una vez conocidas las funciones a(z,y), 5(z,y) basta con aplicar la regla de la cadena para
determinar las derivadas parciales respecto de las nuevas variables af de la que resulta la
ecuaciéon en derivadas parciales eliptica

*u  0%u
2
Solucién 2.c) La solucién de la ecuacién en derivadas parciales en el caso hiperbdlico (% = 0) es

u(&,m) = f(&) + g(n) siendo f y g funciones arbitrarias.

Deshaciendo los cambios de variable, resulta la soluciéon general de la EDP cuando y < 0:

u(z,y) = f(—z = 2v/=y) + g(+z — 2v/=y)

3.— Obtener la solucion general de las ecuaciones diferenciales siguientes:

28u 9*u 20%u ou 20u d*u 87_ 20u _
a) o2 +2xy8xy+y 07 7 tayg, oy = =0 b) v A2 e 235, =0
&*u 1 9%u Pu | *u
Ow 1 0%u _ d) 9u . J'u _
c) 022~ Aoy 0 ) 972 +a 0

Solucidn 3.a) Las funciones A(zx,y), B(z,y) y C(x,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son

A=2% B=2zy; C=y> — B?-4AC=0 — EDP Parabdlica Vzy



Colominas 1., Gémez H.— “Problemas de EDPs en la matemdtica aplicada” 34/117

La ecuacién diferencial caracteristica es y = £ cuya integracion proporciona la curva

caracteristica £ = %

El cambio en la variable n se elige arbitrariamente, por ejemplo: n = y. La forma candnica

2
que se obtiene es %u + g—g =0.

on*
Esta ecuacién en derivadas parciales se puede resolver si denominamos v = % por lo que la

EDP queda de la forma

siendo f una funcién arbitraria. Sustituyendo este resultado en el cambio de funcién v = %%

y volviendo a integrar, se obtiene

ou _ _

o fe — ul(én) =-f)e" +g(¢)
donde g es otra funcion arbitraria. Deshaciendo los cambios, resulta la solucion general de la
ecuacién en derivadas parciales

u(z,y) = —f(y/z)e”Y + g(y/z)

Solucion 3.b) En este caso, la ecuacién en derivadas parciales se puede resolver efectuando el cambio de
v(r,t)

7> de modo que al aplicar la regla de la cadena y sustituir resulta la

funcién u(r,t) =
ecuacion de ondas:

0%*v 0%

ot or
cuya solucién general es v(r,t) = f(r + At) + g(r — M), siendo f y ¢ funciones arbitrarias.
Deshaciendo el cambio de funcién, se obtiene la solucién general de la ecuaciéon propuesta

f(r+At) +g(r—At)

u(r,t) = "

Solucién 3.c) Se trata de la ecuacién de ondas cuya solucién general es

u(z,y) = fly +x/A) + gy —x/N)

siendo f y ¢ funciones arbitrarias.
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Solucién 3.d) Las funciones A(x,y), B(x,y) y C(z,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son

A=1;B=1;C=0 — B?-4AC=1 — EDP Hiperbdlica Yzy

Las ecuaciones diferenciales caracteristicas son 3’ = 1 e ¥’ = 0 cuya integracién proporciona
las rectas caracteristicas

E=y—x, n=y

Una vez conocidas las funciones £(z,y),n(z,y) aplicando la regla de la cadena resulta la

82

ecuacién en derivadas parciales 87571; = 0, cuya solucién general es u(&¢,n) = f(£) + g(n) donde

f v g son funciones arbitrarias.

Deshaciendo los cambios, se obtiene

u(w,y) = fly — )+ g(y)

4.— Discutir segun los distintos valores del parametro A € IR, los dominios de z e y para los cuales
la ecuacién diferencial

&%u &*u 5%u
At @)~ +20y-— —y°—5 =0

es parabdlica, hiperbélica o eliptica.

Soluciodn 4. Las funciones A(z,y), B(z,y) y C(z,y) de la parte principal de la ecuacién diferencial son

1\? 1
A= (\+z); B=2zy; C=—y*> — B2—4AC =42 (2°+z+)\) = 4 <<x+> —|—<)\—>)

2 4

Consecuentemente el caracter de la EDP dependera del signo de B2 — 4AC cuya discusion es:

osi)\>2112
osi)\:ZlI:

osi)\<2112

Entonces el término (A—1/4) > 0, y la EDP es parabdlica si y = 0, Vz, e hiperbdlica
siy #0, V.

Entonces el término (A — 1/4) = 0, y la EDP es parabdlica si y = 0, Vz, parabdlica
siy#0,z=—1/2, e hiperbdlica si y # 0, z # —1/2.

Entonces el término (A — 1/4) < 0, y la EDP es parabdlica si y = 0, Vz. Si y # 0,
dependiendo del punto z, el término (z + 1/2)? — (1/4 — \) puede ser positivo, nulo o
negativo, por lo que la EDP es:

hiperbdlica : siz < —1/2—/1/4— )\, Vy#0,6siz>—-1/2+/1/4— )\, Yy#0
parabdlica : siz=—1/2+/1/4— X, VYy#0,6siz=—-1/2—/1/4— )\, Yy#0
eliptica : si —1/2—/1/4—-A<x<—-1/2+/1/4— X, Vy#0



5.—

Solucién 5.a)

Solucién 5.b)
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Establecer a qué tipo pertenecen las siguientes tres ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales:

9%u a &u
2—+7—5 —5—54+u=0

ox? o3 o3

1 0%u 1 0% 1 ou 10%¢ 1 0u
- + = ‘oSt s 5 —
50x113 2 0xoxs 9 83}2 4 81'3 7 0x1
WPy, P 1P 1 P L P 10 0
2 8x% 0x1x2 2 8x% 30x123 3 0xoxs 9 8,%'% 03

a)

b) u=20

c) +u=0

El objetivo es efectuar los cambios de variable necesarios para transformar la EDP original
que depende de las variables z;, ¢ = 1,n en otra de la forma

N Pu ~, Ou
;aiagz—i-z:bia&—i—fU—g

i i=1

que no contiene términos en derivadas cruzadas, y donde los coeficientes a; son +1, —1 6 0.

En el caso planteado en este apartado los cambios de variable se pueden obtener por simple
inspeccion:

Aplicando ahora la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales respecto de las
nuevas variables &, ¢ = 1,n, y sustituyendo en la ecuacion diferencial original se obtiene la
EDP
9%u n *u  d%u n 0
gr v v =
ogi - 0& 08
En esta nueva ecuacién diferencial, todos los coeficientes de la parte principal a;, ¢ = 1,n
son no nulos y de dichos coeficientes todos excepto uno tienen el mismo signo, por lo que la
ecuacion en derivadas parciales es hiperbdlica.

En este caso, el cambio de variable no es inmediato de obtener, por lo que se hace preciso
plantear unos cambios de variable genéricos en forma del siguiente sistema de ecuaciones:

§1 = a1x1 + ax2 + azws
& = bix1 + baxa + b3z
&3 = c1x1 + caxo + c373

Seguidamente se aplica la regla de la cadena, se calculan las derivadas parciales respecto
de las nuevas variables independientes &1,&2,&3 y se sustituyen en la ecuacién en derivadas
parciales original, obteniéndose una nueva EDP que depende de las variables &1, &2, €3, y donde
intervienen también los coeficientes a1, as, as, b1, ba, b3, 1, 2, c3. Dado que se pretende obtener
una ecuaciéon en derivadas parciales sin derivadas cruzadas y en el que los coeficientes de
la parte principal, esto es, los que multiplican Py Py Oy sean —1, +1 6 0 podemos

0€1 0, 05
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imponerlo planteando el siguiente sistema de ecuaciones:

( -1
%alag + %aza:; + %a% + %a% = 0
+1
-1
b1bs + Sbobs + 503+ S5 =1 0
+1
-1
%0103 + %0203 + %c% + lefcg =< 0
+1

(a3b2 + bgag) + %agbg + %agbg =0
(a302 + 03(12) + %GQCQ + %agcg =0
(bgca + c3ba) + %6202 + %5363 =0

(agby + bszay) +
(asc1 + cza1) +
%(bgq + 63b1) +

GO

DO = DN =N =

Como puede comprobarse, se trata de un sistema de 6 ecuaciones no lineales con 9 incégnitas
(los coeficientes aq, a9, as, by, be, b3, c1, o, c3). Eligiendo de forma conveniente el valor de tres
de los coeficientes, se obtiene una solucién a este sistema que viene dada por:

por lo que los cambios de variables son:

15
&1 = 2x3 & = 5t 3o £3 = —bx1 + 223

y la ecuacién en derivadas parciales resultante es

9%u n Pu  0%u 150u 5 Ou 0

—_— —_— — e —— — ——— — Y =

08 0¢3  0&  140&  TO&3
en la que todos los coeficientes de la parte principal son no nulos y de dichos coeficientes
todos excepto uno tienen el mismo signo, por lo que la ecuacién en derivadas parciales es
hiperbdlica.

Solucidn 5.c) Se resuelve siguiendo el mismo procedimiento que el descrito en el apartado anterior,
planteando un cambio de variables genérico de la forma

&1 = a1x1 + a2x2 + azws
& = bixy + baxa + b3z
& = c1x1 + caxo + c373

Aplicando la regla de la cadena, obteniendo las derivadas parciales respecto de las nuevas
variables, sustituyendo en la ecuacién diferencial original, e imponiendo que la ecuacion
resultante no tenga derivadas parciales cruzadas y que los coeficientes de la parte principal sean
—1, +1 6 0 se obtiene un sistema de ecuaciones no lineales cuyas incégnitas son los coeficientes
ai,as,as, by, by, bs, c1, ca,c3. Eligiendo de forma conveniente el valor de tres de los coeficientes,
se obtiene una solucién a este sistema que viene dada por:

a1:() a2:0 a3:3
bi=-1 by=1 b3=0
01:1 62:—1 C3:0



Solucion 6.
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por lo que los cambios de variables son:
§1=3x3 §o = —x1 + T2 §3 =11 — T2
y la ecuacién en derivadas parciales resultante es

&u ou
— +3— =0
og7 Cog "

que se trata de una ecuacién parabdlica.

Considérese el siguiente problema de Cauchy para la ecuacién del calor:

ou *u
520;@7 u(x,0) = f(x).

Asumiendo que f(x) es suficientemente diferenciable, construir la solucién u(z,t) como una
serie de potencias en la variable ¢ valida en el entorno del punto inicial ¢ = 0, esto es,

Fu(x
u(z,t) = u(z,0) —l-zuko)

!
k=1 ot k!

Demostrar asfmismo que si f(z) = sin(x) entonces la solucién es u(z,t) = sin(z)e ="t

Si se admite que en el entorno del instante inicial se verifica el desarrollo en serie de potencias
en la variable ¢ de la funcién u(x,t), entonces dado que se conoce el valor de la solucién en un
instante por la condicién inicial u(x,0) = f(x) y que se debe verificar la ecuacién diferencial,
se tiene que

2 2
du(r,0) _ ,Pu(e,0)  dulw,0) _ ,df(x)
ot D ot dx?
2 2 2 2 4
0“u(x,0) _ 9 a26 u(z,0) _ agi ou(z,0) . 0“u(x,0) _ a4d f(z)
ot? ot dx? dx? ot ot* dxt

otk ot otk—1 ox2 otk-1 ot dz2*

Sustituyendo las derivadas parciales temporales en la expresion del desarrollo en serie de
potencias, se obtiene como solucion del problema de valores iniciales la serie

OFu(z,0) 0 <8k1u($,0)> _ 2 <8k1u(x,0)> | u@0) _ oy df(a)

0o 2k
d f
2k
u(x,t) Z 2k k‘
. . : d?* f () ko
En el caso particular en que f(z) = sinz se verifica que = (—=1)*sinz, por lo que la
x

solucién es

tk 2L (—at)k 2
u(z,t) —Slnaz+z 1)k %smxy =sinx ZT — u(z,t) =sinze "’
! — !
: X (—a?t) . a2t
donde se ha tenido en cuenta que ) T s el desarrollo en serie de la funciéon e~“".
k=0 ’



