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CALCULO AVANZADO EN INGENIERIA PRACTICA 1
Introduccién (Curso 2024-2025)

1.— Demostrar que la solucién general de la ecuacién 0‘% + 3 % = 0 viene dada por

u(z,y) = f(Br — ay)

siendo o y B constantes reales y f una funcién arbitraria.

Solucién 1. Denominemos z = Sz — ay, entonces la solucién es u(z,y) = f(2)|.=pz—ay-

Si obtenemos sus correspondientes derivadas parciales

Ou_df 0z _ pdf  Ou_dfoz_ _ df
oxr dzox dz’ oy dzoy Yz

0

comprobamos que evidentemente satisfacen la ecuacién en derivadas parciales aa—g +4 % =0.

2.— Verificar que las distintas funciones
u(z,y) =2>—y?,  ulw,y) =€ siny,  u(z,y) =Ifz—a)’+@y-pB)%, (0,BeR)

2 2
son soluciones de la ecuaciéon de Laplace en dos dimensiones (% + g—yg =0).

Solucién 2. Para ello es suficiente con calcular las derivadas parciales y comprobar que se verifica la
ecuacién de Laplace. Asi, en cada caso, se tiene

ou ou 9%u o%*u
2 .2
o o 2 2

u=€e*siny — 8—Z:€$siny, %zexcosy, ?;;zexsiny, W:—emsiny

ou 2x—a) Ou 2y-—p)
u =In Z‘z:(w—a)2+(y—ﬁ)2 — Or = o s @ = 7,

Pu_—dle—af 2 Ou_—iy-p° 2
ox? 22 2oyt 22 z

1

3.— Demostrar que la funcién u(z,t) = sinz cos(at) 4 & cos xsin(at) es una solucién del problema

de valores iniciales y de contorno:

*u 5 0%u
w(0,t) +u(m,t) =0,  (t>0)
u(z,0) = sinz, @(a:, 0) = cosz, (0<z<m)

ot



Solucion 3.

Solucion 4.
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Para que la funcién u sea solucién del problema de valores iniciales y de contorno deben
verificarse la ecuacién en derivadas parciales y las condiciones iniciales y de contorno. Asi,

U mzcos(at) - L coszsin(at), L = —a?sing cos(a) in(at)
—— = —sinzcos(at) — —cosxsin(at), —5 = —a“sinzcos(at) — acoszsin(a
oz « o>
2 2
verifican la ecuacién de ondas Ou _ 042@.
ot? oz®
La condicién de contorno u(0,t) + u(w,t) = 0 se satisface dado que
sin(at sin(at
U(O,t) = (()é)’ U(W,t) = _((1)
1

y se puede comprobar que la funcién v = sin x cos(at)+ = cos x sin(at) satisface las condiciones

@
iniciales sin mas que evaluar para ¢t = 0 en la funcién v y en su derivada temporal %
Demostrar que la solucién general de la ecuacién diferencial x% + y% = 0 es de la forma

u(z,y) = f(z/y), siendo f una funcién arbitraria. Asimismo, hallar una solucién particular
que verifique las condiciones

ou
un=2  Dam=1

[a—y

Denominemos z = z/y, entonces la solucién es u(z,y) = f(2)|.=z/y-

Si obtenemos sus correspondientes derivadas parciales
ou_do:_1d ou_dfor_—adf
or dzox ydz’ oy dz0y 2 dZ’

comprobamos que evidentemente satisfacen la ecuacién en derivadas parciales x% +y% = 0.

Para obtener una solucién particular es preciso hallar la funcién f que satisface ademas las

condiciones u(1,1) =2y %(m, 1/z) = %
En el caso de esta ultima condicién, dado que la derivada parcial respecto de = es % = %%
siendo z = z/y, al evaluar para y = 1/x se obtiene
ou df
bt R
ox ly=1/x dz lz=x2
por lo que la condicién %(m, 1/z) = % equivale a resolver la ecuacion diferencial ordinaria
df 1 df 1
- = — — = = —
T mr 1 dz =z

cuya solucion general es f(z) = In(z) + K.

La constante K se puede obtener sin més que imponer que se verifique la condicién u(1,1) = 2.
Es decir, ya que x = 1, y = 1, entonces z = x/y = 1 y se debe cumplir In(1) + K = 2 por lo
que K = 2.

En conclusién la solucién particular es u(z,y) =1n ( ) +2

Z
Yy
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5.— Obtener la solucién general de la ecuacién diferencia &xy T =

Soluciodn 5.

Solucioén 6.a)

La ecuacion diferencial se puede escribir como

Pu Ou 0 <8u> 8u_0

omy Tor - oy \axr) T ax

, resulta la ecuacién diferencial g—z +v=0

Q?‘@

y efectuando el cambio de funcién v(x,y) =

cuya solucion es
v(x,y) =€ Vf(r)
ou

siendo f una funcién arbitraria de la variable z. Sustituyendo a continuacién v = o resulta
una nueva ecuacion diferencial

ou
or

cuya integracién es también inmediata:

=eVf(z)

wawzey/ﬂmm+aw>

siendo G(y) una funcién arbitraria de la variable y.

Si finalmente denominamos F a la primitiva de f, esto es F(z) = [ f(z)dz, obtenemos la
solucién general de la ecuacion en derivadas parciales:

u(z,y) = €7 F(z) + G(y)

donde F(z) y G(y) son funciones arbitrarias.

Obtener la solucion general de las ecuaciones diferenciales de segundo orden siguientes:

8 u 6 U H? u 8 u 5*u d*u
+3%%5 =0 =0
a) axy dy? b) 0xdy — ~ 9y?

La ecuacion en derivadas parciales se puede escribir en la forma

&%u &u &u Pu % 3(82u 82u>_0

CAL LA L AL ALY Y
o2 Ozy " oy? oz?  Oxy oy>  Oxy

L0 (du Du\ 0 (du du)
Odr \O0x Oy oy \oy Ox)

y efectuando el cambio de funcién v(z,y) = % — gZ’ resulta la ecuacién diferencial en
derivadas parciales

0 0

o

ox oy

Esta ecuacién se puede resolver haciendo un doble cambio de variables de la forma:

& =ax+ by, n=cxr+dy
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donde los valores de a, b, c,d se elegiran de modo que resulte una nueva ecuacién diferencial
mas sencilla.

Aplicando la regla de cadena, las derivadas parciales en términos de las nuevas variables &, 7

son:
v v 81} Ov v v
=a— + — =b—=+ d—
oz 0& oy o0&
que al sustituirlas en la ecuacién en derivas parciales queda
v v
—3b)— —3d =0
(0= 80) 3¢ + (0= 3d) 5

La eleccién de valores a = 3, b =1, y ¢ — 3d # 0 conduce a la ecuacién (¢ — 3d)g—% = 0 cuya

solucién es v(&,n) = f(&) siendo f una funcién arbitraria de la variable .

En consecuencia, deshaciendo los cambios de variable, se obtiene la solucién general de la

ecuacién en derivadas parciales gv 32—5 = 0 que viene dada por v(x,y) = f(3z + y).

ou _ Ou

Si tenemos en cuenta que previamente hemos denominado v(x,y) = o~ Oy’ sustituyendo el

valor de la funcién v se obtiene la ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden:

ou Ou

%—afy:f(?)m%-y)

que se puede resolver mediante un nuevo cambio de variables de la misma forma que antes
& = ax + by, n = cx + dy obteniéndose tras aplicar la regla de la cadena la ecuacién diferencial

0 0
(a=b)5¢ +(c—d)g = fBr+y)

Dada que la funcién f depende de (3x+y) parece obvio la eleccién a = 3, b = 1 lo que conduce

a 22? (c — d)a = f(§) y seguidamente la elecciéon ¢ = d = 1, resultando la ecuacién

diferencial 2%? = f (§) cuya solucién es u(§,n) = 5 f f(&)d¢ + G(n) siendo G una funcién
arbitraria de la variable 7.
Finalmente, si se denomina F(§) = =3 f €)d€, se obtiene la solucién general en el dominio

&n:u(€n) =F&) +Gn) swndo §=3x+yyn=ux+y porlo que la solucién general en el
dominio x,y es

u(z,y) = F(3z+y) + G(x +y)

Solucién 6.b) La ecuacién en derivadas parciales se puede escribir en la forma

2 2 2 2 2 2 2
o“u o“u 26u o“u 8u_2(8u+8u>:0

822 oxdy B 37y2 =0 H@ + Oxy ory  Oy?

L0 (ou w0 (ou ou)
Oor \ 0z Oy oy \ox  dy)
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y efectuando el cambio de funcién v(z,y) = or T Dy’ resulta la ecuacién diferencial en
derivadas parciales

0 0

o Lov

Ox y

Procediendo de modo andlogo al del apartado a), esta ecuacién se puede resolver haciendo
un doble cambio de variables de modo que la solucién general de la ecuacién diferencial

% — 2% =0esv(z,y) = f(2z + y) siendo f una funcién arbitraria.

Sustituyendo este resultado en la identidad v(x, y) = % %Z’ se obtiene la ecuacion diferencial

en derivadas parciales de primer orden:

ou Ou

2T (9

9 "oy Tty
que de nuevo se puede resolver mediante cambio de variables (ver apartado a)).
La solucién general es u(z,y) = F2z+y)+ Gz —y) , siendo F'y G funciones
arbitrarias.

7.— Verificar que la solucién del problema de Cauchy

*u  0*u ou(z,0)  sin(nz)
@‘f‘ain—O, 'LL(.%',O)—O, 8y = n s

es la funcion Sh(ny) sin(nz)
ny) sin(nx
u(a,y) = LR,

. Este problema esta bien planteado en el sentido de Hadamard? ;Por qué?

Sh(ny) SQin(na:)

Solucidén 7.a) Para verificar que la funcién u(z,y) = es solucién del problema de Cauchy

planteado es suficiente con calcular las derivadas parciales correspondientes y comprobar que
se satisfacen la ecuacién en derivadas parciales y las condiciones iniciales. Asi, se tiene:

Ou _ Sh(ny) cos(nz) 9du _ Ch(ny)sin(nz) 027u o*u

9 - > - v Al Sh(ny) sin(nz), EX = Sh(ny) sin(nz)

Evidentemente se satisface la ecuacién de Laplace, y se verifica también que cuando y = 0,

u(z,0) =0y Bu(aa;, 0) _ sin%na;)} dado que Sh(0) =0y Ch(0) = 1.

Solucién 7.b) El problema no esté bien planteado. Dado que hemos verificado que al menos hay una funcién
que verifica la ecuacion diferencial y las condiciones iniciales, podemos afirmar que existe
solucién. La unicidad en principio no se puede garantizar, pero como veremos seguidamente el
problema no es estable, por lo que no se cumplen las condiciones de Hadamard de planteamiento
correcto de un problema.

Asi, para valores elevados de n, que es uno de los datos, la condicién inicial %@0) -

sin(nz) ~ 0 dado que [sin(nz)| < 1 por lo que el problema a resolver tiende al siguiente
problema de valores iniciales
Pu  0u B

Ou(x,0)
@ + 6y2 = 0, U(.T,O) = 0, e —

dy =0
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cuya solucién es u(z,y) = 0.

Sin embargo, para valores elevados de n, la solucién analitica u(z,y) = Ms;n(nx) tiende
n

a 0o, de modo que pequenas variaciones en el valor de n producen resultados muy distintos.
La solucién por tanto es inestable.

8.— La siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales cuasi-lineal

ou ou 0*u

—+u——e—=5=0, >0 8.1

ot 0xr  ox? (®1)
se denomina “ecuacion de difusiéon de Burgers” y fue propuesta en 1948 como parte de un
modelo matematico de turbulencia. Se trata de una ecuacién de evolucién que permite estudiar
fenémenos tan distintos como los efectos viscosos y no lineales en un fluido en movimiento,
o el flujo de vehiculos en modelos de tréfico. La ecuacién (8.1) se puede transformar en una

ecuacion diferencial de difusién lineal mediante la conocida como transformacion de Cole-Hopf

10v

vox-

a) Realizar la transformacién de Cole-Hopf de la ecuaciéon de Burgers, y demostrar que la
ecuacion diferencial que resulta tras efectuar el cambio se satisface si la funcién v(z, t) verifica

la ecuacion de difusion

que consiste en el cambio de funciéon u = —2¢

— =0. (8.2)

ou ou 0*u
E—i—u%—aﬁ—O, >0, —oco<z<oo; u(x0)=f(z). (8.3)

b.1) Asumiendo que f(z) es una funcién integrable, determinar con la transformacién de
Cole-Hopf la condicién inicial v(z,0) necesaria para resolver la ecuacién lineal (8.2).

b.2) Verificar que la funcién

1 oo _la=s)?
v(x,t):@ v(s,0)€” "zt ds (8.4)

es solucion de la ecuacién (8.2), siendo v(zx,0) la condicién inicial del apartado anterior.
b.3) Obtener la solucién u(z,t) al problema de Burgers planteado en (8.3).

Solucion 8.a) Para realizar la transformacién de Cole-Hopf hay que calcular las derivadas parciales respecto
de z,t en términos de la nueva funcién incégnita v. Es decir,

du_ L, (lvow 1%
ot ¢ v2 Ot Ox v Oxt

ou —1 /ov\? 106% 5%u 2 /ov\® 30w 1%
o e[ (S2) +-28),  Sooa (S (28) oS80, 00
Ox v? \Ox v Ox? oz v3 \ Oz v2 0z 9% v oL

y a continuacién sustituir en la ecuacion en derivadas parciales, resultando:

2y 220% 2gudtv 270% _ 20v (Ov 9w 2 (O v _
L Otor v ozt o2 0zork | v 95 2or \ ot “on? oxt ot )

S S Y
2oz \ot ") vor\ot “o2)

v
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Y esta tultima identidad se verifica siempre que la funcién v(z,t) satisfaga la ecuacién en
derivadas parciales de segundo orden lineal

ov 0%

o o2 0

Solucion 8.b.1) Dada la condicién inicial u(z,0) = f(x), sustituyendo en la transformacién de Cole-Hopf para
t = 0 resulta la ecuacién

1 Ov(z,0)
61}(3:,0) ox = /(@)

Como se observa, se trata de una ecuacién diferencial ordinaria cuya solucién v(zx,0)
constituird la condicién inicial para resolver la ecuacién de difusién (8.1). Integrando esta
EDO, se obtiene como soluciéon general:

v(z,0) = ce: [ /@3

Solucién 8.b.2) Para verificar que la funcién v(z,t) dada es solucién hay que calcular en primer lugar las
derivadas parciales y seguidamente sustituir en la ecuacién de difusién (8.2). Asi tendremos:

(%__/Jroov(s 0)e _(x4?2ds+ / (z —5)%v(s 0)6_($4_$t)2ds
ot 2t\/47r5 4@52 \/ ’

ov / (z—

il (z —s)v(s,0)€" = dS

590 2525\/ ( )

5%v +oo
— = v(s,0)e
0x%  2et\/Amet /—oo

(x75)2

—s5)%w(s,0)e” =t ds

G
4st ds 4+ —

(x
452752 V4 /

v _ v _

que puede comprobarse que verifican e

e

Solucidén 8.b.3) La solucién u(z,t) al problema de Burgers se puede obtener sustituyendo en la transformacién

de Cole-Hopf u = —2611} gv la funcién v(z,t) dada por la ecuacién (8.4) e incorporar asimismo
la condicién inicial v(x,0) del apartado b.1). Asi se obtiene:

+oo z—s)2 +0o0 _ (.1c—s)2 1 $)ds
1/ (-T—S)’U(S,O) _(4st) ds / se [ 1et +5ff() }ds

1
u(z,t) = ——= =-—|z——=
’ t +o0 (z—5)2 t + [CED s)
/ U(S,O)B_ 1zt ds / > e |: +< ff(S d5i| ds
o .



