ECUACION DE ONDAS LINEAL DE SEGUNDO ORDEN 1D

El problema de valores iniciales para la ecuacién de ondas lineal de segundo orden 1D

u  ,0%u du(x,0)
_— _— = — N . g == 1
P c 922 0, oo < x < 4o0; t> 05 u(z,0) = f(x), T g(x), (1)

siendo f, g funciones continuas IR — IR, se puede plantear en términos de dos problemas de primer
orden

ou ou
N u(e0) = f) (2.)
% + C% =0;  o(,0) = g(x) —cf(z) (2.0)

El problema dado en (2.b) corresponde a la ecuacién unidireccional de ondas homogénea cuya
solucién por el método de caracteristicas es inmediata y viene dada por

v(z,t) = [g(Z) - Cf'(z)] (3)

z=x—ct
Sustituyendo la funcién v en (2.a) obtenemos la ecuacién unidireccional no-homogénea

ou ou B

o= ess = o)~ e f(2)] u(,0) = f(x) (4)

)
z=x—ct

que se puede resolver mediante el método de caracteristicas del modo siguiente: Si la coordenada s

= d Judt Oud
es tal que { a; _ f((;)) }, entonces — = 224 + U Jdentificando con la ecuacién en derivadas

ds Otds Oxds
parciales de (4) y parametrizando la condicién inicial, tenemos

it

Lot =0l (5.0)
dx
s —¢ T =T|s=0 (5.)

= o) —e )]

Las ecuaciones (5.a) y (5.b) proporcionan las caracteristicas:

{2 (6)

r=-—cS+T1

que sustituidas en el problema (5.c¢) conduce a

du_

= - [g(z) —¢ f’(z)} u= f(7)]s=0 (7)

=128’
La solucién general de la EDO anterior es

u=k+ [[o2) - cf(a) ds (8)

z2=T—2cSs



siendo K una constante de integracién, esto es, independiente de la variable que se integra (s).
Esta solucién general también se puede escribir de modo que verifique la condicién inicial u = f(7)
cuando s =0

w= i+ [ e —es@)]_, do (9

a=0 z2=T—2cx

Dado que z = 7 — 2ca, si efectuamos este cambio de variable, se obtiene da = —dﬁ y ademas

wet) =g [ o) 1o

2¢ Jy=r
es decir,
1 z=T—2cs , 1 z=T—2cs
umt@g [ rea—g [ g
1 1 1 z=T—2cS
1)+l =2e) = 35 = [ gl (1)
=T

z2=T—2cSs
= gllr=2es) 4 5pn) =5 [ gl

2¢c ),—r

Si se tiene en cuenta las caracteristicas dadas por (6): { - _S :j_ ot }, la solucién final es
1 1 1 z=x—ct
u(z,t) = —f(x —ct) + = f(x + ct) — —/ g(z)dz (12)
2 2 2¢ Jy=g+ct

Notese que si en la expresién anterior se denota g a la primitiva de la funcién g, esto es,

entonces la solucion se puede identificar claramente como la superposicion de DOS ondas unidi-
reccionales (solucion de D’Alembert):

w(z, t) = %f@; bet) + 2%5(9; + ct)/+\%f(x —et) - 2%5(3: ~ct) (13)

N

v~

onda hacia X~ onda hacia X



