CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES LINEALES
DE SEGUNDO ORDEN CON DOS VARIABLES INDEPENDIENTES

Al igual que sucede con las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias es usual tratar de es-
tablecer clasificaciones en las Ecuaciones en Derivadas Parciales. Ello tiene como finalidad
estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales atendiendo a la clase general a la que
pertenecen.

En el caso de las Ecuaciones en Derivadas Parciales de segundo orden lineales en IR? esta
clasificacion se lleva a cabo adoptando la terminologia de la clasificacion de las ecuaciones
cuadraticas en Geometria Analitica. A continuacién se presenta esta clasificacion.

Consideraremos para ello la ecuacién en derivadas parciales de segundo orden lineal si-
guiente:
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siendo A, B,C, D, E, F, G funciones reales de clase C (2), y u = u(z,y) la funcién incégnita de
la ecuacion diferencial también real y de clase C (2),

Los tres primeros sumandos de la ecuacién diferencial (1) se denominan la “Parte Prin-
cipal” de la ecuacién en derivadas parciales. Seguidamente se verda que segun sea el término
(B(zi,y;))? — 4A(zi,y;)C(z;,;) en cada punto (z;,y;) del dominio de solucién de la ecuacién
diferencial, ésta se dice que es hiperbdlica, parabdlica o eliptica en dicho punto del do-
minio. Esta clasificacién se lleva a cabo a través de lo que se denomina “Reducciéon a una
forma candnica o estandard” de la ecuacién en derivadas parciales.

1. REDUCCION A FORMA CANONICA DE LAS ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN LINEALES EN IR? CON COEFICIENTES
VARIABLES

La reducciéon de una ecuacion en derivadas parciales a una forma canodnica se realiza
mediante un determinado cambio en las variables independientes. Asi, sean

§=&(z,y) n=n(,y) (2)

dos funciones de clase C(2) tales que el jacobiano de la transformacién &n) — (z,y) y
(z,y) — (&,m) sean invertibles, esto es
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Supongamos que conocemos las funciones &(z,y) y n(x,y) (después se verd como se ob-
tienen). Si se aplica la regla de la cadena, se puede transformar la ecuacién diferencial de
partida (1) en una nueva ecuacién diferencial en términos de las nuevas variables (£,7). Asi



en primer lugar, si se deriva cada término
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y se sustituye en la ecuacién diferencial (1), se obtiene una nueva ecuacién diferencial en
derivadas parciales en funcién de (§,7)
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siendo A, B,C, D, E, F, G las funciones siguientes:
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y @ es la nueva funcién incégnita de la ecuacién diferencial en términos de (£, 7).

Aunque en las expresiones (6) no se indica explicitamente, debe entenderse que las fun-

ciones A, B,C, D, E, F,G dependen de las nuevas variables (£,7), en tanto que las funciones
A,B,C,D,E,F,G dependen de las variables originales (z,y).

El objetivo de esta “reducciéon” de la ecuacidon en derivadas parciales en términos de
unas nuevas variables es conseguir una nueva ecuacién en derivadas parciales mas sencilla
imponiendo que determinados términos de esta ecuaciéon sean nulos. Seguidamente se presenta
la metodologia que establece los cambios de variable de la forma (2) que permiten obtener
dicha ecuacién diferencial.

Para esta “reduccion” es suficiente con estudiar la parte principal de la ecuacién en
derivadas parciales (5), que en lo sucesivo la consideraremos en la forma:
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1.1 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Caracteristicas

Sean las funciones A(z,y),B(z,y),C(x,y) no nulas en el dominio de solucién de la
ecuacion diferencial. Podemos preguntarnos, ;existen cambios de variable de la forma
(2) que permitan que tras realizar la transformacién de (1) a (5), la ecuacién

diferencial resultante tenga los coeficientes A(§ n)y C (&,m) simultdneamente nu-
los?

Si se impone que A y C sean nulos, ello implica que
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Es decir, basicamente se trata de hallar dos soluciones distintas a la ecuacién diferencial
en derivadas parciales:
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donde z = z(z,y) denota indistintamente a &(x,y) y n(x,y).
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Esta igualdad a su vez se puede escribir, dividiendo por (%) , COMO
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siempre que z(z,y) sea tal que % # 0.

Obtengamos ahora las trayectorias y = y(z) a lo largo de las cuales la funcién z = z(z, y)
sea una constante. Si esto es asi, entonces su diferencial es nula, es decir,
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Si ahora se sustituye (12) en la igualdad (10), se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria
lineal de primer orden y segundo grado:

A (Z—z) B (Zi) +C=0 (13)

cuyas raices son las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:
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Estas ecuaciones se denominan “Ecuaciones Diferenciales Caracteristicas” y sus
soluciones (cuando ambas existen y son distintas) son las familias de curvas en el plano XY
a lo largo de las cuales z = z(z,y) es una constante, esto es, £ = &(z,y) y n = n(x,y) son
constantes.

En consecuencia, dado que las soluciones de las ecuaciones diferenciales (14) las podemos

escribir como
Fi(z,y(z)) = Constantey

(15)
Fs(z,y(z)) = Constantes

siendo Fi(z,y) y Fs(x,y) las curvas integrales de cada una de las ecuaciones diferenciales
(14), y dado que (15) son las curvas y = y(z) a lo largo de las cuales £ = £(z,y) y n = n(z,y)
son constantes, entonces £ y 7 son

§=¢(z,y) = Fi(z,y(z))
(16)

n=n(z,y) = Fa(z,y(z))

Estas curvas se denominan “Curvas Caracteristicas” de la ecuacién diferencial en
derivadas parciales (1).

1.2 Ecuaciones Hiperbdlicas

Las ecuaciones diferenciales caracteristicas (14) proporcionan DOS familias de curvas
caracteristicas (16) distintas siempre que el discriminante (B(z,y))? — 4A(z,y)C(z,y) sea no
nulo.

Si (B(x,y))? — 4A(z,y)C(x,y) es positivo, entonces existen dos familias de curvas £ =
&(z,y) yn =n(x,y) dadas por (16) tales que los coeficientes Ay C de la ecuacién diferencial
(7) en el dominio (§,7) son nulos. Por consiguiente la nueva ecuacién en derivadas parciales
que queda tras realizar la transformacion es:
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que se denomina “Primera forma candnica de las ecuaciones diferenciales hiperbdli-
cas”.

El término H; de (17) viene dado por
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Demostrar que si existen las curvas caracteristicas & = &(z,y) y n = n(z,y) y por tanto A Y
C de la ecuacion diferencial (7) son nulos, el término B(§,n) siempre es no nulo en (§,7).




Si una vez obtenidas las curvas & = £(z,y) y n = n(z,y) se realiza un nuevo cambio de
variables, concretamente

B=E&—n

entonces la ecuacién (18) se transforma en
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que se denomina “Segunda forma candnica de las ecuaciones diferenciales hiper-
bélicas”.

Demostrar que el cambio (19) permite obtener efectivamente la ecuacion diferencial (20)
y dar la expresion explicita de Ho.

1.3 Ecuaciones Parabdlicas

Si el término (B(x,y))? — 4A(z,y)C(z,y) de (14) es nulo, entonces existe una tnica fa-
milia de curvas caracteristicas y solamente uno de los dos coeficientes A 6 C' de la ecuacién
diferencial (7) en el dominio (£,7) es nulo. Si denominamos & = &(z,y) a las curvas carac-

teristicas obtenidas, entonces A es nulo.

El segundo cambio de variable 7 = n(z, y) necesario para realizar la transformacién de (1)
a (5) se elige arbitrariamente, pero tal que las condiciones (3) se satisfagan (normalmente se
elige una funcién sencilla, por ejemplo n(x,y) = y, que sea funcionalmente independiente de
las curvas caracteristicas obtenidas £ = £(z,y)). Dado que el cambio de variable n = n(z,y)
se elige arbitrariamente, el coeficiente C' de (7) no serd nulo.

No obstante, si es nulo el coeficiente B de (7) en virtud de lo siguiente: Dado que A=0
y se satisface (B(z,y))? = 4A(z,y)C(z,y), entonces
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Por otra parte, si se tiene en cuenta que (B(z,y))? = 4A(z,y)C(z,y) en B de (6), resulta
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que es nulo dado que el binomio (\/Z%é + \/655) = 0 por (21).
En consecuencia la ecuacién en derivadas parciales (7) queda de la forma:
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que se denomina “Forma canodnica de las ecuaciones diferenciales parabdlicas”.

El término Hy de (23) viene dado por
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Demostrar que si se conocen las curvas caracteristicas & = £(x,y) y se elige arbitrariamente
n = n(z,y) y por tanto A y B de la ecuacion diferencial (7) son nulos, el término C(&,n)
siempre es no nulo en (£,1n).

1.4 Ecuaciones Elipticas

Si (B(z,y))? — 4A(z,y)C(z,y) es negativo, entonces existen dos familias de curvas ¢ =
&(x,y) y m = n(z,y) dadas por (16) que son funciones complejas conjugadas tales que los
coeficientes A y C' de la ecuacién diferencial (7) en el dominio (§,7) son nulos.

Dado que las funciones que intervienen en la ecuacién en derivadas parciales (1) son todas
reales, se puede evitar trabajar con curvas caracteristicas complejas (y evitar también tener
que trabajar con una ecuacién diferencial (7) que contiene términos complejos) si se efectia
el cambio de variables: -
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Ahora las nuevas funciones o = a(z,y) y 8 = B(x,y) son reales.

Con este cambio, la ecuacién diferencial (7) se transforma en una nueva ecuacién en
derivadas parciales de la forma
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donde u es la nueva funcién incégnita en términos de («, 3) y los coeficientes E, B y C son
del mismo tipo que los coeficientes A, B y C dados por (6), s6lo que cambiando £ por a y n
por 3. (Demostrarlo).

Asi mismo los coeficientes E, B , C y A, B , C verifican la siguiente relacién (demostrarlo):

A=(A-C)+iB
0 (27)
C=(A-0)—iB

y dado que los coeficientes A y C son nulos, entonces (27) implica que

o
( §) 0 (28)

por lo que se concluye que la ecuacién diferencial transformada por el doble cambio de va-
riables (2) y (25) dada por (26) queda de la forma
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que se denomina “Forma canodnica de las ecuaciones diferenciales elipticas”.
El término Hs de (29) viene dado por
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2. REDUCCION A FORMA CANONICA DE LAS ECUACIONES EN DERIVADAS
PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN LINEALES EN IR? CON COEFICIENTES
CONSTANTES EN LA PARTE PRINCIPAL

En el caso en que la ecuacién en derivadas parciales (1) tenga los coeficientes de su parte
principal constantes, esto es

A(z,y) =a, B(z,y)=0b, C(z,y)=¢c, a,bceR (31)

entonces la reducciéon a formas canénicas es méas sencilla, dado que las ecuaciones diferen-
ciales caracteristicas (14) son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en varias
separadas con solucién inmediata: dos familias de rectas . Asi, si b2 — 4ac =# 0 estas “Rectas
caracteristicas” son
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Conviene destacar que a diferencia del caso general, ahora la ecuaciéon diferencial en
derivadas parciales serd hiperbdlica, parabdlica o eliptica en todo el dominio de solucién de
la ecuacién diferencial, y este caracter no variara en puntos distintos del dominio.

(Obtener las expresiones de las formas candnicas en los tres casos segin (b>—4ac) sea positivo,
nulo o negativo.)

3. CLASIFICACION Y REDUCCION A FORMA CANONICA DE ECUACIONES
EN DERIVADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN LINEALES EN IR"” CON
COEFICIENTES CONSTANTES EN LA PARTE PRINCIPAL

En el caso de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden lineales con mas de
dos variables independientes con coeficientes variables en la parte principal no es usualmente



posible reducir la ecuacién a una tinica forma candnica. Con frecuencia el problema se aborda
analizando el caracter de la ecuacion diferencial de modo puntual de modo que entonces se
trata de clasificar una ecuacion diferencial con coeficientes constantes.

Sean xz1,x9,...,xy el conjunto de n variables independientes y considérese la ecuacion
diferencial . ) .
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donde todos los coeficientes de la ecuacién diferencial (aij, Vi, 3; bs, Yi; f y g) son constantes.

Si se efectiia un cambio de escala, esto es, un conjunto de n cambios de variables (de las

variables originales x1,x9, ..., x, a unas nuevas variables £1,&o,...,&,) de la forma:
n
&= myzj, i=1Lmn, (34)
J=1

siempre se pueden hallar los coeficientes ;; que permiten transformar la ecuacion diferencial
(33) a una maés sencilla de forma general
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en la que los coeficientes a; son +1,—1 6 0. Nétese la ausencia de derivadas parciales cruzadas
en esta nueva ecuacion diferencial.

La clasificacion del tipo de ecuacién diferencial de que se trate se lleva a cabo segin sean
los coeficientes a; obtenidos en (35). Las posibilidades que tienen mas interés por el tipo de
problemas que se presentan en la fisica y la ingenieria son las siguientes:

e Si TODOS los n coeficientes a; son no nulos y tienen el mismo signo, se dice que la
ecuacion es eliptica (por ejemplo, las ecuaciones de Laplace o Poisson).

e Si TODOS los n coeficientes a; son no nulos, y todos tienen el mismo signo EXCEPTO
uno, se dice que la ecuacién es hiperbdlica (por ejemplo, la ecuacién de ondas).

e Si un coeficiente a; es nulo (por ejemplo, el a;), TODOS los restantes coeficientes a;
son no nulos y tienen el mismo signo y el coeficiente b;, es no nulo, se dice que la ecuacién
es parabdlica (por ejemplo, la ecuacién del calor).



