ECUACION DIFERENCIAL DE BESSEL
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Funciones de Bessel de Primera Clase de Orden v y —v (v € R)
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Siv#0,1,2,... las funciones J,(z) y J_,(z) son linealmente independientes. En caso contrario se verifica
que J_,(z) = (-1)" J,(x) paran =0,1,2, ...

Funciones de Bessel de Primera Clase de Orden 0 y 1
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Obsérvese que se verifica Jj(z) = —J1(z).
Funciones de Bessel de Segunda Clase de Orden v
Y, () = A eosvm) = Jou(@) gy (4)

sin(v)
En los casos en los que n = 0,1, 2, ... las funciones de segunda clase vienen dadas por:

n—1
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P
siendo 7 = 0.5772156.... la constante de Euler y ®(p) = > %, donde ®(0) = 0.
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Siv #0,1,2,... las funciones Y, (z) y Y_,(x) son linealmente independientes. En caso contrario se
verifica que Y_,(z) = (—1)" Y, (z) paran =0,1,2,
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Solucién General de la Ecuacién Diferencial de Bessel (1)
y(z) = C1J,(z) + C2Y,(x), velR (6)
y(z) = C1 J(x) + CoJ_(x), v#£0,1,2,... (7)
Férmulas y Resultados Interesantes que involucran Funciones de Bessel
2v , 1
Juy1(z) = = Ju(2) = Jp_a(z) g, (z) = ) (Jv—1(z) = Ju41(2)) (8)
zJ () =xJ,_1(x) —vJ,(z) ; zJ,(z) =vJ,(z) -z Jy1(x) (9)
d v d —v —v
T (¥ J,(x)) =2 J,_1(x) ; o (ZE J,,(:E)) =—z " J,1(x) (10)

Las funciones Y, (x) satisfacen las mismas relaciones (8), (9) y (10).

2 . 2
Jij2(w) =4/ —sinz J_172(x) =4/ — cosz (11)

Las funciones Y} 5(7) e Y_1/5(x) se obtienen a partir de (5) y (11).



ECUACION DIFERENCIAL DE BESSEL MODIFICADA
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Funciones Modificadas de Bessel de Primera Clase de Orden v y —v (v € R)
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Siv#0,1,2,... las funciones I,(z) y I_,(z) son linealmente independientes. En caso contrario se verifica
que I_,(z) = I,(x) paran=0,1,2,...

Funciones Modificadas de Bessel de Primera Clase de Orden 0 y 1
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Obsérvese que se verifica Ij(z) = I1(x).

Funciones Modificadas de Bessel de Segunda Clase de Orden v
K, (z) (I_,(z) — L,(x)) , v#0,1,2,.. (15)

En los casos en los que n = 0,1, 2, ... las funciones modificadas de segunda clase son:
n—1
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Ko(2) = (—1)"* I(x) (V—I—ln 2) 52D =k =11 (3

By (16)

N (—21)” 3 ‘I’(’fk)!zrnql(’;; k) (g)mn Ly = 05772156, ;  ®(p) = Z% , ®(0) =0
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Siv #0,1,2,... las funciones K, (z) y K_,(z) son linealmente independientes. En caso contrario se
verifica que K_,,(z) = K, (z) paran=0,1,2, ...
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Solucién General de la Ecuacién Diferencial Modificada de Bessel (12)
y(z) = C1 L(z) + Cy K, (z), veR (17)
y(x) = C1I(z) + CoI_,(x), v#0,1,2,... (18)
Férmulas y Resultados Interesantes que involucran Funciones Modificadas de Bessel
I(z) =4 " J,(ix) ; I_,(z) =14 J_,(ix) (19)
2v 1
Iia(z) = T L(z) + L—a(z) ; I(z) = 3 (Ly—1(z) + Lyta(z)) (20)
2v 1
Kyja(z) = = Ky(z) + Ky1(z) K (z) = 3 (Ky—1(2) + Kpq1(2)) (21)
I (x)=2I, 1(z) —vI(z) ; I (z)=vI,(z)+x,11(x) (22)
2K (z)=-2K, 1(z) —vEK,(x) ; 2K (z)=vK,(z) - xK,1(z) (23)
d
— (2 I, (z)) =2 I,_1(x) (2" K, (z)) = —2" K, _1(x) (24)
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Las funciones K /5(x) e K_j/2(x) se obtienen a partir de (15) y (25).



PRIMITIVAS QUE CONTIENEN FUNCIONES DE BESSEL
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Las férmulas anteriores son también validas si se sustituye J,,(z) por Y, (z).
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