Ejercicio propuesto en la clase del 1/12/2025

1.— Considérese el siguiente problema parabdlico:
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Y k:ax2+Q(:r,t), O<x<L, t>0

u(0,t) =0, u(L,t)=0, t>0;
donde las funciones f(x) y Q(z,t) son conocidas. A partir de la solucién de este problema
por desarrollo en funciones propias, escribir la solucién wu(z,t) como la suma de las

contribuciones de la condicién inicial y del término fuente de la ecuacién diferencial por
sus correspondientes funciones de influencia.

Solucién 1. La solucién de este caso por desarrollo en funciones propias es:
o0
u(@,t) = un(t)pn(z) (1)
n=1

siendo uy,(t)
T=t
un(t) = ernt (Kn +/ qn(T)e_)‘"TdT> (2)
7=0

donde K, y g, (t) son respectivamente

(f, ¢n) (Q, ¢n)
K,=—~—"—"—"= qut)= 3
Los valores propios A, y las funciones propias ¢, son:
Ao = —p2, = n—g, ¢n = sin(unx),Vn € IN (4)

Los términos K,, y ¢, (t) se pueden también escribir:

) s=L 2 s=L
K, = / f(s)sin(ups)ds; qn(t) = / Q(s,t)sin(pu,s)ds (5)
L 5=0 L s=0
que sustituyendo en (2) resulta:
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Up (t) = € Hnl (/ f(s) sin(,uns)ds—i—/ [/ Q(s, ) sin(uns)ds} 6““7d7> (6)
L s=0 7=0 L s=0

La expresion (6) corresponde a los coeficientes uy, (t) de la serie (1) que constituye la solucién,
que podemos escribir como la suma de dos series:
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es decir:
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Por consiguiente, la solucion del problema planteado se puede escribir como la suma de las
contribuciones debida a la condicién inicial f(z) y la debida al témino fuente Q(z,t) de la
ecuacion diferencial:

s=1L T=t s=L
u(z,t) = / f(s)G(x,t;s)ds + /:0 /:0 Q(s,7)G(x,t — 7;8)dsdr 9)

=0

siendo G(z,t; s) la funcién de influencia:

2 [e.e]
G(z,t;8) = T Z {sm UnS) sin(p,x)e” i ] (10)
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