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Ejercicios de la clase del 3/12/2024

1.— Se desea resolver el problema de contorno formado por la ecuacién diferencial ordinaria y las

Solucioén 1.

condiciones siguientes
W =h(z), 0<z<L; u(0) =0, wu(L)=0;

para distintas funciones h(z). Para ello se decide desarrollar una expresién integral que de
forma genérica incluya a la funcién h(z), de modo que se pueda disponer rapidamente de la
solucién del problema de contorno, sin necesidad de resolver la ecuacion diferencial cada vez.

Obtener la “funcién de influencia” o funcién de Green G(s,x) de la ecuacién diferencial, y
demostrar que su solucion viene dada por

s=L
y(z) = / £(5)G(s,2) ds. (1)

=0

La EDO homogénea asociada al problema anterior es uj = 0y su solucién uy(z) = C1 + Ca .

La solucién particular se obtiene por variacion de parametros a partir de la expresion
up(x) = v1(z) + va2(x) x. Por tanto,

/ —_—

Up

/ /
U1+02$+02

Si se impone v} + vy x = 0, se obtiene u, como

de donde resulta vj = —h(z) z y v) = h(z). En consecuencia,
v = Dy / h(s)sds 'y wvy= Do +/ h(s)ds
0 0

Por tanto, la solucién general serd u(z) = up(x) + up(z) y agrupando las constantes de
integracién, resulta:

u(z) = [Kl - /0 mh(s)sds} + [Kng /0 xh(s)ds] @ 2)

Imponiendo las condiciones de contorno se pueden determinar K; y Ko. Asi, dado que en el
extremo x = 0 se debe satisfacer u(0) = 0, entonces K1 = 0; y en el extremo z = L se debe
satisfacer u(L) = 0, por lo que,

{— /OL h(s)sds] + [KQ +/0L h(s)ds] L=0
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es decir,
1 L L
Ky = / h(s)sds —/ h(s)ds
L 0 0

Sustituyendo Kj y K3 en (2) se obtiene la solucién del problema planteado:

u(z) = —/OI h(s)sds + “} /OL h(s)sds — /OL h(s)ds + /OI h(s)ds] x

que a su vez
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siendo sz
-5+ —; O<s<zx
L
G(z,s) = o
— — <s<L
T+ 7 T <s
que también se puede escribir:
—s(L —
s( 7 x), O<s<zx
G(x,s) =
—z(L — s) cs<l
r<s
L )

2.— Se desea resolver el problema de contorno formado por la ecuacién diferencial ordinaria y las
condiciones siguientes

v 4+u=nh(x), O0<z<L; u(0)=0, w(L)=0; L#nm, nel,

para distintas funciones h(x). Para ello se decide desarrollar una expresién integral que de
forma genérica incluya a la funcién h(x), de modo que se pueda disponer rdpidamente de la
solucién del problema de contorno, sin necesidad de resolver la ecuacion diferencial cada vez.

Obtener la “funcién de influencia” o funcién de Green G(s,z) de la ecuacién diferencial, y
demostrar que su solucién viene dada por

s=L
y(x) = /=0 f(s)G(s,x)ds; L #nm, nelN.
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Solucién 2. La EDO homogénea asociada al problema anterior es uj + up, = 0 y su solucién up(z) =
C1sen(z) 4+ Cy cos(x).

La solucién particular se obtiene por variacion de parametros a partir de la expresion
up(x) = v1(z) sen(x) + va(x) cos(x). Por tanto,
uy, = v} sen(x) + vy cos(x) + vy cos(z) — vo sin(x)

Si se impone v} sen(z) + vy cos(z) = 0, se obtiene u, como

"
u,, =

» = v cos(x) — vy sen(x) — vy sen(z) — vy cos(z)

Substituyendo en la ecuaciéon no homogénea, se tiene

v} cos(z) — vhsen(z) = h(x)
=0

v} sen(z) + v cos(z)

de donde resulta v} = h(x)cos(x) y vh, = —h(x)sen(x). En consecuencia,
x x
v = K3 +/ h(s)cos(s)ds y wy= Ky — / h(s)sen(s)ds
0 0
Por tanto, la solucién general sera:

u(w) = [K1+ /O " h(s) cos(s)ds] sen(z) + [KQ _ /0 " h(s) sen(s)ds] cos()

Imponiendo las condiciones de contorno se determinan K; y K5 y se obtiene la solucién

_senle = L) [* s) sen(s)ds sen(r) [ s)sen(s — L)ds = ' 5)G(z, s)ds
) = T [ ) sen(s)ds + S8 [ hs)sents = Lyds = [T h)G(a )
siendo

sen(z — L)sen(s) o
B sen(L) ’ 0<s<
Gla,s) = sen(x)sen(s — L) c<s<lL
sen(L) ’




