Ejercicios propuestos en la clase del 26/11/2024

1.— Considérese el siguiente problema parabdlico en un rectdngulo de dimensiones L x H:
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u(z,0,t) =0, u(x,H,t)=0, 0<z<L, t>0;

u(z,y,0) = f(z,y), 0<z<L, 0<y<H,;

donde la funcién f(x,y) es conocida. Obtener u(x,y,t).

Solucién 1. Este caso se puede resolver por separacién de variables planteando que u(z,y,t) =
¢(x,y)T(t) que conduce a las ecuaciones separadas siguientes (incluyendo la separacién
de las condiciones de contorno):
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El ecuacion de Helmholtz A¢ — A\¢ = 0 con las condiciones de contorno homogéneas
ad}g;’ v) agb(alg v _ ¢(x,0) = ¢(x,H) = 0 constituye un problema de autovalores

y autofunciones. Estas se pueden obtener por separacion de variables en la forma
¢(z,y) = X(2)Y (y) de modo que resultan los autovalores y funciones propias siguientes:
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Amn = — <LZ + H2> 72, Omn(2,y) = cos (T) sin (%) , n=0,1,2,..; m=1,2,..

(Nétese que la funcién propia asociada al valor propio nulo en la direccién z, que es una
constante, se ha incluido en el conjunto cos(nmz/L), ya que n =0,1,2,...).

En consecuencia, resolviendo asimismo la ecuaciéon en la variable ¢, la solucién se puede
escribir como una serie generalizada de Fourier de las funciones propias ¢, en la forma:

u(,y,t Z ZTmn )Smn (2,7)

m=1n=0

esto es,

u(z,y,t) = i < 'm0 + Z Cun COS (n2x>> sin (%) e~ (m?/H?+n?|L?)nkt

m=1 n=1

Los coeficientes Cp,g y Chy se obtienen de imponer la condicién inicial u(z,y,0) = f(x,y),

obteniéndose
oo =g || [ #tcmysin (") aca

Crn = Ij'{/OL /OH f(&,n) cos (nz(S) sin (men) dg dn




2.— Considérese el siguiente problema hiperbdlico en un rectangulo de dimensiones L x H:
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ﬁ:cAu; O<z<L, O<y<H, t>0
u(0,y,t) =0, u(L,y,t)=0, 0<y<H, t>0
u(z,0,t) =0, u(x,H,t)=0, 0<z<L, t>0;
u(z,y,0) = f(z,y), 0<z<L, 0<y<H;

a“("’;.;’ty’o)=g(ac,y), 0<z<L, 0<y<H;

donde las funciones f(x,y) y g(z,y) son conocidas. Obtener u(zx,y,t).

Solucidén 2. Este caso se puede resolver por separacién de variables planteando que u(z,y,t) =
¢(x,y)T(t) que conduce a las ecuaciones separadas siguientes (incluyendo la separacién
de las condiciones de contorno):

Ap—=Ap=0; ¢(0,y) =¢(L,y) =0,  ¢(x,0) =¢(z,H) =0
2
22—/\ °T = 0;

El ecuacién de Helmholtz A¢—A¢p = 0 con las condiciones de contorno homogéneas ¢(0,y) =
o(L,y) = ¢(x,0) = ¢(x, H) = 0 constituye un problema de autovalores y autofunciones.
Estas se pueden obtener por separacién de variables en la forma ¢(x,y) = X (2)Y (y) de
modo que resultan los autovalores y funciones propias siguientes:
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En consecuencia, resolviendo asimismo la ecuacion en la variable t, la solucién se puede
escribir como una serie generalizada de Fourier de las funciones propias ¢y, en la forma:

w(@ y,t) = Y > Tun(t)bmn(@,y)

m=1n=1

esto es,

oo oo
(z,y,t mz_: Z mn SIN (mpmet) + By, cos (apmet)) sin (?) sin (%)

siendo auyy, = \/m2/H? +n2/L2.

Los coeficientes Ay, v By se obtienen de imponer las condiciones iniciales:

Apn = LH(ojlmnﬂ'c) /OL /OH g(&,m) sin <nL7T§> sin (?) dé dn
Boyn = % /OL /OH f(&,n)sin <er§> sin (77117;77> dé dn




