Ejercicios propuestos de la clase del 19/11/2024

1.— Considérese el siguiente problema interior de Dirichlet en un dominio rectangular 0 < x < a,

Solucion 1.

Ya(y) = B (€79 — ermnv-2mb) = o, et

0<y<b:

Pu d%u
@Jra—yQ:O, O<zr<a, 0<y<b;
U(l’,O):f(IE), U(:L’,b):(), U(O,y):O, u(aay)zo

Obtener u(z,y).

Este problema se puede resolverse directamente por separacién de variables. Asi, dado que
la ecuacion diferencial es lineal y homogénea por lo que se puede separar en la forma

u(z,y) = X(2)Y (y)

" "
resultando - + Y — 0 Es decir, para determinados valores de una constante de
separacion A, resultan las ecuaciones

X" AX =0

YY"+ Y =0
Asimismo y dado que las condiciones de contorno en = 0 y x = a son también lineales y
homogéneas pueden separarse en la forma X (0) = 0, X(a) = 0. En consecuencia, debemos
estudiar el problema de contorno

X"-AX =0, X(0)=0, X(a)=0

para el que no existen funciones propias asociadas a valores A positivos ni nulo. Si A < 0

existen infinitos valores propios, dados por A\, = —u2, y sus correspondientes funciones
propias:
nmw .
fhy = —, Xn(z) =sin(pupx) n €N
a

La resolucién de la ecuacién diferencial Y + \Y = 0, para los distintos valores propios
conduce a
Yy” — MiY =0 — Yn(y) = Apelm? + B,e tnY

La condicién de contorno u(z,b) = 0 es lineal y homogénea por lo que es separable:
Y (b) = 0, por lo que aplicando esta condicién a la funcién anterior Y (y) se obtiene la
relacion entre los coeficientes

Anetnt 4 Be b =0 —s A, = —B,e b
es decir,

etin(y=b) _ o—pn(y—=b)
( )

— By Sh(pta(y — b))

2

donde B, ha sido redefinida al expresar la funcién Y, (y) en términos del seno hiperbdlico.

Teniendo en cuenta la separacion de variables establecida al inicio y aplicando el principio
de superposicién, la solucién se puede expresar como la serie de Fourier

0o
n=1



Solucion 2.

esto es:

u(@,y) = Y By Sh(pn(y — b)) sin(nz)

n=1

Finalmente la imposicién de la condicién de contorno no homogénea u(x,0) = f(z) conduce
a la identidad

= Z By, Sh(—tnb) sin(pu,x)

n=1

de la que se obtiene el coeficiente:

o 1 / f Sln Iu,n - )
B, = _ .
e / sin2(uns)ds @ Sn(tnbd) /0 £(s) sin(pms)ds
0

La solucién final es

uloy) = {</ P sintanss ) Gl P snion)

y sustituyendo el valor de pu, = %:

ig; { ( / F(s) sin(ns/a)d ) Shg”}f(g’ﬂ; /3“;))/ e) sin(mr:p/a)}

Considérese el siguiente problema interior de Dirichlet en un dominio rectangular 0 < z < a,
0<y<b:

Pu  *u
22 o
u(z,0) = fi(z), u(x,b) = fo(x), u(0,y)=01(y), ula,y)=g2(y)

Obtener u(z,y).

=0, O0<zx<a, O<y<b;

Tal como esta planteado el problema no se puede aplicar directamente una separacién de
variables dado que, aunque el problema es lineal, todas las condiciones de contorno son
no-homogéneas. Una alternativa para obtener la solucién wu(x,y) consistiria en aplicar
el principio de superposicién. Asi, si se descompone el problema original en los cuatro
problemas siguientes:

82U1 82u1
x> dy?
ul(SU,O) = f1($)7 ul(va) =0, u1(0>y) =0, (CL y) 0

=0, O0<zx<a, O<y<i;

2
( 8 u22 + 8 u9
Oz dy?
UQ(:U?O) =0, u2($7b) = fZ(x)v u2(0>y) =0, (CL y) 0
02 o?
Oz oy
U3($,0) =0, u3(va) =0, U3(0,y) = gl<y)7 (a y) 0

=0, 0<zx<a, 0<y<b

=0, O0<zx<a, O0<y<y;




9> 92
U24 + U24

Ox Oy

U4(JU,0) = 07 U4($,b) = 07 U4(O,y) = 07 U4((L,y) = 92(y)

las soluciones de cada uno de estos problemas se pueden obtener por separacion de variables

y vienen dadas por las funciones ui(z,y), ua(z,y), us(z,y), us(x,y). Dado que el problema
es lineal, la solucién u(x,y) se obtiene por superposicién:

=0, O0<z<a, O0<y<b;

U(.ﬁU,y) = Ul(l’,y) +U2(3§',y) +U3($,y) +U4($,y), 0<z< a, 0< y < b

El primero de los problemas (correspondiente a ui(z,y)) es el caso propuesto en el ejercicio

anterior. La resolucion de los tres problemas elementales restantes se lleva a cabo de forma
andloga.



