Ejercicio propuesto en la clase del 11/12/2023

1.— Considérese el siguiente problema:

Solucion 1.

Mlu] = f(x); a<z<b;
kiu/(a) + kou(a) = o (1)
i/ (D) + lau(b) = B

siendo M|-] el operador diferencial

M= 5 (105 ) + dto)

y ki1, k2, 11, l2, a y B valores reales. Obtener la expresion general de la solucién u conocida
la funcién de Green G(x;xg) del problema (1).

La funcién de Green G(x;zg) es la solucién del problema anterior cuando f(x) = d(x — xo),
es decir, se verifica:

M[G(z;20)] =0(x —20); a<z<b
le'(a; .Z‘()) + k‘QG(a; l‘o) = 0; (2)
llG,(b; xo) + lQG(b; .Z‘o) = 0;

Si se conoce esta funcién (obtenida por ejemplo mediante el método de variacién de
parametros o por desarrollo en funciones propias), se puede obtener la solucién del problema
(1) haciendo uso de la segunda identidad de Green, esto es, para dos funciones V, W de
clase C?

b
/ (VM[W] = WMI[V])dx = [r(x) (V(x)W’(a:) — V/(.%')W(ZL'))] ‘Z
Asi si se elige V(z) = u(z) y W(x) = G(x;zp) se obtiene,
b
/ (u(z)M[G(z;20)] — G(x; 20) M[u(x)]) de = [r(x) (u(:c)G'(:L'; zo) — v (2)G(x; xo))] ‘Z
que a su vez viene dada por:
b
/ (u(z) M[G(x;20)] —G (x5 20) M[u(x)])dx = [r(:c) (u(ac)G’(x; xo) — u’(m)G(:c;xo))] ‘Z
a \W_/

=6(z—o) =f(z)
esto es, si k1 # 0, [; # 0 entonces

b
u(:ro)—/ G(z;x0) f(x) dx
+r(d)[u®d) G'(bxg) —u'(b)G(b;x)] —r(a)|u(a) G'(a;20) —u'(a)G(a;20)]
————

——
=—12G(b;x0)/l1 =—koG(a;z0)/k1
que conduce a
u(zg) / G(z;x0) f(x) dz — lér(b)G(b; xo) + %T(&)G(a;xo)
1 1

Siki=0,0 = 0 entonces

que conduce a

u(zg) / G(x;x0) f(x) de + ZB (b)G' (b; z0) — %r(a)G’(a; x0)

Los dos casos restantes (k1 # 0, 11 = 0y k1 = 0, I3 # 0) son inmediatos a partir de lo
anterior.



