Ejercicios de la clase del 5/12/2023

1.— Transformar el siguiente problema parabdlico en un problema homogéneo mediante una
funcién de referencia:

ou 0*u
ou(L,t 1.1

u(z,0) = f(z), 0<z<IL;

Solucién 1. Denominemos r(z,t) a una “funcién de referencia” que verifique las condiciones de contorno,

esto es 7(0,t) = up(t), w
en términos de una nueva funcién incégnita v como u(x,t) = v(z,t) + r(z,t) que satisface
el problema homogéneo:

= qr,(t). Entonces el problema planteado se puede reescribir
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0,t) =0, ————= = t>0;
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Una funcién r(z,t) que verifica 7(0,t) = ug(t), 87“(8% t) qr(t) es por ejemplo:

r(z,t) = uo(t) + x qr(t)
o también
2 qr(t)
2L
Obviamente depende de qué funcién se elija el problema homogéneo transformado (1.2)
resulta de menor o mayor complejidad. Obsérvese que en el nuevo problema aparecen las
derivadas temporal y espacial en el término independiente de la ecuacion diferencial.

r(z,t) =uo(t) + =

2.— Transformar el siguiente problema parabdlico en un problema homogéneo mediante una
funcién de referencia:

ou 9u
—k?+Q($,t); O<x<L, t>0

ot o
u(0,0) = wo(t), ou(L, 1) + 70

u(z,0) = f(z), 0<z <L

=qr(t), t>0; 1)

Solucion 2. Denominemos r(z,t) a una “funcién de referencia” que verifique las condiciones de contorno,

esto es r(0,t) = uo(t), ar(L,t) + /BW = qr(t). Entonces el problema planteado se

puede reescribir en términos de una nueva funcién incégnita v como u(zx,t) = v(z,t)+r(z,t)
que satisface el problema homogéneo:
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v(0,t) =0, av(L,t)+f pe
v(z,0) = f(z) —r(z,0), 0<z<1L;

=0, t>0;

Una funcién r(z,t) que verifica r(0,t) = uo(t), ar(L,t) + ﬁw = qr(t) es por ejemplo:
qr(t) — aup(t)

r(xz,t) =uo(t) + = oL 1



3.— Considérese el siguiente problema hiperbdlico :

92 o
u 2 u+W(x,t); O<xz<L, t>0;

o2 = ok
du(L, )
u(0,) =0, —— 0, ¢>0;
u(z,0) = f(x), au(;;’ 0 _ g(z), 0<z<L;

donde las funciones f(x) y g(x) son conocidas. Obtener u(z,t).

Solucidén 3. Las funciones propias se obtienen del problema de contorno (¢ — Ap = 0, ¢(0) = 0,
¢'(L) = 0) correspondiente al problema homogéneo asociado y vienen dadas por

9 (2n —1)m

A continuacion, planteando la solucién u(x, t) como una serie generalizada de las funciones
) )
propias anteriores ¢,, en la forma:

u(‘/L‘a t) = Z an(t)¢n(x)
n=1

se obtiene

00 2,
Z <d d;;(t) + M% 02 an(t) — wn(t)> (bn(]:) =0
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siendo wy,(t) el coeficiente de Fourier del desarrollo en serie de las funciones propias de la
funciéon W (z, t):
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En consecuencia los coefientes a,(t) se obtienen de resolver la ecuacién diferencial de
segundo orden lineal

wn(t) =

d?a,,(t
Zfz( ) 12 an(t) —wu(t) =0, n=1,2,..

cuya solucién general es

1 t
an(t) = Cy sin(unct) + Dy, cos(unct) + > / wn () sin(unc(t — 7))dr
n 0

Los coeficientes C), y D,, se obtienen de la imposicién de las condiciones iniciales dadas por

las ecuaciones u(x,0) = f(z) y w = g(x):
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4.— Considérese el siguiente problema hiperbdlico :
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donde las funciones a(t), B(t), f(x) y g(x) son conocidas. Obtener u(z,t).

Solucién 4. Este caso corresponde a un problema con condiciones de contorno no-homogéneas. Si se
efectia un cambio de la funcién incégnita

u(x,t) =v(x,t) +r(x,t)

mediante una “funcién de referencia” r(x,t) definida de modo que satisfaga

por ejemplo:

m%o:<ﬂﬂif®x+a@>x

entonces el problema original se reduce a uno con condiciones de contorno homogéneas
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A partir de este punto se procede a la obtencién de la funcién v(z,t) por desarrollo en
funciones propias: Las funciones propias se obtienen del problema de contorno (¢” —A\¢ = 0,
¢'(0) =0, ¢/(L) = 0) correspondiente al problema homogéneo asociado y vienen dadas por

Ao =0; ¢o(zr)=1;

nm

A’n, = _Miv Hn = fv ¢n($) = COS(,U’TLx)a n = 1727 ey

es decir,
Ay = —n?n? /L% ¢n(x) =cos(nmz/L), n=0,1,2,.;

A continuacién, planteando la solucién v(z,t) como una serie generalizada de las funciones
propias anteriores ¢,, en la forma:

v(x,t) = Z an(t)n ()
n=0



se obtiene
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siendo wy,(t) el coeficiente de Fourier del desarrollo en serie de las funciones propias de la
funcién W (z,t):
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En consecuencia los coefientes a,(t) se obtienen de resolver la ecuacién diferencial de
segundo orden lineal

wp(t) =

da,(t) n’n?c?

dt? L?

an(t) —wp(t) =0; n=0,1,2,..

cuya solucién general es, segin sea el valor de n:

t
ap(t) :Cgt—l—Do—l—/ wp(T)(t=7)dT; n=0
0

t t L [ t—
an(t) = Cyp, sin <n7£c > + D,, cos (mlr/c > + e Jo wp (7) sin <TWC(LT)) dr; n=1,2,...

Los coeficientes Cy, Dy, C,, v D, se obtienen de la imposicién de las condiciones iniciales

dadas por las ecuaciones v(z,0) = f(z) y 81)(5? 0) _ g(x):
Co = (§7¢0) :1/L§(5)d3. Dy = f ¢0 = / f
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