Navarrina F., Casteleiro M., Colominas I.—”Problemas de cdlculo numérico” Préctica 3

METODOS NUMERICOS Y PROGRAMACION 2023/2024
Almacenamiento y manipulacién de matrices (PRACTICA 3)
1.— Se desea calcular el producto matricial K = LU siendo L una matriz triangular inferior y U una

matriz triangular superior, ambas de orden n. Se pide:

a) (Cudl es la forma de la matriz K7
b) Disenar los esquemas de almacenamiento minimos para las tres matrices.

¢) Escribir un algoritmo de multiplicacién adaptado a los esquemas de almacenamiento ante-
riores.

d) Describir como crece el coste computacional (medido tanto en términos de la cantidad de
memoria como del tiempo de calculo requerido) en funcién del orden de las matrices. Com-
pararlo con el que se derivaria de almacenar las matrices completas y utilizar un algoritmo
de multiplicacién para matrices llenas.

Sol. 1.
111 Uil U2 - Uln
lo1 oo U22 -+ U2n
K=LU, L= , U=
ln1 ln2 Lo Unn

pero hay que tener en cuenta que:

lim =0 sim>1
Up; =0 sim>j

De este modo el producto se puede obtener como:

mini,f}
kij = E lim Umj = E Lim Um;j
m=1,n m=1

m<i, m<j

Se observa que en general k;; # 0, pues siempre hay algtin producto que aporta algo al valor de

Luego K es una matriz llena.
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b) Almacenamos:

L — triangular inferior por filas
U — triangular inferior por columnas
K — llena por columnas

De modo que:

lij ~ vl(lpl) con Ipl=

+7; Jj<t

i(i —1)
2

(i1
uij ~> vu(lpu) con Ipu = iu=1 5 ) +i;

kij ~ vk(lpk) con Ipk=(j—1)n+1

1<

c) do j=1,n
1pk0=(j-1)*n
1pu0=(j*(j-1))/2
do i=1,n

1pl0=(i*(i-1))/2
1pk=1pkO+i
vk (1pk)=0.
do m=1,min(i,j)
1pl=1pl0+m
1pu=lpuO+m
vk (1pk)=vk (1pk)+v1(1pl) *vu(lpu)
enddo
enddo
enddo

d) El algoritmo anterior requiere:

. n(n+1

1) Almacenamiento = (2) componentes para L
n(n+1

(;) componentes para U

n? componentes para K

Total = 2n?2+4+n = A(2n?+n) ~ A(2n?)

2) Tiempo de computacién =
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e o [ ] [ ]
[ ]
(2(n — 1) + 1) veces [1 producto y 1 sumal ~ :
[ ]
— . -
- e YT
* [ [ ] [ ]
(2(n —2) + 1) veces [2 productos y 2 sumas] ~ :
*
L * -
- -
*
(2(n —n) + 1) veces [(n) productos y (n) sumas| ~- :
* *

Total = Z (2(n—d)+1)[ (d) “productos” + (d) “sumas” |

=> (2(n—d)+1) (2d) OCF (Operaciones en coma flotante)

d=1
n n 2
= <Z 2d(2n + 1) — Z(2d)2> OCF = <(2n+1)(n+1)n— 3(2n+1)(n+1)n> OCF
d=1 d=1
2n®  3n? o 3n® n 2n3
= —+— F=2>T("+"—"F+2)~T(=
- i e sy oor sr (B Bt (B

Si se hubiese trabajado con matrices llenas habrian hecho falta:

3n? componentes para L, U, K = A(3n?)
2n® OCF para calcular K = T(2n?)

1/3 de la memoria

L h imad t . .
1eg0 s¢ ahorra aproximadamente { 2/3 del tiempo de computacién

2.— Repetir el problema anterior cuando las matrices L y U tienen semianchos de banda [ y u
respectivamente, siendo [ << n, y u << n.
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Sol. 2.
l11
lo1 l22
Ly lbyi2 o Ly
L =
Lii—t liici41 li
L ln,n—l ln,n—l—H ln,n_
Uiy w2 v Ulutd
U2 v Uyt
u]_u7]
Uy+1,u+1 Uj—u+1,5
U: J J
Un—u,n
Uj,j Un—ut1n
- un7n -

lim=0 si m>i1 6 m<i—I

Upmj = si m>j 6 m<j—u
De modo que:
min{i, j}
Kij = limtim, = > " lLimtm;
m=1n m =max{i —,j —u,1}
i—1<m<i

J—u<m<j

Luego cuando min{i, j} < méx{i—I,j—u, 1} no habrd ningin producto que aporte algo al valor
de kj;. Por tanto, s6lo seran no nulos (en principio) los coeficientes k;; tales que min{i, j} >
max{i — 1, j —u, 1}, esdecir talesque i >i— 1, i >j—wu, j>i—1,j>j—u.

Como i >i—1y j>j—usecumplen siempre entonces:
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i > j—u = semiancho de banda superior (u)

kij puede ser no nulo <= { j >1—1 = semiancho de banda inferior (1)

Luego K es una matriz en banda cuyo semiancho de banda inferior es el de L y cuyo semiancho
de banda superior es el U.

* * *
* * *
l
* * *
* * * *
K = * * * *
* * * *
* * * *
* * * u
% x *
i * * i

b) Almacenamos las matrices L, U, K en banda (por diagonales)

lij ~vl(lpl) con Ipl=(G—i+ln+i i—1<j<i

uij ~ vu(lpu) con lpu=(j—in+i;  jou<i<j
o fi-l<j<i
kij ~ vk(lpk) con Ipk = (j —i+)n+1; {j—ugigj

c) do j=1,n
do i=max(1l,j-u), min(n,j+1)
1pk=(j-i+1)*n+i
vk (1pk)=0.d+00
do k=max(i-1,j-u,1), min(i,j)
1pl=(k-i+1)*n+i
lpu=(j-k)*n+k
vk (1pk)=vk (1pk)+v1(1pl)*vu(lpu)
enddo
enddo
enddo

d) El algoritmo requiere:
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1) Almacenamiento = n(l+1) componentes para L
n(u+1) componentes para U

n(l+1+u) componentes para K

Total = 2n(l+1+u)+n = A2n(l+14+u)+n) = A2n(l+u+1,5))

2) Tiempo de computacién

El célculo exacto es complicado, pero sabemos que Il << ny u <<n

Calculamos lo que sucede en las filas y columnas centrales, y suponemos que todas se comportan
igual (lo que es aceptable, pues las uinicas anémalas serian las (I + 1) primeras filas y las (1 4 u)
ultimas columnas)

Para calcular las (I + 1 + u) componentes de la fila i es preciso realizar:

(1) producto + (1) suma
(2) productos + (2) sumas

(min(l, u)+1) productos + (min(l, u)+1) sumas

(min(l, u)+1) productos + (min(l, u)+1) sumas

(2) productos + (2) sumas
(1) producto + (1) suma

Luego el nimero de operaciones por fila es:

(l+1+4u—min(l,u)) 2(min(l,u) +1) OCF
2(méx(l,u) + 1) (min(l,u) +1) OCF

2(1+1)(u+1) OCF

Luego en total el tiempo de computacién sera aproximadamente proporcional a T'(2n(l4+1)(u+1))

Recordamos que para matrices llenas habrian hecho falta:
3n? componentes para L, U, K = A(3n?)
2n3 OCF para calcular K = T(2n3%)

Luego cuando [ <<n y u << n se ahorra mucho espacio de almacenamiento y mucho tiempo
de computacién (sobre todo tiempo).
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3.— De la matriz L se sabe que es triangular inferior y que todos sus elementos son nulos, excepto
los situados en la diagonal principal (que son siempre distintos de cero) y los situados en la fila
a (que en general serdn distintos de cero, aunque no necesariamente), esto es:

Se desea calcular la matriz producto A = LL” .

Se pide:

a) (Podemos asegurar que A es simétrica? ;Y que es definida positiva? ;Por qué?
b) ;Cuadl es la forma general de la matriz A?

¢) Desarrollar los esquemas de almacenamiento que se consideren més adecuados para las dos
matrices. A medida que se va calculando la matriz A, jes posible almacenar sus coeficien-
tes en el lugar ocupado por los correspondientes de la matriz L para ahorrar espacio en
memoria? ;Por qué?

d) Escribir un algoritmo adaptado para realizar el producto matricial con los esquemas de
almacenamiento descritos en el apartado anterior.

e) (Como crece el tiempo de computacién necesario para calcular A a medida que aumenta el
orden de la matriz?

Sol. 3.

—

a) A= LL" con det(L) = [] l;; # 0 es

i=1
1) Simétrica, pues AT = (LLT)T = (L")T LT = LL" = A
2) Semidefinida positiva, pues v7 Av = v* (LLT)v =
(wTL)(L"™v) = (L"v)" (L"v) = w"w >0
H,T_/\,_/
w w

d
3) Definida positiva, pues v7Av =0 <= w = LTv =0 egﬂ v=0

b)
[ 1 [l la1 1
l22 l22 la2
_ T _
L N lal la2 laa L N laa
L lnn i L lnn i
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e)

Luego
& li1lan i
13 l22la2
li—l,a—l la—l,a—lla,a—l

A=LL" = o

> 1
i=1

SIM. l§+1,a+1
l2

Por tanto todos los elementos de A son nulos excepto la diagonal principal, la fila o (parte
inferior) y la columna « (parte superior)

Como A es simétrica basta con almacenar la parte inferior. Para almacenar la matriz L y la
parte inferior de A bastan sendos vectores de n + (o — 1) componentes:

vl = (li1, lo, -+, la—t,0-15 lat, la2, - laa, lag 1,041, = 5 lnn)

va = (ally a2, ***, QGa—1,a—1; Aal, G2, *°° Qaas; Qatl,a+15 " ann)

Si es posible almacenar A sobre L, aunque las componentes de L (hasta el [, son necesarios
para calcular varios coeficientes de A (por ejemplo, l17 se utiliza para calcular a1 y aq1) por
lo que el orden de las operaciones es importante. No se pueden programar las operaciones de
cualquier forma. Hay que seguir un orden.

doi=1,a—1 do i=1,ia-1
ai; = 12 > va(i) = v1(i) * v1(i)
Gog = Lij Lo o va(ia-1+i) = v1(i) * vl(ia-1+i)
enddo enddo
va(2*ia-1) = 0.d4+00
do k=1,ia
Goo _>§:k 1 lak ~ va(2xia-1) = va(2*ia-1) + vl(ia-1+k) * vl(ia-1+k)
enddo
dot=a+1,n do i=ia+l,n
ai; = 12 ~ va(ia-1+i) = vli(ia-1+i) * vl(ia-1+i)
enddo enddo

El nimero de operaciones en coma flotante que hay que realizar para obtener A es:

(n — 1) productos

(o — 1) productos

(a) productos + (a) sumas
(

(

Total = (n+ 2a — 2) productos + («) sumas

n+3a—2) OCF = T(n+ (3a—2))
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Luego el tiempo de computacion crece linealmente con el orden de la matriz

4.— De las matrices L y U se sabe que son triangular inferior y triangular superior respectivamente,
v que todos sus elementos son nulos excepto los situados en la diagonal principal, en la fila a de
L y en la columna 3 de U. Esto es:

111 Uil uip
l22 U22 UzB
lo1 lag .0 laa U
L= , U=
lgp ugg
L le J L Unn
Se pide:

a) {Cuél es la forma general de la matriz producto A = LU?

b) Desarrollar los esquemas de almacenamiento que se consideren més adecuados para las tres
matrices.

c¢) Escribir un algoritmo adaptado a los esquemas de almacenamiento descritos en el apartado
anterior para realizar el producto matricial.

Sol. 4.

a) Se trata de un caso particular de producto de matrices en perfil.

Sabemos que A = LU tiene el mismo perfil inferior que L y el mismo perfil superior que U, es
decir que los tnicos elementos de A distintos de cero serdn:

ai;; 1=1,...,n
aej; j=1,...,a—1
aig; i=1,...,8—-1

Luego la matriz producto tiene el siguiente aspecto:
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Casoa< 8 ~ A=

Casoa=f8 ~ A=

Casoa>f8 ~ A=

\ - T

b) Para almacenar las matrices L y U necesitamos 2 vectores de (n 4+ (o — 1)) y (n + (8 — 1))
componentes respectivamente:

vl = (llla l22, ey lafl,afla lal, la2a ceey la,aa la+1,a+1a ceey lnn)
vu = (u117 u2, - .., uﬁ*l,ﬁflv ulﬁ) u2,37 st uﬁﬁ? uﬁ+1,5+17 R unn)
Para almacenar la matriz A hace falta un vector de (n + (a« — 1) 4+ (8 — 1)) componentes.

Podemos ordenar los datos, por ejemplo, en la forma:

va = (6111, a22;, - - .5 Qnn, Qals -+ -5 Qa,a—1, A1B; - -+, aﬁ—l,ﬁ)

c¢) Este problema se resuelve igual que el problema anterior.
Tenemos que multiplicar LU e identificar los valores de los coeficientes de A.
Hay que tener en cuenta los tres casos posibles (o < 8, a = 5, a > f3).

Finalmente se sustituyen los coeficientes l;;, ug; y a;; por sus referencias de acuerdo con el
esquema planteado en el ejercicio anterior.
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