Navarrina F., Casteleiro M., Colominas I.—”Problemas de cdlculo numérico” Practica 2

METODOS NUMERICOS Y PROGRAMACION 2024,/2025
Errores (PRACTICA 2)
1.— Se desea evaluar con un error absoluto inferior a 1 cm? el drea de un recinto cuadrado. Para

Sol. 1.

ello se mide un lado del recinto y se calcula el area elevandolo al cuadrado. Se sabe "a priori”
que el recinto tiene 1 m? de superficie aproximadamente. ;Qué precisién debe tener la regla que
se utilice en la medicion? ;Seria posible efectuar correctamente este calculo en un ordenador
utilizando simple precisién?

Dado el lado del recinto x, el cdlculo del area se realiza como A = x z. Unicamente se realiza
una operacion, un producto, por tanto el error relativo sera:

rA:1Tx+1rx+Tj2

Sabemos que el error relativo en z lo podemos descomponer como el error inherente mas el de
almacenamiento, es decir 7, = 71 4 74

Por tanto:
ra=20rL 1)+ =20l + (2] +rd)

Para acotar el error relativo sabemos también que el error de almacenamiento estd acotado por
el error de méaquina:

rd <rw 3 |rd| <ru

De modo que:

ral < 2ol + @ 2|+ r2]) < 2[ra]+37w

Deseamos evaluar el drea con un error absoluto inferior a 1 cm?, por tanto:

E
|E4l <1 [cmz] : Con ry = ZA = Iral <

1 [em?]
1 [m?]

La precisién de la regla p nos determina el error en la medicién de x o lo que es lo mismo, su
error inherente:

=10~

P
EA Sm

Si el calculo se realiza con infinita precisién podemos suponer r,, = 0 y por tanto la fuente de
error en el calculo del drea provendra tnicamente del error inherente, es decir:

2p
< —
|7“A|_1[ ]
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El cual queremos que sea inferior a 1074, por tanto:

12[21 <107 & p<(1/2)107* [m] = 0,05 [mm)

No obstante, si el calculo se realiza en simple precisién, tenemos que 7, = (1/2) 27242 = 223

= |ra| < ZTp +32%) <10 e p<(1/2) (1071 =3 (27*%)) [m] = 0,0498 [mm]

Por tanto, para que el calculo se realice bien en un ordenador utilizando simple precisién, la
regla debe medir longitudes con un error maximo de 0.0498 mm.

2.— Se desea dibujar en un plotter la curva y = f(x) para valores de x comprendidos en el intervalo
[a, b]. Para ello se confecciona la siguiente subrutina:

SUBROUTINE CURVA(A,B,N)
IMPLICIT REAL*4 (A-H,0-Z)
IMPLICIT INTEGER*4 (I-N)
DELTA=(B-A) /FLOAT(N)
X=A
Y=F(A)
CALL MOVE(X,Y)
DO I=1,N
X=A+FLOAT (I)*DELTA
Y=F (X)
CALL DRAW(X,Y)
ENDDO
RETURN
END

donde la subrutina MOVE (X,Y) mueve la pluma sin dibujar hasta el punto de coordenadas (z,y),
la subrutina DRAW(X,Y) mueve la pluma dibujando una linea recta desde la posicién anterior
hasta el punto de coordenadas (z,y), y F(X) es una funcién del tipo REAL*4 FUNCTION que se
confecciona separadamente. Segtiin el manual del compilador FORTRAN, para las variables de
tipo REAL*4 se destinan m =24 bits para almacenar la mantisa (incluido el signo).

Se pide:

a) Explicar muy brevemente como funciona la subrutina.

b) Hallar razonadamente (en primera aproximacién) un valor méximo de N a partir del cual
no se mejoren los resultados, debido a que la precision del ordenador no permite discriminar
entre dos valores consecutivos de x

c) Hallar razonadamente (en primera aproximacién) un valor méximo de N a partir del cual
no se mejoren los resultados, debido a que la precision del ordenador no permite discriminar
entre dos valores consecutivos de f(x)

d) Teniendo en cuenta ademds que el plotter interpreta las coordenadas (x,y) en centimetros,
y que la resolucion méaxima de la pluma es de 0.1 milimetros, ;cudl es el valor maximo de
N que debe utilizarse en la practica?
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NOTA:Pueden efectuarse las simplificaciones que se juzguen razonables, ya que se habla de
”primera aproximacion”, siempre y cuando se justifiquen.

Sol. 2.a)

b—a

El intervalo de estudio [a, b] se discretiza en n + 1 puntos equiespaciados una distancia § =
n

y cada punto (z;,y;) se calcula como z; =a+d1i, y; = f(z;); i =0,...,n
La pluma se va moviendo de forma discreta por los puntos calculados. Graficamente:

A

Figura 1: Esquema de dibujo del plotter mediante poligonal a trozos.
La subrutina dibuja una poligonal a trozos (ver figura 1).
Sol. 2.b)

Llamamos § al espaciado entre dos puntos contiguos de forma que:

|z — x| = |9

El error en el punto ¢ serd E,, = z; ry,, pero en primera aproximaciéon podemos despreciar la
sz . . A
propagacion de errores en el calculo de z;, es decir, suponemos ry, ~ r;. .
Sabemos ademas que:

’Tfi} <y = % 92442 _ 923

Luego:
|E$z| = ’:U’L T:):¢| < |$i|7°M < mlEiX‘l',A Ty

Buscamos los valores de § que el ordenador es capaz de representar ya que no tiene sentido que
|Ez,| > 0, por lo que exigimos que:

b — al

max |z;| ry < |0 =
1

por tanto:
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B |b — al 1

n<N,= 223

con ry, =

max | ;]| T
7

Sol. 2.c)
Procedemos de la misma forma para los valores de la funcion:

ivr — yil = |l = | f(@iv1r — f(@o)| = | f/ (1) (i1 — @) | = | (20)] 10]

El error serd: E,, = y; ry, = f(zi) 1y,
En primera aproximacién despreciamos los errores de almacenamiento de las operaciones interme-
dias en el célculo de f(x) =

IN

M

IN

Tm

Por tanto:

By, =~ | F () mirit + flai) rn | < |/ (@) @i+ f(3)] rar < méx | f/ (@) @i + f(2i)| ra
Exigimos que:
méx | (@) i + )] rag < max || A~ mdx | f/(23)] 6]

luego:

b — al
n

méix |/ (w5) @i+ f ()| rar < méx |/ ()|

de modo que:

b=l max [

n<N, = —, conr =275
= T [Pl w o+ @] .

Sol. 2.d)

i1 — @i = 9] 16 } = A& = V(i1 — 202 + (Wir1 — v)? = 0] V1 + (f/(20)?

Yit1 — il = |l = | (2
Exigimos que:

0.0%em < mix /T4 (f/(2:))? |6] = méx v/1+ (f'(2:))? ’b—na‘

por tanto:

b — alméx /14 (f'(2:))?
0,01 cm

n < Na=
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En la préactica:

|n < min{N,, N, Na}|

3.— Presentar diversos ejemplos patolégicos de operaciones numéricas en los que se demuestre que
en un ordenador digital:

a) No deben restarse nimeros ”parecidos”.
b) No debe dividirse por nimeros ”pequenos”.
c) Es preferible sumar en primer lugar los niimeros méds pequenos.

d) El orden de los factores altera el producto.

Indicar cudl es la justificacion tedrica de estas aseveraciones. Realizar los ejemplos en sistema
decimal mediante una calculadora.

Realizamos los ejemplos con 3 cifras significativas en base 10. Denominamos z al valor calculado
correspondiente al valor exacto z.

Sol. 3.a)

Sean dos nimeros a y b tales que:
ra:rfl%—r(‘f y rb:r£+r,§4

La operacion resta y su correspondiente error relativo seran:

a -b A
z=a—b - TZ:CL—bTa+ _bT‘b+7"z:>
a 1 —b I a A —b 4, a
=T, = a—br“+a—brb]+[a—bra+a—brb + 7

Cuando los nimeros son muy parecidos (a = b) los coeficientes de propagacién de errores son muy
grandes.
No deben restarse ntimeros parecidos porque el error relativo puede ser muy grande.

Ejemplo 1: y=1—(1-2)(1+2) lz] << 1 ( 3 cifras significativas en base 10)
para z = 0,100 10~2:

1— 2 =0,999 10°
{+2=0,100 10!

(1 —2)(1+z) = 0,999 10°
7=0,110"2
Pero en realidad y = 0,1 1075, luego ry = ©—2 = —999 ~ —100000 %

Estos problemas se pueden evitar simplemente operando la funcién:

y=1-(1-2)1l+z)=1-(1-2")=2> = y=2°
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Préctica 2

Ejemplo 2: y = tan(x) — sin(z) lz] <<'1
para x = 0,100 10°:

—

tan(x) = 0,100 10°
sin(z) = 0,100 10°
7 = 0,000 10°

Pero en realidad y = 0,000501255, luego ry = 2—2 = 1~ 100%
Yy

De nuevo se pueden evitar estos problemas operando con la expresion:

1 —cos(x) sin(z) (1 — cos?(x)) _

. — sin(z 1 — = sin(x = -
y = tan(x) — sin(z) = sin(z) ( 1) (2) cos() cos(z) (1 + cos(x))

cos(z)

_ sin3(z)
cos(x) (1 + cos(x))

También se podria utilizar una férmula asintéticamente equivalente:

e
sin(x) =~z — 30 +0(z°)

R
tan(z) ~ x + 3 +0(z°)

= ~
Y=

Sol. 3.b)
Sean dos numeros a y b tales que:
ra:r£+r;4 y rb:r,{+rg4

La operacion divisién y su correspondiente error relativo seran:

1—7"b

z=ua/b — rZ:<

1-— Tp
Luego el error absoluto:

1 A

a a
Bo=zre  Bow [SOI—rD)]+ [0 —ri 402

b

-1
)ra—|—< >rb+r;4%ra—rb+rf:>

Cuando |b| << 1 los coeficientes de propagacién de errores en el error absoluto crecen mucho.
Sin embargo, en los resultados de los calculos, el error absoluto no tiene demasiada importancia en
general. Lo importante es que el error relativo sea pequenio. (Se exceptian aquellos casos en los que
los errores absolutos deban ser necesariamente pequenos, como en el caso del ejemplo del dibujo por

ordenador donde el error absoluto en las coordenadas de los puntos es lo importante)

Hay un caso en que si es importante el error absoluto: cuando el resultado es cero (ya que en este
caso el error relativo no tiene sentido). Por este motivo es normal que la condicién de convergencia de
un algoritmo iterativo se escriba en términos de error relativo y en error absoluto maximo admisible

tipo:
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Si [|zg41 — o] < méx (e, r|xg41])] — STOP

Es preferible programar esta condicién de esta forma en lugar de escribir

‘|

Para evitar problemas cuando |zgy1| — 0

Th+1 — Tk
Tr+1

< r] — STOP

Sol. 3.c)

Es preferible sumar en primer lugar los nimeros pequenos, para que su suma adquiera un valor
significativo antes de anadirle los niimeros grandes.

1000 veces

Ejemplo:  y=0,110"+0,110"2+0,1 1072+ ...+ 0,1 1072

Si los célculos se realizan en este orden, se obtiene 4 = 0,1 10!, pero en realidad y = 0,2 10!. Por
tanto ry = 22 = 05 =50%
Yy
Este error se puede evitar simplemente con el orden de las operaciones, operando primero la suma
de los términos mas pequenos y después sumarlo al término de mayor orden.

1000 veces

y=0,110"2+0,110"2+..+40,110"240,1 10

Sol. 3.d)

El orden de los factores altera el producto, ya que los resultados intermedios (y sus errores de alma-
cenamiento) son diferentes.
Sean a, b y ¢ tales que:

ra:r£+rjl4 R rb:ri—i—r{f‘ R rc:ri—i—rf

N z1=(ab)c — rzlm(ra+rb+r(ﬁ))+rc+7’i
zo=a(bec) — TZQ%TG+(T5+TC+7"ZL§)+T?2
A

Y se puede observar que 745 v 75 pueden diferir, asi como 7";41 Y Tiy-

Ejemplo:
21 = (0,510 x 0,210%) x 0,99910° — £ = 0,999 10°
29 =0,510° x (0,210 x 0,99910°) — 2 = 0,100 10"
4.— En un célculo es preciso evaluar la funcién:

fl@)=1-(1-2)1+2)=2?

para valores de x tales que |z| << 1. Se utiliza un ordenador que utiliza m bits para el almace-
namiento de la mantisa (incluido el signo) en coma flotante, y que redondea por aproximacion.
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a) ;Se debe calcular f(z) como 1 — (1 —z)(1 + ) o como 22? (En el tltimo caso el célculo se
realiza multiplicando la variable = por si misma).

b) Establecer las cotas del error relativo en los dos casos.
c) (Qué operacién es mejor segun el valor de z?

d) Presentar un ejemplo numérico de la conveniencia de usar uno u otro método cuando
los célculos se realizan manualmente con ayuda de una calculadora, y se redondea por
aproximacion con tres digitos decimales significativos.

Sol. 4.a)
La funcién se debe calcular como f(z) = 2, pues la férmula original f(z) =1 — (1 — 2)(1 + x)
producird un gran error relativo cuando || << 1 ya que entonces el término (1 —z)(1+z) ~ 1y se

restan nimeros muy parecidos. Para valores de |z| pequenos obtendremos como resultado el valor 0.

Sol. 4.b)

A=1—-=x

1 —x A
TA:l—x%—i_l—xm—i_rA

%
€ A
B=14+2 — rp %+1+x7“m+7“b
_)
%

fis)=1-(1—2)(1+2) = "
C=AxB rc:rA+rB+ré
1 —C N
\FIZI—C TF1:1_C%+1_CT0+TF1
—(I—2)(1+x) -z A x A, A A
:M"Fl:l—(l—x)(l—i—a:) 11— rm—i-rA—i—l xrm—i-rB—i-rC + e
—(1— 22 —222
= (xz )[1_x2rx+rﬁ+r§+ré}+rél
(=2 4 A a4
:2T$_T[TA+TB+TC]+TF1
1 — 22
:2r£+<2r§c4—( = )[7‘1‘24—7“1’%—{—7“@]—}—7“?1)

Podemos acotar los errores de almacenamiento por el error de maquina r,;:

)
Irp1] < 2|rk| + <2+’1 f

3+1> T

)

2
3
233 >TM:2|T£‘—|—x2TM

1— 22

_2\r£\+3<1+‘

‘IL” <<l= |7’F1| < Q‘Ti‘ +3 <1+

Por tanto,
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3
lrpi| <2 ‘Tﬂ + poREY para |z| <<1

f2($):$2:>{ F2=xxx — Tpo=ry+7s+1

:>7“F2:2rm+ré2:27“£+2r;4+rﬁ2

De nuevo acotamos los errores de almacenamiento por el error de maquina y obtenemos una cota
del error relativo:

|rre| <2 ‘ri‘ +3ry

Sol. 4.c)

Si nos fijamos en las cotas del error relativo para ambos casos, se puede ver claramente que siempre
es mejor la férmula f(x) = 22 ya que ninguno de los términos del error se amplifica de forma exagerada.
En cambio la férmula original amplifica enormemente los errores de almacenamiento de los resultados
intermedios A, B y C para valores de |z| << 1.

Sol. 4.d)
; =0,100 10~° valor calculado correcto
0,100 1072 = { 2@ =0,
v { fi(z) = 0,100 10~2  valor calculado incorrecto
5.— Las n primeras potencias ¢!, ©?,...,¢" del ntimero dureo ¢ = (—1+ 1/5)/2 pueden obtenerse sin

realizar ninguna multiplicacién, ya que se cumple la relacién:

2 1

o = 2 _ i~

Demostrar que esta forma de efectuar los cdlculos es numéricamente inestable, mientras que la
multiplicacién reiterada es numéricamente estable.

Sol. 5.
Algoritmo inestable: ¢ = (-=14++/5)/2 ~ 0,61803398875
.
xog=1 Tx0:%+rx0:0
T = Tay =15, 72
xo —I1 A 1 1 A
T2 =29 — 1 Try = ﬁ?"wo + ﬁrxl + T:E2 = ETIO — ;Txl + TIEZ
0 — +1 0— 41
T3 =T1 — T2 Tyy = ﬁra‘l + ﬁraﬂz + Teg = Ercm - ;7‘3;2 + Txs
1 — 42 1 — 42
Lp—2 —Tk-1 A 1 1 A
Tp =Xk—2 — L1 Tg=—""""Tgp, o+ Vo +70, = STap0— Tap, + 7
\ T g —Tpg T o — g O T2 T2 0 Th—1 T,
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Para simplificar las expresiones cambiamos la notacién Ry =1y, y re—1 = r4 de modo que:

Ty

(Ry = ¢ ?Ry—¢ 'Ri+m = —p R +n
Ry = ¢ ?Ri—¢ 'Ro+ry = 207 R — ¢ i+
Ry = ¢ 2Ry— ¢ 'R3+r;3 = 30 3R +2p%r; — @ lryg 13
= B = ¢ Rs—¢ 'Rytry = 57" Ri =3¢ 01 + 20 22 — g 1y
k-1
Ry = ¢Rpa—¢ 'R+ = ()M TR DR 4 (—1)F R o iy
\ i=1

siendo Fj el término j—ésimo de la sucesién de Fibonacci = {1,1,2,3,5,8,...}

De modo que si Ry = 7‘{0 + rp, entonces:
k—1 ' '
Ry, = (_1)k71Fk (pf(kfl)rglo + Z (_]—)kilile—i (pf(kflfl)ri
i=0

= |Ry| < o~ 7Y

k—1
Bl 43 s mr]
1=0

Teniendo en cuenta que r; = r;f‘i s |ri| < r) entonces:

k—1
1
< i [+ (S ) o
=0
Es decir:
Fy,
A=
- |1‘ oh—1
Rk SAk: ’I"‘p +BkTM k—1 ; k—1 k
Fr_; ¢ Fr._;
By, = Z E—1 :Z h—i—1 ZA’“@ ZAJ
i— 7 i—0 ? j=1

Y se puede comprobar facilmente que los coeficientes Aj y By crecen fuertemente a medida que
aumenta el valor de k (tabla 1):

Tabla 1: Valores de los coeficientes de la serie.

k Ak By,
1 1 1
5 ~34 ~bb

10 | ~4181 ~6765
20 | ~63 10° | ~102 10°

Luego, tanto el error inherente en el dato inicial como los errores de almacenamiento de las opera-
ciones intermedias se amplifican de forma descontrolada = INESTABLE.

NOTA:

10
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Puede demostrarse que el término k-ésimo de la sucesion de Fibonacci vale:

1 k_ (—p)F -1 5
o0t —Cor +5
1+2¢ 2
y que, por induccién,
=1
=1

Fpy=F, o+ Fp vk >3
Luego,

A= L (1+90)’“_(—<p)’“]: ¢

1420 (pk—l QOk_l 1420

k
% 1+ 2¢
De modo que el término crece exponencialmente.

() -]

2 ]
© ( ) ( )M (=1) — (=1)F+1

k
B, = Y A

Jj=1

1+

1+2p ( > 1—(—1)

% L1 1—(=1)k
R )( 1>+2

¥
1+2

~2 618

De modo que el término también crece exponencialmente.

Algoritmo estable: ¢ = (-=14++/5)/2 ~ 0,61803398875
= ]_ TCC() = / 10 == 0
€Ty =@ Ty = x1+rx1
To = T T1 r@:rm%—ml—i—rg:Zml—i—ré
T3 = T2 I1 T.’Eg = TCEQ + rxl + 7‘;43 = 3 r$1 + TJ,AQ + 70411?3
k
Tp = Th—1 X1 Tgy = Tgp | + Ty + rfk =kry + Zr;‘i
i=2
Luego:

11
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k
= ol <k o[ +k [z |+ 3|,
1=2

= |rg,| <k ‘Til‘—l—krM—i—(k—l) Ty

= ||rg ] < k |Til} +2k—=1)ry

En el peor de los casos, el error inherente y los errores de almacenamiento de las operaciones
intermedias crecen de forma lineal = ESTABLE.

Ademis la cota superior serda muy conservadora, con lo que el error relativo sera pequeiio en general,
incluso después de realizar un ntmero elevado de iteraciones.

6.— Se desea calcular aproximadamente e” para diversos valores de x en el intervalo [0,10] sumando
los primeros n términos de la serie de Taylor. El calculo se efectuara en un ordenador que utiliza
24 bits para la mantisa en coma flotante (incluyendo el signo). Efectuar un estudio sencillo (sin
tener en cuenta el efecto de la propagacién del error de redondeo) que establezca un valor maximo
del niimero de términos a considerar, por encima del cudl no se obtengan mejoras apreciables en
la aproximacién.

Sol. 6.

El desarrollo en serie de Taylor de la funcion e es:

2 n 3

r x e

e =1l+—4+—+..+—+R,(x ; Ry(x) = —+

Tttt @) Ba@) =
Si tenemos en cuenta que no tendremos en cuenta la propagaciéon del error en las operaciones,

podemos plantear la resolucion del problema mediante dos criterios:

D €€ |0,z]

1) No tiene sentido seguir sumando términos cuando el nuevo término es del orden del error de
maquina o inferior:

xn+1
| =
e~ 7T xn—l—l
>0 = —F— <
v mriyp = ™
—(n+1) ( n+1
e n+1)
gt (n+ 1) paraz=n+1< 10
max ————— =
zefo,10] (n+1)! e—10 1n+1
W parax:10§n+l
n !

Luego, no tiene sentido seguir cuando:

—Zp 7n+1
ez,

(n+ 1) =

_ Zn=n+1 si n<9
m—+2 n >~
2 con {anlo sion>9

1
2

12
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2) No tiene sentido seguir sumando términos cuando el error de truncamiento es del orden del
error de maquina o inferior:

65 $n+l - | x|
—_— erlr
(n+ 1)1 — M
-0 ef—af :L,n-i-l -
: —
v mtnl =™
) ef—:c :Cn-l—l 10n+1
max =
z€[0,10], ¢€[0,2] (n + 1)! (n+1)!
Luego, no tiene sentido seguir cuando:
10n+1 < 1 —m+2
(n+1)! — 2
7.— En un proceso de calculo se requiere evaluar repetidas veces la funcién f(z) = v/1+z — 1.

Es sabido, que para valores pequenos de x, existe, entre otras, la aproximacién asintética a la
funcién anterior f(z) ~ fo(x) = x/2. Los cdlculos se efectuardan en un ordenador digital. ;Es
posible que los resultados obtenidos empleando la aproximacién asintética fy sean mejores que
los resultados de los célculos obtenidos empleando la propia funcién f(z)? En caso afirmativo:
Jpara que rango de valores de x7; jcudl seria este rango si se utiliza precisién simple (24 bits para
la mantisa, incluido el signo)? Ya sea el caso afirmativo o negativo, presentar diversos ejemplos
numéricos que corroboren el resultado, empleando la base decimal y realizando las operaciones
en coma flotante con tres digitos.

Sol. 7.

Es posible que la férmula fo(z) dé resultados més aproximados que la férmula original para valores
de || muy pequenios, pues el error de truncamiento de fy(x) es cada vez mas pequeno cuando |x| — 0,
mientras que el error de rendondeo al calcular f(x) puede ser muy grande cuando |z| — 0, debido a
que 14z = 1. De hecho, para valores de |z| suficientemente pequenios esta formula dard un valor igual
a 0, lo que supone un 100 % de error relativo.

Analizamos la propagacién de errores y los errores de truncamiento:

) h@=vitzr-1

1 x
Yy =1 — = A
+x Ty 1+x%+1+$m+ry

1
Z =Y — TZ:*Ty—i-Té

2
Z -1
Fil=7-1 — rF1:Z_17‘Z—|—Z_1pf+ré1

13
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14z 1 T A A A
=>rp = \/1+7x—1 B 1+x7"x+ry +rz | +re;
vi+z 1 =z n vV1+x 1 T

- r -
Vitr—121+x " Vitr—1 1+

s (ot erd) ) +r]

Irp1] <

Vvi+z 1 T
Vid+z—-121+=zx

([ G (] +2) 1) + 1)

2) folz) = /2

0

{FO=ux/2 — TR0 =Ty + 25 + % (dividir por potencias de 2 en binario solo
modifica el exponente y por tanto no introduce
un nuevo error de almacenamiento)

I A
TF = r = r r

fo(z) = folx)
folz)

Tenemos que tener en cuenta el error de truncamiento dado que estamos utilizando una aproxima-
cién a la funcién que realmente queremos evaular. El error relativo total es:

Pero lo que buscamos no es rgpg =

o f(x) — fo(x) _ f(x) — fo(x)(1 —7FRo) _ f(z) — fo(z) _I_fo(x) .
Fo f(@) () (@) fl@)  ~~
—— redondeo

truncamiento ~1
Por tanto:

o (\/1—1—30—1)—:1:/2+ x/2
Fo VIi+z—1) (V1i+taz—1)

(\/1+x—1)—w/2+ x/2 oy x/2 A
(V1+ax—1) WVi+z—-1) " (V1+zx-1)"7

(ry +73)

| < (\/1+$—1)—x/2’+‘ x/2 " I}_{_‘ x/2 .
S B eV AV

Estudiamos que ocurre en ambos casos cuando |z| << 1 =

Luego:

14
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1 1]/1 3
< — = ! - H+1)+1 = |z 24+ —
red < R 22" ITH[ /2'(2(‘$|+)+>+]TM }T$‘+<+Ix|>r
. —2%/8 z/2| :1:/2 7
rhl < Room |8 |22t |22 = a4l [rd]

La evaluacién de la funcién como fy(x) serd mejor siempre y cuando Ry < Ry, es decir:

il il sl [ g
3
:"4‘—{”@ s

Que se cumplird cuando:

HE
—| < —r
417z

De modo que:

2 <127, & || <2V3.ru

Para valores de |x| < 2+/3 ./, la férmula fo(x) tiene una cota de error menor que la de la funcién
original f(z) a pesar del error de truncamiento.

Precisién simple = m = 24 bits = r, = 2723, Por tanto la férmula fo(x) serd mejor para
valores |z| < 1,19604 10~3

En una calculadora de 10 cifras:
rar=1/2107004D+2 — 191079 = |2| < 7,74597107°

z=0,0001 = fi(z) =0,4998750 1074, fo(z) =0,51074
x = 0,00001 = fi(x) =0,51077, fo(x) =0,5107°

En una calculadora de 3 cifras:

rar=1/21076GF0F2 = 1/921072 = |z < 0,244949

8.— En un proceso de calculo es necesario evaluar la funcién f(z) = e~!/* para diversos valores de
x € [0,05,0,10] con un error relativo ry < 1078, Si los valores de x se conocen con un error
relativo 7, < 1077, y suponiendo que podamos aumentar la precisién del ordenador hasta donde
sea necesario, jpuede obtenerse un resultado satisfactorio? En caso contrario, jcon qué precision
serfa necesario conocer los datos?

En cualquier caso, jqué tipo de precisién —simple o doble— debe usarse si los cédlculos se efectian
en un ordenador digital? Se supondré que en simple y en doble precisién se utilizan 24 y 53 bits,
respectivamente, para almacenar la mantisa (incluido el signo).

15



Navarrina F., Casteleiro M., Colominas I.—”Problemas de cdlculo numérico” Practica 2

Sol. 8.

Si suponemos que el ordenador tiene precision infinita esto implica que todos los errores de alma-

cenamiento son nulos y por tanto r, = ri.

De esta forma, el error en la evaluacién de la funcién f(x) = e~'/% sera:

T O €V W - S
S T e Ty T Ty

Dado que ‘rﬂ <1075 y que x € [0,05, 0,10], la cota superior del error sera:

107°
‘Tf‘ S W = 0,2 10_3

Por tanto, no podemos asegurar que |r¢| <1078

Ejemplo.
z=0,05 — f(z)=2,0611536 1077 flx) - f(@) _3
F=005(1-107) — f(Z)=2,0607414107° [ = f(zy) 19810

Para lograr la precisiéon buscada necesitamos que el error en el dato inicial sea:

72| { 2] < || 1078

Iry] =2 <1078 =
z € [0,05, 0,10]

ol < } = |rl] <0,05107% =0,510""
X

Analizamos ahora la precisién que tendriamos que utilizar en un ordenador digital para obtener la
precisién deseada:

{ Simple precision — m =24 — r,=1/227%#+2 — 2723 0,119106 }

Doble precision ~ — m =53 — r,=1/227932 = 2722 ~ (02221071°

Simple precisién no sera suficiente pues ni siquiera podemos almacenar el dato = con seguridad ya
que |ry| < ‘rfc‘ + 7y, ¥ ya solo el error de maquina r,, > 1078,

Necesitariamos utilizar doble precisién. Y esperamos que la doble precisién sea suficiente.

Estudio completo

rx:r£+rjv4 ;‘r;ﬂSrM
V=X n=tp ] <
/
F=EXPY) rp= yry+ry = —yry +ry r‘gr
P g YT T T T T
-1
rpo= (o) ) 4

1 I 1 A 1 A A
= xTx+<x7’$ —;Ty +Tf

|r|<i‘r1’+ ijti—l—l r :i‘rfl—k 3—|—1 r
I= T Pl \ M ] T o M

]

16
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En doble precisién r,, = 2792 = 0,222 1015 y si consideramos que z € [005, 0,10] entonces se
puede acotar el error como:

72| 2
<Lz 1) 2752
il = 505 F (0,05 * )

Queremos estar seguros de que |r¢| < 1078, de modo que:

rl| <0,499999545 10~?

Luego, efectivamente, el calculo es posible en doble precisiéon. Obsérvese que la precisién requerida
para el dato x es algo mayor que la que se obtuvo anteriormente sin considerar errores de almacena-
miento en las operaciones.

9.— En un proceso de cédlculo es preciso evaular varios millones de veces la funcién f(x) = In(1 + x),
siempre para valores de z positivos (z > 0) y pequenos (z << 1). La funcién del compilador For-
tran de la que se dispone es muy precisa, pero requiere un tiempo de computacién relativamente
elevado (del orden del equivalente a varias decenas de operaciones elementales).

Para reducir el tiempo de computacién se valora la posibilidad de aproximar la funcién utilizando
los dos primeros términos de su desarrollo de Taylor, admitiéndose esta simplificaciéon cuando
el error relativo sea inferior (en valor absoluto) a cien veces el error de almacenamiento de la
méquina. Se confeccionan las siguientes subrutinas:

SUBROUTINE EXACTA(X, Y1) SUBROUTINEAPROX (X, Y2)
REAL % 4 X, Z, Y1 REAL % 4 X, T, Y2
Z=1.+X T=1.—X/2.

Y1 = ALOG(Z) Y2 =XxT

RETURN RETURN

END END

Sabiendo que el ordenador trabaja en coma flotante redondeando por aproximacién y destinando
m=24 bits a la mantisa (incluido 1 bit para el signo), y que los valores de X son exactos (en el
sentido de que su error inherente es nulo, aunque en general estaran afectados del correspondiente
error de almacenamiento), se pide:

a)

b)

c)

d)

Analizar instruccién por instruccién las subrutinas anteriores, obteniendo los errores rela-
tivos de las variables en cada paso.

Obtener el error relativo del valor Y1 calculado mediante la subrutina EXACTA respecto al
valor exacto de f(z). Obtener una cota del error y explicar qué sucede cuando z tiende a
cero.

Obtener el error relativo del valor Y2 calculado mediante la subrutina APROX respecto al
valor exacto de f(z). Obtener una cota del error y explicar qué sucede cuando z tiende a
cero.

Discutir para qué rango de valores de X puede utilizarse la subrutina APROX en lugar de la
subrutina EXACTA.

. Es posible que la subrutina APROX proporcione resultados més precisos que la subrutina
EXACTA? En caso afirmativo, jpara qué valores de X?

17
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Nota: El desarrollo de Taylor (con el resto de Lagrange) de la funcién f(z) es:

xn—o—l

n+1

n i _ n+1
@ == VAR R =1 (1) g€ 0.)

1+¢

Sol. 9.a)

Dado que en el enunciado se indica que el error inherente del dato es nulo, entonces:

7“;:0:>rz:rf ‘Tf‘STM
EXACTA:
Z=1+X - L -
= T Ty T
‘ 1—1—37/( L+ 7
1/z A
Yi=In(Z) — ry szZ"‘Tyl
= |Try1 = L < rA—l—rA —i—rAl
Vo m(l4x) |14 TR Y
APROXIMADA:
1 —x/2
T=1-X/2 = r= A
/ gy ey R

Y2=X+x«T — rygzrw—i—rt—i—rz‘??

/2 AL AL A
= |Ty2 = (1—1_w/2>7}c + T Ty

Téngase en cuenta que en esta expresion del error se ha considerado que multiplicar por potencias
enteras de la base de numeracién (B = 2) no introduce un nuevo error en la operacién de divisién ni
de almacenamiento.

Sol. 9.b)

Conocemos 1,1 = n-un siendo ¢ el valor calculado
Y1

f(@) =4 _ fl@) —wn L Y1 — Y1
f(z) f(z) fl@) —n
— N~ S

truncamiento ~1 redondeo

Buscamos r; =

Como la férmula es exacta, f(x) = yi, por tanto:
1 r A, A A
In(1+ x) L—i—x T +TZ} Ty

* p— j—
Tyl =Tyl =

1 x
< 1 1 =
’%J—Lmu+an1+x+’>+]rM i

18
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{ZC—>0} {1+ZL’—>1
cuando

1
>0 ln(1+x)—>x}:>R1N<2+|QC]>TM:>R1_>OO

En la préctica, cuando x — 0 la férmula dard como resultado 0, pues x es insignificante frente a
1, con lo que el error tiende al 100 % (no a oo).

Sol. 9.c)
Y2 — Y2 . .
Conocemos 1,2 = siendo 72 el valor calculado
Y2
f(z) — 4> f(@) =y Y2 Y2 — U
Buscamos 7 = = +
v f(x) f(z) fx)
N—— —— ——
truncamiento ~1l redondeo
x? 1 3
Sabemos que f(z) =z — -5t <1+> 23/3 con €€ |0,x] (Desarrollo de Taylor)
N—— 4,_/
Y2 RQ(LE)
— R
Luego el error relativo de truncamiento sera (@) — v = 2(37)7 por tanto:
f(z) f(x)
1 z3
L _ (48?3 (z-27/2)
Ty2 = Ty2

In(1+ z) In(1+ z)
1 x3/3 (x—2?/2)[ 1—-2 4

_ A A
T 4P+ Wml+a) |-z e
1 x3/3 1 n " A
S Urerm(+a) T aa P Hell a2 ri el = 2/2) ry)
. 1 |#°/3] ]
32l < | e e+ Ty L= el = a2+ a2

Teniendo en cuenta que x > 0, z << 1y que £ € [0, x]:

x3/3 x(3 — 2x)

< =
el < m(i+2) Witz =T
— 0
>0

/3  z(3-2zx x?
/ + ( = )T‘M:3+(3—233)7‘M

cuando{ i } ={ln(l+z)~z}= R~

Ry — 3ry cuando z—0
Sol. 9.d)

Tal y como se indica se aceptard la validez de la subrutina APROX cuando el error relativo sea
inferior a cien veces el error de maquina:

2
% (3= 22) ry < 1007y, = 22 < 3(97 + 22) 1y = |z < V291 2-23 ~ 0,006
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Sol. 9.e)

La subrutina APROX funcionarda mejor que EXACTA cuando:

2 1 1 1
%+(3—2:1:)7"M§(2+—)7“M<:>:EQ§3(2+——3+23})TM:3(—+2$—1)
X X X

Podemos despreciar (22 — 1) frente a 1/x =

3
P2 <Zr, ez < V3272 ~0,007
xr

10.— Un programa FORTRAN incluye la instruccién X=N, donde X es una variable real del tipo REAL*4
(simple precisién) o de tipo REAL*8 (doble precisién),y N es una constante entera positivo de tipo

INTEGERx*4.
Deducir cudl es el valor de N a partir del cual se pueden producir errores de almacenamiento en

simple precisién y en doble precision.

Sol. 10.

La instruccién X=N puede producir error de almacenamiento cuando:

N> (10...01)y =2m"1 420 =om=1 1]
m bits

siendo m el nimero de bits que se destinan a la mantisa (incluido el signo), pues a partir de este
valor el niimero N puede tener mas bits significativos que los que caben en la mantisa y serd necesario

redondear.

Si el primer bit de la mantisa no se almacena (que es lo més frecuente) entonces cabrd un bit més
y los errores de almacenamiento se pueden producir cuando:

N>2m 41

Por tanto:

REALx4 — m=24 — N>16777217
REA1x8 — m=53 — N>2%41

Se puede observar que en doble precisién nunca habré errores de almacenamiento pues el entero
més grande que se puede considerar es N = 2"! — 1 con e = 32 es decir N = 23! — 1.

11. Realizar un programa FORTRAN que encuentre la solucién del problema anterior mediante

experimentacion numeérica.

Sol. 11.

20
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Programa AlmacenarEntero

C
e
c Este programa encuentra el primer numero entero que no se puede almacenar
c exactamente en una variable del tipo REAL*4.

C

c Nota: El programa se debe compilar sin optimizatién (opcion: -00) para

c impedir que el compilador lo corrija.

G

implicit integer*4 (i-n)

implicit real*4 (a-h,o-z)

logical seguir

parameter (MXINT=2*(2**30-1)+1) Icalculamos (2**31-1) sin overflow

i=0
seguir=.TRUE.
do while(seguir)

i=i+1

x=i lequivale a x=real(i)

j=x lequivale a j=int(x)

seguir=(i.1lt.MXINT).and.(i.eq.j)
enddo

if(i.ne.j)then
write(6,*) i,x
else
write(6,200)
endif

100 format(’ Problema en el termino i=’,i20,
. ’ -——=> x=,£30.9)
200 format(’ Todos los enteros de tipo INTEGER*4’//
> caben en un real*4’)

read(5,’()?)

end

12.— En un ordenador digital se calcula la suma
'n''veces
——
S,=a+a-+..+a
donde a es un niimero cualquiera cuyo error inherente es .. Las operaciones se realizan en coma

flotante, destinando m bits a la mantisa (incluido el signo). Se pide:

a) Calcular el error total del resultado que se obtiene al realizar la operacién anterior. Indicar
qué parte del error total se debe a la propagacién del error inherente del dato a y qué parte
se debe a la propagacion de los errores de almacenamiento de las operaciones intermedias.
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b) Analizar cémo crece el error méximo al aumentar el valor de n. Discutir en qué medida este
valor méaximo puede considerarse exagerado.

c) Repetir los apartados anteriores suponiendo que el célculo se realiza en la forma S,, = n-a.
Comparar los resultados obtenidos en los dos casos.

d) Relacionar estas conclusiones tedricas con el planteamiento del problema 8 de la préctica
anterior y realizar una prediccién tedrica del PK a partir del cudl pueden producirse los
problemas a los que se hace referencia en aquel ejercicio. En su caso, comparar la prediccién
tedrica con los resultados ”experimentales” obtenidos por simulaciéon numérica.

Sol. 12.a)

Analizamos el error en cada operacién:

Sl =a — Tsy = Tq
Sy =51 + — _5 S
= a rs, = r ro+ T
2 ! 52 S1+a 51 S1+a “ 52
Sy a
S3 =29 — =< - A
3 2+ a TS, S2+a7"52+52+a7"a+7"33
S3 a A
S4:S3+CL — T'S4Zm7“s3+m7’a+rs4
Sn—l
n n 1+CL TS’!L Sn_1+a Sn—1 + Sn—l CLTA+TSH
Si tenemos en cuenta que S; = i - a entonces:
Si i a 1
Si+a i+l Y Sita i+l
Luego:
rs, = Ta
— A _ A
TS, = 1/27’51+1/27’a+r52 = ra+Tg,
re, = 2/37“32+1/37“a+r§3 = ra+r§3+2/3r§2
rs, = 3/47’53+1/4ra+r§4 = ra+rﬁ4+3/4(r§3+2/3r§2)
n—1 1 A 4 on=1/7, 4 4 3/ 4 24
rs, = - rSn—1+ETG+TSn = ra+r5n+n<rsyl_l—|—...+5 7“54—1—1 r53+§r52
_ I A,A =1 (4 404 3( a2
= TS, = Ja +ra 75, + o (Tsnl Tt ) <TS4 + 4 sy + grfb

error inherente -
errores de almacenamiento

Vemos que el error inherente del dato se propaga tal cual es.

Sol. 12.b)

22
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Acotamos el error:

[ n-—1 4 3 2
< I+ 2+ —(1++-(1+=(1+2) ).
rs,| < yra|+_+ - <+ +5<+4<+3>> )}m

1
= |rl|+ 2+n((n—1)+...+4+3+2)] Ty

124 (n—1)

I
— + 242
I7al I n 2

(n— 2)} -

1
= |l + _2+2n(n—|—1)(n—2)] Ty

1

= Iral+ 5 ln++1)(n=2)]ry
1

= ]r£|—|—%[4n—|—n2—2n+n—2]rM
1

= !T£|+%[n2+3n—2]rM

= |rl|+[n/24+3/2—1/n]ry

Luego

rg, ™% ~ |rl + g T (Cuando n es grande)

El error crece linealmente con el valor de n.

Este error maximo es extremadamente improbable, pues para que se alcance, todos los errores de
almacenamiento deben ser iguales a su méximo (el error de maquina) y del mismo signo. El resultado
final serd presumiblemente mas pequeiio. En la préctica los errores de almacenamiento tendran valores
diversos entre (—ry) y (ry). Por lo tanto, para cuantificar este efecto podriamos realizar un célculo
estadistico y obtener el error probable (la esperanza matemaética de rg,)

Sol. 12.c)

Si realizamos la operacién como S, = n - a entonces:

TS, = Tn+Tq+75

En general salvo que n sera muy grande r,, = 0, por tanto

ron =ratra 475,

Igual que en el caso anterior, el error inherente en el dato se propaga tal cual es.

|rSn| S }ré‘ +2TM

En el cdlculo mediante sumas reiteradas el error crece a medida que se realizan mas sumas, mientras
que en el calculo mediante multiplicacion el error se mantiene en el mismo nivel.

Sol. 12.d)
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El efecto acumulado de los errores de almacenamiento comenzaria a notarse cuando:

1
(n-a)lrs,| ~ 5 0,001, con a=0,1

pues el error podria ya alterar el tercer decinal.

Esto podria empezar a pasar cuando:

1
|"** ~ ~ 0,001, con a=0,1

(n-a)lrs ~5

n

con

s, | ~ |rk] + % T

1 n
con ry = B 9—m+2 y para n grande, ré’ << 5 Tt

1 —
(n 0,1)g 27 S 0,001 =0 2107 2" e nx 107! 9”5

De esta forma, para variables tipo:

REAL*4 — n ~ 290

REAL*8 — n ~ 6 710 886

Los ensayos numéricos con los programas propuestos (Sumalterada R4 y Sumalterada_R8) arrojan
los siguientes resultados:

REALx4 — n =703 Sy = 70,299

REAL*8 — n=17704899 S, =1770489,901

Luego el fenémeno tarda méas en producirse de lo que habiamos previsto. Esto se debe a que la
cota del error rg, es exagerada en relacién con el error que se produce en la préactica.

13.— Un ingeniero programa habitualmente en Fortran y utiliza determinado ordenador digital. El
ingeniero desea conocer cudl es el error de maquina 7,, con el que se realizan los calculos, tanto
para las variables de tipo REAL*4 (simple precisién) como para las variables de tipo REAL*8
(doble precision).

El ingeniero no tiene acceso a los manuales ni a ningin tipo de documentacién en la que se
explique como se almacenan los datos y cuantos bit se destinan al almacenamiento de la mantisa
en cada caso.

Se pide:

a) Relacionar el error de maquina ), con el valor de ¢ > 0 ("machine €”), correspondiente
al menor nimero real positivo tal que A(1 + ) # A(1), siendo A(x) el valor almacenado
correspondiente a x.
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b) Realizar un programa Fortran que permita obtener experimentalmente el valor del e (" machine £”)
para los dos tipos de precisién (simple y doble) en el ordenador en el que se ejecute el pro-
grama.

c) Probar el programa en un ordenador y comparar los resultados obtenidos con las predic-
ciones teodricas. Explicar las discrepancias, en su caso.

Sol. 13.a)
A(1) = (0,100...000)p B*
_ 1
A(l+¢€)=(0.100...001)p B
(m—1) cifras
Luego:

1
e =5(0.000...001)5 B!

(m—1) cifras
1
El término 3 aparece debido al redondeo por aproximacion.

se—ip il pome
2 2

Por tanto:

Para un ordenador digital B = 2 =-.

REALx4 — m=24 = =22
e=ry=2"""

REALx8 — m=53 = =292

Pero en la practica es normal que no se almacene el primer bit (ya que siempre es 1 excepto para
el nimero 0). De esta forma se dispone de un bit més para la mantisa, luego:

REALx4 — m=24 = eg=2"2%
6:7"M22_m_>

REAL*8 — m=53 = =25
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Préctica 2

Sol. 13.b)
c= Programa MachineEpsilon
c
real*4 eps
real*8 deps
Cuovunn Simple Precision (REAL*4)
call MEps_Simple(le2,eps)
write(6,100) le2,eps
100 format(’ REAL*4 -> Machine Epsilon = 2%%’,i3,’ = ’,el15.6)
Covnn Doble Precision (REAL*8)
call MEps_Doble(lde2,deps)
write(6,200) lde2,deps
200 format(’ REAL*8 -> Machine Epsilon = 2*x*’,i3,’ = ’,d15.6)
end
Cm———————————o oo Subroutine MEps_Simple----—-
c Obtencion del machine epsilon en simple precision
G
subroutine MEps_Simple(le2,eps)
implicit real*4 (a-h,o-z)
uno=1.e+00
dos=2.e+00
eps=1.e+00
le2=0
q =uno+eps/dos
do while (uno.ne.q)
eps=eps/dos
le2=le2-1
q =uno+eps/dos
enddo
return
end
C————————————————————————— Subroutine MEps_Doble---------—-
C Obtencion delmachine epsilon en doble precision
G

subroutine MEps_Doble(le2,eps)

implicit real*8 (a-h,o-z)

uno=1.d+00

dos=2.d+00

eps=1.d+00

le2=0

q =uno+eps/dos

do while (uno.ne.q)
eps=eps/dos
le2=1e2-1
q=uno+eps/dos
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enddo

return
end
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