Métodos Numéricos y Programacién — Tema 8 Condiciones de Lipschitz

Condiciones de convergencia en un intervalo (Condiciones de Lipschitz)

1. Funcién Lipschitziana o contractiva.

Una funcién ¢(x) es contractiva en un intervalo cerrado I siy sélo si

{Bre0.1) / 6(x) — 6(E) < Nz —¢| Va,ce1)

siendo A la constante de Lipschitz.

2. Convergencia en un intervalo.

Dada ¢, Lipschitziana en I = [xg — p, o + p], con constante de Lipschitz A\ y dada una aproxi-
macién inicial zg tal que |zg — ¢(xo)| < (1 — A)p:

¢/ o(x) = o) < Az =& Vo, £ €= [xo— p,a0+ p]
conp>0; Ae0,1)y

zo /[ |xo — @(x0)] < (1= A)p

Entonces:

a) ’xk+1:¢($k) €l = |rp41—x0| < P‘

Demostracion por induccion.
Primero demostramos que x; € 1
r1=d(z0) ~ |ro—d(20)] < (1=A)p &

|
1 —x0] < (1=XNp < p & a1 €1

Luego suponemos que se cumple para x; v lo demostramos para xpy1:

|1 — 2kl = o) — d(zr—1)] < Alzg — 241
ey — 2p—1] = |o(zr—1) — d(zh—2)] < A |zp—1 — Tp—2]

wa—z1] = |¢(z1) — $(zo)

IN

A |z — o

De modo que:

wppr — k] < Az —ml < A (1-X)p < p

Queremos acotar |rgy1 — xo|, de modo que:

[@h41 —xo| = |[(@pp1—ak) + (Tr—2p-1) + ...+ (21— 20)]
< ’$k+1 - l’k‘ + ]wk - 1‘]@,1’ + ... + \xl - .7}0’
—_—— ~—_—— ——
< AP = 2)p < AR = N)p <X (1=XNp
< RN 01— A )p

1-2k+1
I—X



Lo que conduce a:

|Tp1 — 20| < (1—)\k+1>P <p

ka zr = «af (Demostramos que es una sucesién de Cauchy)
—00
|Tm — Tmapl = 1(@m — Tmt1) + (Tmy1 —Tma2) + 0+ (Tmap-1 — Ty
< o —Tmp| [Tt — Tmae] 0+ [Tmapo1 — Tyl
—— —
<A™(1=N)p <A™ = 2)p <A™FPTL (1 - N)p

IA

(T=XN)p AL+ A+ ...+ H=(1=x)p A"

1-\P
T—x

Esto implica que:

Ve > 0, IN(E) / |xm —Tmep| < €, VYm > N(e)

Si definimos N / AN < ¢/p entonces:
[T — Ty S (1= W) p = < &
P

Y por tanto se trata de una sucesién de Cauchy convergente.

’a es la Unica raiz de f en I‘

Por reduccién al absurdo suponemos que existe otra raiz 3, entonces:

pel=lxg—p, zo+p; B=0()

De modo que:

la =B8] = [¢(a) = o(B)] < Aa—p|

Entonces:

la—fB] < AMa—p] con Ae[0,1)

Lo cual sdlo es posible si @« = 8 y entonces la raiz seria unica.

’La convergencia es al menos lineal‘

T —al = [9(ax) — $(@)] < Alzy—a

De modo que:

|Tpi1 —al < A|xg—a] con A€ [0,1)

De modo que se comprueba que la convergencia es lineal.



3. Convergencia en un intervalo considerando propagacion de errores de redondeo

Dado el algoritmo de iteracién funcional:

Ter1 = P(zk)
Realmente podemos calcular:
Tpt1 = o(Tk) + e
Definimos ¢ tal que méx|e;| < €
Para que el algoritmo converja:
Im 7, = «
k—o00

Dado «a tal que a = ¢(«), con p > 0 en un intervalo I = [ — p, a + p]. Si ¢(z) es Lipschitziana
en I con constante A € [0,1) y ademas Zo € [ — po, @ + po] con pg € (0,p — 1=x).
Se adopta este rango de validez de pg para que Z7 € I. Asi:

o = 71| = |a = (¢(z0) + 0)| < [ = d(xo)| + [eo] < (1= A)po + leo] < (1= A)po+¢

o =21 < (1 =A)po+e < (L—A)p

Luego,
e, &
PO<P =1y
Entonces se puede demostrar que:
1. ZTpelVk
€
2 —al € —— 4 )k —
T —al < 7+ (Po 1_)\)
Y en el limite:
k—oo = Ty € c +—
00 Tk a—1—yp oty

Por tanto podemos acercarnos a la solucién pero dentro de los limites de precision de la maquina.

Es mds cuanto mds lento sea un algoritmo (A — 1) mayor serd esta cota de error. Los algoritmos
mas lentos son ademas mas imprecisos.

Demostracién:

Partimos de que Zy € [a — po, a + po]

Tk — of = [0(@k-1) + -1 — A(V)] < [@(Th—1) — ()] + [ep—1] S A[Tp—1 —af + €
|Z1 —al < ANZg—al+¢

T2 — o] < N2|Zg —a| + Ae +e



T —al < To—o|+A" " e+ ...+ Ae+¢€
z < Nz N1 A
Zp —al < N|Zg—al +eWF P+ A+ 1)

1— Ak
~ <>\]€A_
[T — af < \F|Z a!—l—eli)\
1— Ak
1T — o] < Npg+ € T

- 5 5 5
’wk_a‘§Ak<Po—1_>\>+1_/\§PO+1_>\_P Vk

Luego |2y —a|<p y Zx€lVk

En el limite:

€ € €
lim |2 —¢o| < —— = a-— < lmzy, < a4+ ——
dm 2 - ol < 73 1A = koo & 7 11—\
Luego el algoritmo iterativo converge hacia la solucién « pero con una cota superior del error

no nula.



