FUNDAMENTOS DE MECANICA COMPUTACIONAL 2023/2024
Practica 7: ANALISIS TENSORIAL Y TEORIA DE CAMPOS

1.— Demostrar, utilizando coordenadas cartesianas ortonormales, las siguientes expresiones:

a) rot (grEi (f)) =0.

b) div (r‘o% (f)) _o
c)Adeiv<@(f)) 22224_2;54_22;'

SOLUCION:

—

Sean el campo escalar f(z,y, z) y el campo vectorial f(x,y, z), donde
. _ oL B fx(xvyvz)
flz,y,2) = E f(z,y,2), con E= {z j k:} f(z,y,2) = { fylz,y,2) ¢
fz(l’,y72)

Por definicién,

i ]k
mad(f) = Eaad(). it (F) = |2 L = (7).
fo fy J:
of of:  0fy
ox y 0z
—_ B (9f . rd _% 8fy afz —( 7\ _ af:c afz
grad(f) = 3y [ div (f) = + By + P rot(f) N8, an
of of, 0fs
Er ox oy
a)iﬁt(gm(f)) — 0.
Sustituyendo 77 = gr?i( f) en la expresion del rotacional,
of o (oFy _ 0 (0f
or Oy \ 0z 0z \ 0y
s I AN O
= oy = rot(i) = 0z <8w> oz (82) =0
o1 o (05 0 (0
0z Oz \ Oy Oy \ Ox

b) div (Eﬁt (f)) —0.

. o — (7 . . .
Sustituyendo & = rot ( ) en la expresion de la divergencia,

of.  of,
oy 0z
) ofy Of. oy Owy % Ow,,
T 9z Oz - dlv(w)_3$+3y+8z’
Ofy  0fa
ox y




luego

i (9 (7)) = g (5 =5 ) (52 ) oox (35 ) =©

Ry O
- 927 oy? 9%

) Af =div (gra (f))
Sustituyendo 77 = grag (f) en la expresion de la divergencia,
of 0

i=4G e = Ar=dw() =

+ay

D)5 G 5

ox oy 0z)  0x? 0z

2.— Demostrar, utilizando coordenadas curvilineas generales, las siguientes expresiones:
—
a) rot (grad (f))
b) div (Et’ (f)) -
— 1 0 . Of
¢) Af =div (grad = — ‘ o — .
)Af = div (grd () = = o <¢§ 9 W)

Comprobar que la expresion general del Laplaciano se reduce a la del ejercicio anterior cuando las coor-
denadas son cartesianas ortonormales.

0.
0.

SOLUCION:
Sean el campo escalar f(u) y el campo vectorial £ (u), donde
fH(w) u!
f(a):gf(ﬂ)v con I,i: [Hl HV]? f(a): ) u =
/¥ (@) u”
En los casos en los que intervenga el vector rotacional, la dimension v serd forzosamente igual a 3.
Por definicion, . . .
431 o~ — (7 1 0 0 0 — 7
ra = H grad(f), rot =+t— |- 2 _~ |=Hro ,
grad(f) = H grad(f) () =% 5 57 55|~ HU)
fi o fs
of 0fs _0f2
ot 5 ouw® ou®
. (P N Lo Jon of
ad = . s d = — - v s t =4 — 72
grad(f) : v <f) 9 ou (\/gf ) ro (f) NR S
of 9fy  0fi
Ou” ou' ou?

Notese que al calcular el gradiente de un campo escalar mediante las expresiones anteriores se obtienen
las componentes COVARIANTES del gradiente.

Noétese también que al calcular el rotacional de un campo vectorial mediante las expresiones anteriores se
obtienen las componentes CONTRAVARIANTES del rotacional a partir de las componentes COVARIANTES
del campo. Por ello, el cdlculo del rotacional del gradiente puede realizarse directamente, combinando
ambas expresiones.



£l

Sin embargo, el cdlculo de la divergencia de un campo vectorial se plantea a partir de las componentes
CONTRAVARIANTES del campo. Por ello, el célculo de la divergencia del gradiente no puede realizarse
directamente y es preciso obtener las componentes CONTRAVARIANTES del gradiente antes de combinar
ambas expresiones.

a) rot (@ (f)) =0

Sustituyendo 77 = graé( f) en la expresion del rotacional,

af 9 (W> 9 (W>
o ou® \ ou® ou® \ ou?
_ ) 9f i e L ) O (ofN 9 [OfNL _ g
U - W = rot (n) ==+ \/g au3 (au1> 8’&1 <au3> =0
af o (of o (of
o o () ~ o ()

b) div (E% (f)) —0.

. o — (7 . . .
Sustituyendo & = rot ( f ) en la expresion de la divergencia,

s _ 0,
ou?  ou® 5 5 5

_ L )ofi  0fs oy L0 n, 9 o, 9 5
of: 0f,
ou'  ou®

luego,

i (@ (7)) =+ 75 (o (G- ) 2 (3w ) s () =°

087 =dv (swdn) = 2 o (va o %)

. L ., . .
Sustituyendo 77 = grad(f) en la expresion de la divergencia,

of A » o 1 9 - of
=55 = n=9"n = Af=div(])=—7 = (V997 5.
Y ! (7) Vg ou' Vo ou’
Si las coordenadas curv1hneas son ortonormales, las componentes del tensor métrico forman una matriz
idéntica, ya que g;; = hi - h] = J;;. Por tanto, su determinante valdrd g = 1y las componentes de la
matriz inversa también formardn una matriz idéntica, con g%/ = §%.
En consecuencia, si las coordenadas curvilineas son ortonormales la expresion anterior de la divergencia

se reduce a . B o7 5 o7
Af=— — (V1§79 2L )= = ).
/ V1 o' ( ou’ > ou’ ( ou’ >

En el caso particular en el que las coordenadas curvilineas sean precisamente las cartesianas ortonormales
en un espacio de dimensién v = 3, se cumplird que

o%f  9*f  9%f
x> * oy? * 922"

r=u", y=u’, z=1u" — Af =




—

3.~ Sea el campo vectorial f(7) = r* 7, donde r = ||, 7 es el vector de posicién y a € IR es una constante.
Se pide:
a) Calcular los valores de a que hacen que el campo vectorial sea solenoidal.

b) Calcular los valores de a que hacen que el campo vectorial sea irrotacional.

SOLUCION:

TCL
, or=Vattyrt? f=100
,r(l

=3

I
S
SRS

a) Calcular los valores de a que hacen que el campo vectorial sea solenoidal.

El campo fes SOLENOIDAL < div (f) = 0.

. g a 0 a 0 a
div () = g, 00+ 5 (") + 50 2)
= ar“_lgx—i-r“ + ar“_lﬁ +7r%) + ar“_l@z+r“
N Ox 6yy 0z ’
donde ( or ) or =
rP=+y?+22 = 2rg:2y < ﬁ:g.
dy dy r
or or =z
2 os T2 5z~ r
Por tanto, )
d1v<j?>:ar (x2+y2+z2)+3r“:r“(a+3),

y finalmente,

div<f>:0 & a=-3

Nota: El campo en cuestion, f? = 7737, es de tipo Newtoniano. Es relativamente facil probar que los

tnicos campos de fuerzas CENTRALES que también son SOLENOIDALES son precisamente los campos
de tipo NEWTONIANO, para los que f = k37 (donde la constante k es positiva cuando la fuerza es
de repulsién y negativa cuando la fuerza es de atraccién, como es el caso del campo gravitatorio). Para
demostrarlo basta con considerar un campo central genérico

f=r0)

)

=<3y

y obligar a que su divergencia sea idénticamente nula. Se sugiere a los estudiantes que intenten realizar
esta demostracion.

b) Calcular los valores de a que hacen que el campo vectorial sea irrotacional.

— —_ — —
El campo f es IRROTACIONAL < rot ( f ) =0.

o .. 0
i 7k @(T 2) =5, (r*y)
— (7 0 8 8 - - =] - = - a " 8 .
rot (f) ~|oz 5 os —[ j k} rot(f), con rot(f) = 5(7« z)_%(r 2
r@ ray ro » ai(ray)_aay(rax)
J



luego

ar“il&z ar“il&y\
dy 0z Yyz—2z2y
- 0 0 _ _
rot(f): arafla—zx ra—léz =ar® 2 ze—22%=0
or or Ty —yx
arel — ar®l — g
oz’ By

Por tanto,

ﬂ(f):(i Va € R.

Nota: En consecuencia, todos los campos de este tipo son IRROTACIONALES o, lo que es lo mismo,
CONSERVATIVOS.

En el problema siguiente se demuestra que todos los campos de fuerzas CENTRALES son necesariamente
IRROTACIONALES.

En consecuencia, y teniendo en cuenta lo expuesto en el apartado anterior, se observa que los inicos cam-
pos de fuerzas CENTRALES que también son ARMONICOS (es decir SOLENOIDALES e IRROTACIONALES)
son los campos de tipo NEWTONIANO.

—

4.— Sea el campo vectorial f(7) = f(r) (7/r), donde f(r) es una funcién escalar cualquiera, r = |7| y 7" es
el vector de posicion. Demostrar que el campo vectorial f(7) es irrotacional.

SOLUCION:
: ) w/r)  (ol)a .
F=qug. r=Valtyr et f=f0) Ju/ro =90y cong(r) ===
z z/r g(r) z
0 0
i j k Fy(g(r) Z) - @(Q(T) y)
— /(7 | 0O 0 o | R T . P
rot (f) = oz @ il [z J k:} rot(f), con rot(f) =13 (g(r) x) — %(g(r) z)
glr)z g(r)y g(r)z 9 _9
5z 9(Y) = 5, (9(r)z) |
luego
or or or or
/ vure or or ~or
g(?“)ay g(r) 5y o> " 0.7
— (7 or or / or or
t = / R —d _ = - -
i(f) = S g/ g —g/(r) 5o p =g 3 5w 5L
or 0 or or
/ or or or ~or
gr)g-y—9r) 5 52V " 5"
Pero, )
or or
=ty 4 = 274@:23/ o &:97
dy dy r
or or z
2r % =2z \ & = ;




luego

Y z

r r /) yz—zy
- z x _
rot(f):g’(r) g :g: zr—xzp =0

Ty_Ys Ty -y

r r

Por tanto,

5.— Sea el sistema de coordenadas curvilineas (cilindricas) definidas por la transformacién

x p p cos(6)
7= V(u), donde 7=<y,, u=<60yp, W(u) =< psen(d)
z 2 2

y sean el campo escalar f(u) = f(p, 6, z) y el campo vectorial

—

F@) = hy, f7(p,0,2) + ho f(p,0,2) + hs f7(p, 0, 2).
Se pide:

a) Obtener la base natural, la base dual y la base normalizada.
b) Obtener la expresion del gradiente del campo escalar f(p, 0, z) en la base dual.
Reescribir la expresion anterior en las bases natural y normalizada.

—

¢) Obtener la expresion de la divergencia del campo vectorial f(p, 0, z).

—

d) Obtener la expresion del rotacional del campo vectorial f(p, 6, z) en la base natural.
Reescribir la expresion anterior en las bases dual y normalizada.

—

e) Si el campo vectorial f(u) viniese dado por sus componentes fisicas
F@) =h, F*(p,0,2) + hg F%(p,0,2) + h. F*(p,0,2),

(,qué modificaciones habria que introducir en las expresiones anteriores?
Escribir los operadores divergencia y rotacional en la base normalizada.

SOLUCION:
a) Obtener la base natural, la base dual y la base normalizada.

Base Natural:

- - - cos) —psenf 0
H = {Ep hy HZ} = {(;\I/ g—\g (2\11} = |senf  pcosf 0
P & 0 0 1
Tensor Métrico, determinante e inversa:
1 0 0 1 0 0
G=H"H=10 p* 0|; g=p G '=|0 1/p* 0
0 0 1 0 0 1

Ademas,

1 0
Gy = [diag(G)] = G2 =10 »p
0 0



Base Dual:

N cosf —(1/p) senf 0
H:[ﬁp ho i_iz]:]j@_lz senf  (1/p) cos® 0

0 0 1
Base Normalizada:
N cosf) —senf O
H = {hp he hz} :Ijgd_l/zz sen 6 cosf 0
0 0 1

Formas de escribir un vector:

donde
fP
COMP. CONTRAVARIANTES — f = { f9
fz
fo i f
COMP. COVARIANTES —f=9fop=G[f= p* f0
[ Iz
Fr P
COMP. FISICAS S F={F%} = le/Q f=<pf°
FZ fZ

b) Obtener la expresion del gradiente del campo escalar f(p, 6, z) en la base dual.
Reescribir la expresion anterior en las bases natural y normalizada.

Pretendemos escribir el gradiente en las formas siguientes:
H ~ —~
grad(f) = H grad(f),= H grad(f) = H GRAD(f).

Por definicién

@(f)zﬁjfj con szif,
’ ' ou’

2, 0f e 0f  ».0f
— hP L —_J z ZJ
grad(f) = h 5, tH et G

luego

Gradiente en la Base Dual:
A partir de la expresion anterior se obtiene directamente

87'][‘ 3\

dp

of

rad(f) = ¢ =L

grad(f) 5

of

0z

Gradiente en la Base Natural:

g
dp
N 1 9f
_ ! _) =9
grad(f) - Q grad(f) - ,02 ae
of
0z




Gradiente en la Base Normalizada:

af )
ap
10f
p 00
of
oz

GRAD(f) = G,/* grad(f) =

—

¢) Obtener la expresion de la divergencia del campo vectorial f(p, 0, z).

Por definicién

.y 10 i
luego
(7)== (5 V7 )+ (f )+ 5 (V7 )

_L (2, m >

) <8p p [*) (pf
y finalmente

o ofr  off of\ |1

dlv(f):<a‘i)+ge+8f>+pfp.

d) Obtener la expresion del rotacional del campo vectorial f (p, 0, z) en la base natural.
Reescribir la expresion anterior en las bases dual y normalizada.

Pretendemos escribir el rotacional en las formas siguientes:
ot (f') = H ot (), = H rot(F) = B RoT(f ).

Por definicion

1 :’f %6 % Jo

NG = ~

rot(f)::tﬁ a—p % 35 con f=HFf [f= ?9
fp f9 f ¢

En este caso el signo es positivo, dado que det(H) = p > 0 = QUIRALIDAD POSITIVA.
Escribiendo las componentes covariantes en funcién de las contravariantes,

o f?
f=3log =301,
I f?

y desarrollando la definicién del rotacional, se obtiene
oo L (O Of\ e (0 0L p (D0 0k
ot(f) =% (hﬂ <ae az> + ho (az o0 ) T\ 9, o

1 [fof* 0 0

) (ae 82( rf )>

L (off _of

p \ 0z ap

0, 5 0 afr

(50"~ %)

8

=



Rotacional en la Base Natural:
A partir de la expresion anterior se obtiene directamente

( afz 28f9

00 " oz
- 1 aff  of?
rot(f) =~ <(‘9J;_ 8‘];)

af?  oafr
274 2 0
\(p Op o9 +2pf>

( afzi287f9 A
00 " oz

L .
rot(f) = G Toi(f) = - 2 (%ﬁ_%ﬁ)

ot  afr ;

<p28,<3_80+2pf>
8fz 28f9
0 7 .

__ - - > 1 aff  of*
ROT(]‘):QC}/2 rot(f):; p<6fz_ 8fp>

0
<p2af - 8fp+2/>f9>

Rotacional en la Base Dual:

Rotacional en la Base Normalizada:

dp 00

—

e) Si el campo vectorial f(u) viniese dado por sus componentes fisicas,

~

(@) =h, F?(p,0,2) + hg F*(p,0,2) + h- F*(p,0,2),

qué modificaciones habria que introducir en las expresiones anteriores?
Escribir los operadores divergencia y rotacional en la base normalizada.

Bastaria con escribir las componentes contravariantes en funcién de las componentes fisicas, y sustituir
estos valores en las expresiones halladas previamente.
En este caso,

fr P
f=37rp=<501/pF°
fZ FZ

Sustituyendo estos valores en la expresion de la divergencia hallada previamente, obtenemos
OFF 0 (1 4 OF* 1
di =|—=—+=|-F —— — F?
(/) <6p+39(p >+5Z>+p ’

y finalmente

, OF" 1 9F° OF* 1
le(ﬂ=<ap +o et 8Z)+pFﬁ.




En el caso del rotacional

( oF* L0 (1,
(ae‘p&<pF»

o 1 OF?P  OF*

RoT(f) =3 / < 0= op ) |

o (1 Bl 1
2 7F9 s ) 7F9
(p 8/)(/) ) a0 - )

or o
00 " oz
OFP 8FZ>

ROT(f) = p(az‘ap

or’ or°
Gap‘ae+F>

y finalmente

APARTADO ADICIONAL: Obtener la expresion del laplaciano del campo escalar f(p, 0, z)

Por definicion
Af =div (grad(f)) = (1iv(§) con ¢ = grad(f),

donde
o [0g” 09" 997\  g*
le(()<a+89+a “F?,
y
of
dp
9° 1 0f
9° !
of
0z
Luego

gy (O (2FY 9 (Lofy, O (9f 1of
div(7) = <3p (0/)) a0 <p2 39) "o (52>> "o

y finalmente

2f 1 &f 9%\ 10f
Af= (2L 220 2 .
/ <0/)2 T +0z2> p

6.— Sea el sistema de coordenadas curvilineas (esféricas) definidas por la transformacién

) {x} {r} ) {T sen(ip) cos(6) }
U(a), donde 7=y, u=<6ps, W(u)=<rsen(p) sen(h)
z ® r cos(y)

y sean el campo escalar f(u) = f(r, 8, ) y el campo vectorial

F@) = hy f7(r,0,0) + ho fO(r,0,0) + hy f2(r,0,¢).

7«_-.

10



Se pide:

a) Obtener la base natural, la base dual y la base normalizada.

b) Obtener la expresion del gradiente del campo escalar f(r, 0, ) en la base dual.
Reescribir la expresion anterior en las bases natural y normalizada.

¢) Obtener la expresion de la divergencia del campo vectorial f (r,0,9).

d) Obtener la expresion del rotacional del campo vectorial f (r,0, ) en la base natural.
Reescribir la expresion anterior en las bases dual y normalizada.

—

e) Si el campo vectorial f(u) viniese dado por sus componentes fisicas
f@) =hy F7(1,0,0) + ho F*(r,0,0) + hy F(r,0, ),
(,qué modificaciones habria que introducir en las expresiones anteriores?

Escribir los operadores divergencia y rotacional en la base normalizada.

SOLUCION:
a) Obtener la base natural, la base dual y la base normalizada.

Base Natural:

_ - _ senp cos) —rsenypsen  r cosy cosf
H = {ﬁr ho ﬁw} = {%\P % gqj] = |senp senfl  rseny cosf 1 cosp senf
" ¥ Cos 0 —r seny
Tensor Métrico, determinante e inversa:
1 0 0 1 0 0
G=HTH=10 r?sen®?¢ 0|; g=risen?p; G '=10 1/(r?sen?y) 0
0 0 72 0 0 1/r?
Ademas,
1 0 0 1 0 0
Gy = [diag(Q)] = Q;/zz 0 rsenyp 0], Q;lﬂ: 0 1/(rsenyp) 0
0 0 r 0 0 1/r
Base Dual:

N senp cos —(1/r)(senf/seny)  (1/r) cosp cosf
H = [ﬁr o E‘P] —HG'= [senpsenf  (1/r)(cos@/senp)  (1/r) cosy senf

oS 0 —(1/r) senp
Base Normalizada:
R sen p cosf senf cos ¢ cos
H= [hr ho hw} :ﬁgglpz sen @ senf cos6 cos @ sen 6
Cos 0 —sen

Formas de escribir un vector:

s
Il
s
|
Il
T
I~
Il
flanh)
el

11



donde

fT’
COMP. CONTRAVARIANTES — f = ¢ f?
J
Ir B I
COMP. COVARIANTES —f=Kfop=Gf=<r?sen¢pf?
fgo r f¢
F’r’ f’f’
COMP. FISICAS S F={F0} = le/Q f=<rsengf?
F¢ r f¥

b) Obtener la expresion del gradiente del campo escalar f(r, 6, ©) en la base dual.
Reescribir la expresion anterior en las bases natural y normalizada.

Pretendemos escribir el gradiente en las formas siguientes:

~

grad(f) = H grad(f), = H grad(f) = H GRAD(f).

Por definicién

grad(f) = hi fj con f ;= a—‘f,
ou’?
luego
2 Of g Of o, 0f
d =h" —+h" =+ h?—.
grad(f) =h" 5o +hT 55 0752
Gradiente en la Base Dual:
A partir de la expresion anterior se obtiene directamente
(0f
or
0
grad(f) = afg
af
I )
Gradiente en la Base Natural:
of
or
1 1 of
d(f) =G grad(f) =< — ==
gra (f) Cr gra (f) -2 Sen2g0 90
1 af
r? Oy
Gradiente en la Base Normalizada:
of
or
. 12— B 1 1 g
GRAD(f) = G4* wad(f) = | =5
1 of
L7 0y )

—

c¢) Obtener la expresion de la divergencia del campo vectorial f(r, 0, z).

12



Por definicién

O (it 1)

O (V5 ),

S GrTe)

<887‘ (r2 sen ¢ fr) 869 (r2 sen @ fe) + ﬁago (7’2 sen @ f“’)) ,

div ﬂ = 7 EY%

luego

. 1 0 .
) = s (ar (7T ¢
1
r? sen ¢

y finalmente

of off  off
div(f) = ( %6+ 70

) + - fr L f‘P'
gy

d) Obtener la expresion del rotacional del campo vectorial f (r,0, ) en la base natural.
Reescribir la expresion anterior en las bases dual y normalizada.

Pretendemos escribir el rotacional en las formas siguientes:

rot (f') = H vo1(F). = H rot() = H ®oT(f)
Por definicién
R h
H(f) =+— = Z| con f=H{, —
W) =275 o0 % oy f=tL T ;9
fr fG [ ®
En este caso el signo es negativo, dado que det(H) = —72 sen ¢ < 0 => QUIRALIDAD NEGATIVA.
Escribiendo las componentes covariantes en funcién de las contravariantes,
fr fr
f=qFfop=qr*sen’pf's,
fgo r? I?
y desarrollando la definicién del rotacional, se obtiene
— L (» (0fs Ofg\ 7 (0f OF > (Ofo  Ofr
t = — — |h | 22 - h - =2 hy | = —
ot (f) \/§< (aa o0 ) T\ " ar ) T \ar e
(-1 0
® r? sen 0 )
o (35 0 19) — 5 (P sen o )
S -1 aff 0
= ®
{hT ho h@} r? sen ¢ (0(,0 37"( / )>
-1 0 ;5 0 0 f”)
r? sen ¢ (3?” (r® sen £) - 00

Rotacional en la Base Natural:

A partir de la expresion anterior se obtiene directamente

of*
20

(

2

— 72 sen? o

1 af"
wot(f) = r? sen (&p
0
(7“2 sen goai -

) 0

ai — 72 sen(2p) f )

27‘f‘">

+2r sen2<pf9>

o OfF
or
of"
00

13



Rotacional en la Base Dual:

of° of°
20/ 2 2 9] 2 0
(r Hg T seny 90 r sen(2g0)f)
- = -1 of" af
t(f) =G rot(f) = 5—— ? sen? ( —r? = =2 %’)
wor(f) = G () = o § et (G- g
0 r
r? (7“2 senQQOai—%]; + 27 sen cpf9>
Rotacional en la Base Normalizada:
a—‘]w—TQ sen? ¢ a—e— sen(2¢) f? \
o Py T sen(
= - -1 6]”" 8f
ROT G/2 t < -2 ‘P)
(f) ro (f) R r sen a5 o rf
0 r
r <1"2 sen gpai—%fe +2r sen2<pf9>

e) Si el campo vectorial f (u) viniese dado por sus componentes fisicas
F(@) = hy FP(p,0,2) + hg F(p,0, 2) +Rp F*(p,0,z),

.qué modificaciones habria que introducir en las expresiones anteriores?
Escribir los operadores divergencia y rotacional en la base normalizada.

Bastarfa con escribir las componentes contravariantes en funcién de las componentes fisicas, y sustituir
estos valores en las expresiones halladas previamente.
En este caso,

f’l" F’I“
F=q100=4q@1/r)(1/seng) F’
fe (1/r) e
Sustituyendo estos valores en la expresion de la divergencia hallada previamente, obtenemos
OF" 0 1 0 0 2 11
d — F F? - F'+— —F¥
wf) < +39 (rsencp >+8<p <r >)+r +tgg0r '
y finalmente
OF" 1 oF? 10F?\ 2 1
div(f) = = +ZFT F?.
ar  rsenyp 00 1 Oy r rtgp

En el caso del rotacional

0 (1 0 1
2= (-FY) - F?) —r? sen(2 F
(7’ 00 < >  sen’ 80&0 (r sen ¢ ) = sen(2¢) (r sen ¢ >>
> -1 oF"  , 0 1
= - ) — gy %
ROT(f) = seng r sen <&P ™ o < F ) 2r (?”F >>
0 1 OF" 1
2 a2, 2 0\ _ 2 0
r(r sen” g - <rsengpF> 69>+2rsen (p<rsengpF>
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y finalmente

oF¥ N

rag T Tseny

— 1/2 - —1 8FT
ROT(f) =G, rot(f) =z sen r sen (8«,0
( o OF

rrsenp———
or

oF

90 - cosapF9>

_ F@>

+ sen ¢ F9>

OF¥
" or

OF"
00

7

APARTADO ADICIONAL: Obtener la expresion del laplaciano

Por definicién

del campo escalar f(p, 0, 2)

Af = div(grad(f)) = div(7) con g = grad(f).

donde
. [0g" 899 0g? 2 ”
dlv(g)_<(9r+€)9+8<p +r tggpg’
y
of
or
o S 1 1 af
g=Hg con g=4g°=grad(f)={ 5 55,
” r* sen® @
| Lo
2 D
Luego
s o (0f\ 0 1 0f\ o [10f 20f 1 10f
1 (= (2L e e el 29, 2 29
div(9) (37“ (m) 96 (ﬁ sen” ae) 90 <T2 3@)) o T e 2 0y
y finalmente
o (Tl PPN e 1
S\ ar? P sen®p 007 r? 0y ror  rtge Op

7.— Calcular directamente la circulacion de la funcion vectorial

y—2+9

z—x—9
r—Yy

f(7)

alolargodelacurva C = {(z,y,2) |3y + 2 =9, 22 + y* = 2}.
Comprobar el resultado anterior aplicando el Teorema de Stokes.

SOLUCION:

La curva C es la interseccion de las superficies definidas mediante las ecuaciones explicitas

{

15
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y 5 B X

Por tanto, los puntos de la curva C' verifican
9-3y*=a’+14® = 2+4y°=9 = (z/a)®+(y/b)*=1, cona=3,b=23/2

La dltima expresion indica que la proyeccion de C' sobre el plano horizontal es una elipse centrada en el
origen con semieje mayor a = 3y semieje menor b = 3/2 (orientados segun los ejes X e Y respectiva-
mente).

En consecuencia la curva C' puede expresarse en la forma paramétrica siguiente

z=3cosh, y=(3/2)sinh, z=2z>+y* conbecl0,2n],

0, lo que es lo mismo,

3 cost —3 send
r=af) = (3/2) send ,conf €[0,2nr] = dr = (3/2) cos de.
9 — (27/4) sen? 6 —(27/2) sen@ cosf

Particularizando el campo vectorial a lo largo de la curva, se obtiene
(3/2) sen + (27/4) sen?

=1 (—27/4) sen®60 — 3 cos
F=a(0) 3 cosf — (3/2) senf

f()

lo que permite evaluar la integral de linea en la forma

S 2w 1 . 1 1
%f-dr_":/ 79f8—sen3078—sen900529+8—sen200039 df = —9.
C 0 2 4 2 8

16



A continuacién obtendremos el mismo resultado aplicando el Teorema de Stokes

y%f*-df://rﬁ%g)-ﬁdr,

donde I" es cualquier superficie tal que C' = JI.

Puesto que la curva C es la interseccién de las superficies z = 9 — 332 y z = 22 + 2, podemos elegir
una cualquiera de las dos y utilizar como I' la parte limitada por la curva C.

Eligiendo z = 2% + 32 (por ejemplo) la superficie I' puede expresarse en la forma paramétrica siguiente:

= (3cos)p, y=((3/2)sinb)p, z=a?+y% con pel0,1], 6 <€0,2n],

0, lo que es lo mismo,

3p cosf
(3/2) p sen ,
9 p% cos? 0 + (9/4) p? sen? 0

7 =1v(p,0) = con p€[0,1], 6 € [0, 27],

donde para cada valor del pardmetro p se obtiene una curva coordenada cuya proyeccién sobre el plano
horizontal es una elipse centrada en el origen con semieje mayor a = 3 p y semieje menor b = (3/2) p
(orientados segin los ejes X e Y respectivamente). De esta forma se consigue que la linea coordenada
p = 1 coincida exactamente con la curva C, por lo que efectivamente C' = OI'.

A partir de la parametrizacion anterior es posible obtener la diferencial de drea dI" y el vector normal 77 en
la forma

7, AT
=[P ATyl dpdd, y A=+ L0
|r ATy
donde
3 cosd
7, = (3/2) sen
18 p cos? 0 + (9/2) p sen? . y —27 p% cos @
= F,ATy= [z J kz} —(27/2) p? senf
—3p send (9/2) p
Ty = (3/2) p cosb
—(27/2) p? senf cosd
En consecuencia,
31 —27 p? (3059
= \/729/)4—1—1/)2 dpdb y n= —(27/2) p? senf ;|
\/ 729 pt +—p 9/2)p

donde el signo de la normal se ha tomado positivo para que su sentido sea compatible con el sentido de la
circulacién adoptado previamente al variar 6 entre 0y 27.

Para evaluar la integral de superficie es preciso calcular previamente el rotacional del campo f mediante
la expresion

L of.  0f,
ik 0y 0z
— (7 _ |9 0 0| [+ =+ 2 — /(7 — 0 _ ) Ofy  Of.
rot(f)- 5 9y 9s —[z J kz} rot(f), conrot(f) = o
fo fy f Ofy O
ox Ay )
En este caso,
y—2z2+9 . -2
f=Rz—2-9 — ﬁ(f)z —2
T —y —2
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Por ser constante el rotacional, al evaluarlo en la superficie I' se obtiene este mismo valor.
Finalmente,

G 27 1
//Frot (f)~ﬁdF:/0 /0 (54 9% cos + 27 p sen® — 9 p) dpdf = —9,

lo que confirma que el resultado obtenido mediante los dos procedimientos es el mismo.

8.— Sea el campo vectorial
cosy +ycosx
f(7) ={senz — zseny
TYZ

en el domino Q = {(z,y,2) | z € [0,a], y € [0,a], z € [0,y%]}.
Verificar el Teorema de Stokes en la cara superior de 0.

SOLUCION:

Se debe verificar que

;rf-df//;ﬁ%(f) 7,

donde I es la cara superior de 02, definida mediante

['=0Qgup = {(lv Y, 2)

Z:y27 (S [0./&],:1/6 [Oa]}

En consecuencia, esta superficie puede parametrizarse en la forma (parametrizacion trivial)

u

F=1(u,v) =1 v con wu € [0,al], veE|0,al
2

A partir de la parametrizacion anterior es posible obtener la diferencial de area dI' y el vector normal 77 en

la forma , ,
NT

dF:\Fﬁi/\FHdpdG, y i=+—F—"-,

|70 AT
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donde

1 0 0
F,=X0p, TF=1q1 = TLAT,=< —2v
0 2v 1
En consecuencia,
1 0
I'=+vV4v2+1 dudv y i=——u-—1+(-2v,,
402 +1 1

donde el signo de la normal se ha tomado positivo para que su sentido sea compatible con el sentido de la
circulacién que se indica en la figura.

Para evaluar la integral de superficie es preciso calcular previamente el rotacional del campo f mediante
la expresion

L of:  0fy)
ioJk oy 0
A9 9 97 7 dl e (F — o _ ) Of  Of
rot (f) “lor 3y 92| [z j k‘} rot (f), con rot(f) = i
fo Sy [ Ofy _ 0fe
ox oy )
En este caso,
cosy +y cosx - Tz
f=<senz —xseny — ﬁ(f): —yz
Tyz 0

Evaluando el rotacional en la superficie I" se obtiene

ot (f(7)

F=1(u,v) 0

//FB%(f’)'ndr //mmdudv_2

Para calcular la integral de linea, el contorno JI" se divide en los 4 tramos que lo componen, de forma que

yﬁf-df:gf f-df+y§ f-df+§1§ f-df+§z§ f-dr.
or 8F1 8F2 8F3 8F4

Para evaluar cada una de las cuatro integrales se parametrizan las correspondientes curvas:

por lo que

ta a
or'y : fzéll(t): 0 0 te [0,1],
0 0
a 0
or'y T=a(t) =4 ta = dr=4 a pdt, t €10,1],
2 a? 2ta?
(I-t)a —a
I T=as(t) = a = dr= dt, t€[0,1],
a2
0
or'y rT=ay(t)=¢ (1—t)a — dr = —a dt, te|0,1],
(1—1t)%a? —2(1—t)a?
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y se valora el producto escalar f - dr’en cada una de ellas:
( 7 dF) — adt,
F=a1(t)

f dF) = (asena — a? sen(at) + 2 a® t4) dt,

fzag(t)

(
(f dF) = (~a cosa —a”® cos((1 —t)a)) dt,
(

2
(a sena — a? sen(at) +2a6t4) dt = asena+a cosa+ —a® —a,

R
§ o= |
7§F3 () dF:/Ol (—a cosa —a® cos((1 —t)a)) dt = —a cosa — a sena,
o= |

Finalmente,

. . . . . 9
¢ Far=¢ Fured Foared Fared Foar=ld
or ory I T ory 5

Por tanto, se verifica el Teorema de Stokes.

9.— Sea el campo vectorial

en el dominio Q = {(x,y,2) | 2? +y? < 2, 2 < 4.
Verficar el Teorema de la Divergencia en el dominio §2.

SOLUCION:
Se debe verificar que

y][éf-ﬁdr—///gdiv(f) 4,

donde I' = 912, y el dominio € es el recinto limitado superiormente por el plano z = 4 y lateral e
inferiormente por el paraboloide de revolucién z = 2% + /2.
La integral de superficie se divide en dos partes,

# ]F ndl = f 711 dI'y + ]F iy dI'o,
T I Iy

donde I'; es la tapa superior (es decir: el circulo de radio 2, centrado en el eje Z y situado en el plano
horizontal z = 4), y I's es la superficie lateral, definida de forma explicita por la funcién z = x2 + y? para
valores de x e y tales que z < 4.

20



En consecuencia, las superficies I'; y I's pueden parametrizarse en la forma

p cosl

F = B1(p,0) = { psentd
4

con pe€l0,2], € ]0,2r].

p cosl

7 =1a(p,0) = { psend

0?

A partir de las parametrizaciones anteriores es posible obtener las correspondientes diferenciales de drea
dl'y y dI's, asi como los vectores normales 77, y 77, en la forma

IV - [
dl’ = |7, N Ty| dp db, y n::I:‘T_,,pT
p %
En el caso de I'y
cos 6 —p send 0
77;,: senf) p, 7yp=1< pcosh = F;/\F'Q: 0p,
0 0 p
yenel casode I'y
cos 6 —p sen —2p? cos b
f’p: senf p, Ty=14 pcosf = F;/\Fg: —2p? senf)
2p 0 p
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En consecuencia,

0
dl'y = p dpdb, np =140,
1

donde el signo de la normal se ha tomado positivo para que su sentido apunte hacia el exterior de {2, y

1 —2p? cosf
dly = \/4p* + p? dpdb, Ng=— ——— < —2p?senf p,

\/4p4 + p? p

donde el signo de la normal se ha tomado negativo para que su sentido apunte hacia el exterior de ).
Valorando el campo f en I'y y en I's se obtiene

p cosf p cos
f =qpsent ;, f ={psenf p,
r=01(p.0) 4 r=02(p.0) P’
Por tanto,
. 27 2 . . 27T 2 .
f-ﬁldrlz/ / 4pdpdf =16, f-ﬁ2dr2:/ / p>dpdd =8,
I 0 0 Iy 0 0

por lo que, finalmente,

#f-ﬁdl“:%w.
I

Para evaluar la integral de volumen es preciso calcular previamente la divergencia del campo f mediante
la expresion

ox +87y+ 0z

div ( f) _Ofs  Ofy  OF
En este caso,

== diV(f):?).

—
Il
IS

Finalmente, planteando la integral en coordenadas cilindricas,

///Qdiv(f) dQ:/j/:ﬂ/p: 3pdzd0dp = 247

Por tanto, se verifica el Teorema de la Divergencia.

10.- Sea I' la superficie plana comprendida entre las pardbolas y = 6x — 22 e y = 22 — 2z. Se pide:

a) Calcular el 4rea de I' integrando directamente.

b) Calcular el drea de I" aplicando el Teorema de Green.

¢) Calcular el centro de gravedad de I integrando directamente.

d) Calcular el centro de gravedad de I' aplicando el Teorema de Green.

SOLUCION:

a) Calcular el area de I' integrando directamente.

r=4 y=6x—x? 4
A:// dA:/ / dy dw:6—.
r =0 y=12—2x 3
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10 ory — y = 6z — 22

-
o
e J

b) Calcular el area de I" aplicando el Teorema de Green.

Aplicando el Teorema de Green a las funciones p(z,y) = —vy, q(z,y) = x, se obtiene la siguiente
expresion para el cdlculo del drea.

1
A:// dl“:yg (—ydz+zdy).
r 2 Jor

Para calcular la integral de linea, el contorno OI" se divide en los 2 tramos que lo componen, de forma que
§I§ (—ydr +xdy) = 515 (—ydx + zdy) +§1§ (—ydr +xdy).
or ary o'y
Para evaluar estas dos integrales se explicitan las correspondientes curvas:
ory - y=2°>—-22 = dy=(2x—2)dr,
oy : y=6z—12> = dy=(6—22z)dxr,

En consecuencia,

75 (—ydx + xdy) =
ory

Por tanto,

64

64 1 64
55 (—ydr+zdy) = — + — = A:yg (—ydr +zdy) = —.
ar 33 2 Jor 3

Se comprueba que el valor obtenido aplicando el Teorema de Green es igual al calculado previamente por
integracion directa.
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¢) Calcular el centro de gravedad de I' integrando directamente.

Por definicién de las coordenadas (x4, ys) del centro de gravedad,

1 6x—z2
xG://xdf / / rdydr =2,

A r x2—2zx

1 6x—zx?
G://ydr // y dydr = 4.

A r z2—2x

d) Calcular el centro de gravedad de I" aplicando el Teorema de Green.

Aplicando el Teorema de Green a las funciones p(z,y) = —x vy, ¢(z,y) = 22/2, se obtiene
1 2
//mdfzyg <—:Uydac+xdy>,
r 2 Jor 2
Y aplicando nuevamente el Teorema de Green a las funciones p(x,y) = —y2/2, ¢(z,y) = x y, se obtiene

1 2
//ydfz&é (—ydm—i-xydy).
r 2 Jor \ 2

Para calcular las integrales de linea, el contorno OI" se divide en los 2 tramos que lo componen, de forma

que
2 2 2
% (—xydw+xdy>:§l§ <—acyd;r+xdy>+§1§ (—xydac—i—xdy),
or 2 aFl 2 8F2 2
Y Y Y
§I§ (—d:c—i—a:ydy):yg <—dw+xydy>+§£ <—dm—i—xydy>.
or \ 2 or; \ 2 ory \ 2

Procediendo como en el apartado b se obtiene

22 4 4
?g (—xydac—l—dy):/ —x (w2—2x) dw—i—/
or, 2 0 0

@
2
2 0 0,2
515 <—xydx+dy>:/ —z (62 —2?) dx+/ — (6 —2x) dx =64,
ars 2 4 4 2

2 1 (22— 22)° 4 1408
55 —y—d:p—i—xydy :/ —de+/ x(wQ—Qx) 2x—2) de = ——,
aT, 2 0 2 0 15

2 0 (62— 22)° 0 4
§£ (—ydx+$ydy>:/ —(xx)dx—k/ z (6 —2%) (6—22) dmzﬁ.
or, \ 2 4 2 4 5

Por tanto,

2 2
T 64 256 11 T
—xyda:+dy>:+64: = :§I§ (—xydx—i—dy):
§ép< 2 3 3 T A2 Jor 2
y

2 2
Y _ 1408 384 2560 B llyg z” B
yér( 5 dac—i—xydy) =15 + =Ty T =745 . rydr + > dy | =

Se comprueba que el valor obtenido aplicando el Teorema de Green es igual al calculado previamente por
integracion directa.
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