FUNDAMENTOS DE MECANICA COMPUTACIONAL 2024/2025
Practica 0: CAMPOS EN MEDIOS CONTINUOS

1.— Sea una viga de longitud L y secci6n rectangular, de ancho by canto c. Sea 7, el vector de posicién de un
punto material cualquiera de la viga, donde

=Y 0 con =, €[0,L], y €[-b/2,b/2], 2z €[-c/2,¢/2]

Se supone que para cada valor de z, € [0, L] 1a seccion transversal (que es rectangular) de la viga perma-
nece plana (Hipdtesis de Navier) y experimenta los siguientes movimientos:

1) Se desplaza una distancia 0(x,) a lo largo del eje X.
2) Se desplaza una distancia 7(x,) a lo largo del eje Z.
3) Gira un dngulo o(x,) (en radianes) en torno al eje Y.

Se pide:

a) Describir el movimiento del punto material 7 en forma lagrangiana. Obtener el campo de
desplazamientos.

b) Calcular el tensor gradiente de movimientos F’ > su determinante £, y el tensor gradiente de
desplazamientos Jﬁ. Interpretar su significado.

¢) Repetir los apartados anteriores introduciendo la hipétesis de que los desplazamientos son
pequefios (esto es: 0(x,) << L, n(x,) << ¢, a(z) << 7/2).
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SOLUCION:
a) Movimientos y desplazamientos en forma lagrangiana

Debido a los movimientos que se indican en el enunciado, el punto material que inicialmente se encontraba
en la posicion 77 = 7, se habré desplazado a su nueva posicién

x +6(z,) — 2 sen(oz(xo))

x %(770)
r=7(F), donde 7T=<(y,, 7.()= ?Jg(:o) =31 %
z 7 (T,) n(z,) + 2, cos(a(z,))

Si escribimos
’FE(’FO) = 770 + EL(?O),

el campo de desplazamientos viene dado en la forma

§(z,) — 2, sen(a(z,))

0 0

u u. (7))
i=1,r), donde @=quvo, @) =1v7) = 0
w w, (1) n(z,) + z, <cos(a(x0)) - 1)

b) Tensor gradiente de movimientos y tensor gradiente de desplazamientos

El tensor gradiente de movimientos se expresa en la forma

[ Ox, (r,t) Ox,(r,t) Ox.(r,1)]
Oz, dy, 0z,
P [Gfﬁ(fo,t)} - Oy, (r,t)  0y.(r,t) Jy.(r,t)
~r or, O, dy, 0z, ’
0z,(r,t)  0z.(r,t) 0z.(r,t)
L 8360 8% 8’20 i

luego

cuyo determinante es
F,=det(E)) = (140'(x,)) cos(alz,)) +n'(x,) sen(a(z,)) — 2 o (x,).
El tensor gradiente de desplazamientos se expresa en la forma

L[5

=F -1
~r 8?0 =)

~L
y, por tanto,

(5’(:1:0) — 7 cos(a(z,)) a’(aco)) 0  —sen(a(z))
J = 0 0 0

(n’(aco) — 7 sen(a(z)) o/(xo)> 0 (Cos(a(:vo)) - 1)
Los tensores gradiente de movimientos y gradiente de desplazamientos permiten calcular qué cambios

experimenta un vector material (que une dos puntos inicialmente cercanos) debido a los movimientos que
se han producido.



Asi, dado un vector material cualquiera

63:0
(WO: (5y0 ,
520

que une dos puntos cercanos en la configuracidn inicial, el vector que une los mismos puntos después de
haberse producido los movimientos puede expresarse en la forma

. ~ . 12
or = F (7,,t) 61, + O(|[67, %)

en funcién del tensor gradiente de movimientos, o
0F = (L+ J (7, 1)) o7, + O(||o7,||*) = 67 + J (7, t) o7 + O(|[o7, |*).

en funcidn del tensor gradiente de desplazamientos.
Por tanto,

<5'(1:0) — 2, cos(a(x,)) o/(:co)> bz, — sen(a(x,)) oz

<n'(x0) —z sen(a(aco)) o/(xo)> oz, + (Cos(a(xo)) — 1) oz

Se observa que la componente del vector material en la direccién del eje Y se mantiene constante, por lo
que no hay deformaciones en esa direccion, y que la relacion entre 67 y 47, no depende de la coordenada
Y,» por lo que el valor de esta coordenada es indiferente y el problema es bidimensional.

El determinante del tensor gradiente de movimientos F, indica como cambia el volumen en el entorno de
cada punto material debido a los movimientos: si F,, > 1 se produce localmente una expansion; si F, <1
se produce localmente una contraccion; si £, = 1 el volumen no cambia localmente.

¢) Hipétesis de pequenos desplazamientos

Cua.ndo los despla.lzam_lentos son pequefios (estoes: §(z,) << L, n(z,) << ¢, a(z,) << 7/2) se pueden
realizar las aproximaciones

sen(a(:z:o)) ~ a(z,) (con o(x,) en radianes), cos(a(:no)) ~ 1.

Por tanto,

cuyo determinante es

Ademas,

0
J =~ 0 0 0 ,
(' (x,) — 2 a(z,) o/(x,)) 0 0
En la teoria clasica de vigas sometidas a flexién (o de Euler—Bernouilli) en Resistencia de Materiales
se adopta también la simplificacion de que las secciones transversales se mantienen perpendiculares a la
deformada del eje de la viga, lo que equivale a decir que a(z)) ~ tg (a(mo)) ~ 1/(x,). Si ademds se
desprecian los términos de segundo orden, se obtiene

(1+0"(z) =2 n"(z,) 0 —1'(z,) (1+0"(z,) =2 n"(z,) 0 —1'(z,)
EE ~ 0 1 0 , 0 1 0 )
n’(xo) (1 -z 77”(9:0)) 0 1 7]’(:130) 0 1



L 0 0
y /
(8" (x,) =2 n"(x,)) O —n'(x,)
L, = 0 0 0 ,
' () 0 0
En consecuencia,
((5’(3:0) -z n”(xo)) o, — n’(:co) A
OT ~ (5770 +<0

/
(%) 0,
Como se vera en el tema 3 (Espacios Euclideos) la expresion anterior indica que el vector §7 se obtiene a
partir del vector 67 mediante una deformacion infinitesimal en la direccién del eje X de valor

Ep = (6'(x0) -z 17”($0))

y una rotacion infinitesimal en torno al eje Y de valor (—n’ (xo))




2.— Sea una tuberia cilindrica de longitud indefinida y seccién circular de radio R que se encuentra llena de
un fluido en movimiento. El eje de la tuberia se orienta a lo largo del eje Z. Sea 7 el vector de posicién de
un punto cualquiera del interior de la tuberia, donde

, con z?+y? <R? z€(—o00,00).

=
Il
ISEENSI

Se supone que el fluido se mueve en régimen laminar, de forma que la velocidad del fluido en el punto 7 y
en el instante de tiempo ¢ viene dada por la expresion

0
a,(r,t) = 0 , donde v, =
(1 — (2% + y2)/R2) Vo

2Q
TR2'

Se pide:

a) Demostrar que () es el caudal (volumen de fluido que atraviesa una seccidn transversal de la
tuberia por unidad de tiempo).

b) Describir el movimiento de las particulas del fluido en forma lagrangiana, esto es mediante
una expresion del tipo 7 = 7, (7: , ). Obtener el campo de desplazamientos. Calcular la velo-
cidad de la particula y verificar su compatibilidad con el campo espacial de velocidades en
forma euleriana.

c¢) Calcular el tensor gradiente de movimientos Eﬁ, su determinante £, y el tensor gradiente de
desplazamientos Jﬁ. Interpretar su significado.

d) Calcular la derivada temporal del tensor gradiente de movimientos y verificar que coincide
con la derivada espacial del campo de velocidades en forma lagrangiana.

e) Calcular el tensor gradiente de velocidad £ utilizando las descripciones lagrangiana y euleria-
na y comprobar que el resultado es el mismo en los dos casos.




SOLUCION:
a) Demostrar que () es el caudal

Sea Q = {(z,y,2)/2? + y* < R?} una seccién transversal cualquiera de la tuberfa.
El volumen de fluido que atraviesa un elemento diferencial de esta seccién por unidad de tiempo es

0
de((ag(f,t)dt)-ﬁ)dA, i = (1) dA = dz dy,

donde ( (7,t) dt) es el lado del tubo de fluido que atraviesa el elemento diferencial de seccion, 7 es el
vector normal ala seccion y d A es la diferencial de drea del elemento.
Por tanto, el caudal (volumen por unidad de tiempo) que atraviesa el elemento diferencial es

dQ = ﬂ = (a.(r,t) - n) dA = (1 — (2> + y*)/R?) Upax dA.

En consecuencia, el caudal que atraviesa la seccién puede expresarse mediante la integral de drea

Q= [ [ (1= + )R v

que puede evaluarse, por ejemplo, resolviendo la integral doble en cartesianas
=R y=V R2—x2
= —VR2 22

Resulta mas sencillo resolver la integral doble equivalente en polares

0=2m p=R
_ 2 /p2
Q = Upax /9_0 </p_0 (1 p/R)pdp> do

= U (R?/4) 27.
Se comprueba que, efectivamente,

TR? 2Q
= — — = —=
Q Umax 2 Umax 7TR2 ?

por lo que el valor de  que se indica en el enunciado es el caudal.
b) Descripcion lagrangiana

Sea la particula que inicialmente se encuentra en la posicién

x
P con 2+ 94> <R?) 2 € (—o0,00)
- - yO ’ 0 yo_ I 0 ) I
z
0

que hay que determinar.
Derivando esta expresion se obtiene la velocidad de esta particula en el instante de tiempo ¢ en la forma

a,(r,t) = —5 .



Se sabe que la relaci6n entre la velocidad de la particula a, (7 ,t) y el campo espacial de velocidades en
forma euleriana a, (7, t) se expresa mediante la ecuacién

Elﬁ(Fo,t) = ég(f,t)|

Por tanto, la posicién de esta particula a lo largo del tiempo 7.(7,t) serd la solucién de la ecuacién
diferencial

587; = a,(7,?) }F:FL(FO t)
con la condicion inicial
r.(7,0)=T7.
La velocidad inicial de esta particula serda
0
a,(r,0)= ’S(f,O)‘_. = 0

=7y (1 _ (xOQ + yOQ)/RQ) Vann

En este caso el campo espacial de velocidades no depende del tiempo, es paralelo al eje de la tuberia y su
modulo sélo depende de la distancia al eje. Teniendo en cuenta que la seccion de la tuberia es constante y
que el campo de velocidades es el mismo en todas las secciones, parece claro que las particulas de fluido
se desplazan a lo largo de lineas rectas paralelas al eje Z y con una velocidad constante que s6lo depende
de su distancia al eje de la tuberia. Por tanto,

71(770, t) = T+ L_z(fo, 0) t.

Desarrollando la expresion anterior se obtiene

(T t) = § %
2+ (1- (31:02 + yf)/R2) (I

En estas condiciones, la velocidad de la particula puede expresarse en la forma

o 0
L or (7, t)
a,(r,t) = 7£6t0 = 0

(2 2\ / 2
(1 (:170 +y0)/R ) Upnax
Se comprueba facilmente que las expresiones anteriores verifican la ecuacion diferencial y la condicién
inicial indicadas anteriormente, por lo que la expresion obtenida para la velocidad de la particula es com-
patible con la del campo espacial de velocidades en forma euleriana.

¢) Tensor gradiente de movimientos y tensor gradiente de desplazamientos

El tensor gradiente de movimientos se expresa en la forma

8x£(7“0,t) &xﬁ(ro,t) 6$£(T0,t)'
81’0 8y0 BZO
o [0 D] | Ou(nt) Oy (r, ) Dy, ()
~r 8770 8360 8y0 aZO
Bzﬁ(ro,t) 8z£(r0,t) 8z£(r07t)
L 81’0 8y0 aZO ]
donde
x (7 ,t) X,
FL(Fo’t) yﬂ(fo,t) =4 Y,
Zg(roa t) 2:0 =+ (1 — (w‘f + yoz)/RZ) Voo "

7



Luego

1 0 0
ECZ 0 1 0,
—2 (2,/R?) Var t =2 (y,/R?) Vnar t 1

cuyo determinante es
F, o=det(F')=1.
L

El tensor gradiente de desplazamientos se expresa en la forma

J - {8%(7“0”5)] —F -1

— F -1
aro

luego
0 0 0
J = 0 0 0f,

=2 (2,/R?) Vax t =2 (4,/R?) Vnax t 0
Los tensores gradiente de movimientos y gradiente de desplazamientos permiten calcular qué cambios
experimenta un vector material (que une dos puntos inicialmente cercanos) debido a los movimientos que
se han producido.
Asi, para cualquier vector material 67 que une dos puntos inicialmente cercanos, el vector que une los
mismos puntos después de haberse producido los movimientos puede expresarse en la forma

o = E (7, t) o1, + O(||o7, |[*)

en funcién del tensor gradiente de movimientos, o

0F = (L+J (7, 1) o7, + O(||o7,||*) = 67 + J (7, t) o7 + O(|[67, |*).

~L

Luego en este caso, dado un vector material cualquiera

5560
or, =0y ¢
0z

0

su expresion después de producirse los movimientos serd

0
o7 = 07 +{ 0
-2 vmaX/Rz(xo dx, +y, 0y) t

Por tanto, dos particulas inicialmente cercanas mantendrdn sus posiciones relativas en las direcciones de
los ejes X e Y mientras que se separardn gradualmente en la direccion del eje Z. La ratio a la que separan
las particulas en la direccién del eje Z es constante y crece linealmente a medida que aumenta a distancia
al eje de la tuberia, donde es nula.

El determinante del tensor gradiente de movimientos indica el cambio de volumen que se produce en el
fluido en el entorno de cada particula debido a los movimientos. En este caso £, = 1, lo que indica que el
fluido no experimenta cambios de volumen, lo que es caracteristico de los fluidos incompresibles (como
la mayor parte de los liquidos).

d) Derivada temporal de Eﬁ y derivada espacial de a,

Derivando el tensor gradiente de movimientos Eﬁ(fo, t) respecto a t se obtiene

OF (7.t 0 0 0
~Le§t0 ) 0 0 0
=2 (2,/R?) Vax =2 (4/R?) Vnax O

8



Derivando el campo de velocidades en forma lagrangiana bara, (T, ,t) respecto a 7;, se obtiene

o 0 0 0
9a, (7, t) _ 0 0 0|,
8T0 —2 (xO/R2) vn]ax _2 (yo/R2) ’Umax 0

Se comprueba que los resultados coinciden.

e) Tensor gradiente de velocidad {

Invirtiendo la expresién del tensor gradiente de movimientos se obtiene

1 0 0
Fl = 0 1 0
2 (xO/RQ) Upax 2 (yO/R2) Upax t 1

En forma lagrangiana el tensor gradiente de velocidad se expresa como

) _8EL(FD ]
o= | =S )
[ 0 0 0] 1 0 0
= 0 0 0 0 1 0
| -2 (1‘0/R2) Vpns —2 (yO/RQ) Umax O] 2 (xO/RQ) Vpar £ 2 (yO/RQ) Vpar t 1
[ 0 0 0]
= 0 0 of.
-2 (a:o/RQ) Umax  —2 (yO/RQ) Uax 0]

En forma euleriana el tensor gradiente de velocidad se expresa como

L= [P

Se comprueba facilmente que




3.— Un vehiculo circula sobre el tablero biapoyado de un puente de longitud L con velocidad horizontal a =
constante. A su vez, el tablero vibra verticalmente, de forma que el desplazamiento vertical de la seccién
situada a una distancia x € [0, L] del apoyo izquierdo viene dado por la expresion

x 2 |EI
W = Wyay SN (’/TZ> sen(wt) con w = 17 p—A,
donde w,., es la amplitud mixima de la vibracién en el centro del vano y w es la frecuencia angular (en
rad/s) que se expresa en funcién del modulo de elasticidad F' y la densidad p del material y del momento
de inercia [ y el drea A de la seccion transversal del tablero.
Se pide:

a) Calcular la velocidad vertical de un punto cualquiera del tablero en el instante de tiempo t.

b) Calcular la velocidad vertical que experimenta el vehiculo en su recorrido en el instante de
tiempo t.

c¢) Establecer la relacion de los dos valores anteriores con el campo espacial de velocidades en
una descripcion euleriana y la velocidad de la particula en una descripcion lagrangiana.

SOLUCION:
a) Velocidad vertical de un punto del tablero

La funcién que describe el desplazamiento vertical del punto x de la superficie del tablero en el tiempo ¢
es
W (T, 1) = Wpay SN (7‘(%) sen(wt), x € [0, L].

Por tanto, la velocidad vertical del punto = de la superficie del tablero en el tiempo ¢ es

Owr(z,t)

B = W, SEN (77%) cos(wt) w, x € [0, L].

b) Velocidad vertical del vehiculo

En el mundo real el contacto del vehiculo con el tablero se realiza a través de las ruedas de todos sus ejes.
La unién de cada rueda a su eje se realiza mediante la suspension y estd dotada de amortiguacion. A su vez,
las ruedas (y especialmente los neumdticos) son flexibles y en determinadas circunstancias pueden perder
el contacto con el pavimento. Ademds, las piezas que conforman el vehiculo no son sélidos rigidos sino
que pueden deformarse. Y aunque el cuerpo del vehiculo no experimente balanceo (inclinacién lateral) ni
guifiada (giro a derecha o izquierda), los desiguales desplazamientos verticales del tablero en la zona de
cada uno de los ejes provocardn en general cabeceo (inclinacién hacia adelante o hacia atrds). Por todo
ello, obtener el desplazamiento vertical del vehiculo a partir de los desplazamientos verticales del tablero
no es en absoluto trivial.

Para realizar los cdlculos se desprecia el comportamiento tenso-deformacional de las piezas del vehiculo
asi como la flexibilidad de los neumaticos y el efecto de la suspensién. Todo ello equivale a considerar que
el vehiculo en su conjunto se comporta como un sélido rigido. Si ademds se desprecia la distancia entre
ejes puede ignorarse el cabeceo. De esta forma, se considera que el vehiculo en su conjunto se comporta
como una particula, lo que permite aproximar su desplazamiento vertical tomando el del punto del tablero
sobre el que estd pasando el eje delantero, el eje trasero, el centro de gravedad o cualquier otro punto que
se considere representativo del vehiculo.

Teniendo en cuenta lo anterior, sea un vehiculo que inicialmente (es decir: en ¢ = () se encuentra en el
punto z = z. En el instante ¢ el vehiculo se encontrara en la posicion

x:xo—l—at.
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En consecuencia, la funcién que describe el desplazamiento vertical del vehiculo en el tiempo ¢ es

(2, 1) x, +at
wr(x,
Wy (‘Tov t) - ' }:czxo—ﬁ—at L

0, z, +at ¢ [0, L].

= Wpnax SEN <7r > sen(wt), z, +at € [0, L],

Por tanto, la velocidad vertical del vehiculo en el tiempo ¢ es

( x, +at
Winax (sen (77 B T ) cos(wt) w +
5wv(:z:0,t) .
Ve W n
ot cos <7T %o La ) sin(wt) <7T Z)), r, +at € [0, L],

0, r, +at ¢ [0, L].

¢) Relacién con descripciones lagrangiana y euleriana

Sea la magnitud ¢ el desplazamiento vertical.
La funcién wy (x, t) describe el valor de esta magnitud en forma euleriana, ya que proporciona su valor en
cada instante de tiempo ¢ para cada punto del espacio z. Por tanto, podemos escribir

Y= %(-’I%ﬂ = wr(z,1).

La funcién wy (z,, t) describe el valor de esta magnitud en forma lagrangiana, ya que proporciona su valor
en cada instante de tiempo ¢ para la particula (el vehiculo) cuya posicion inicial era . Por tanto, podemos
escribir

Por tanto,

a¢g(£¢t) - Owr(z,t) 8¢£($Oat) B 8wv(1‘0,t)
o ot ot N ot

La funcién x L(:UO, t) describe la posicion en cada instante de tiempo ¢ de la particula (el vehiculo) cuya
posicion inicial era z,. Por tanto, podemos escribir

r=uz,(7,t) =1z, +u.(z,1), con r (z,t) = +at, u.(x,t)=at.
En consecuencia la velocidad (horizontal) de la particula es

Oz, (z,,t) _ Oou,(,t)
ot ot

a,(r,t) = =a,

y resulta trivial comprobar que el campo euleriano de velocidades (horizontales) viene dado por
a.(z,t) =a

y que se verifica

0’

a,(x,,t) = ag(x,t)‘

z=x,(z,t)

Obviamente, la relacién entre las descripciones euleriana y lagrangiana de la magnitud 1) es equivalente
a la relacion entre las expresiones de la velocidad vertical del tablero y la velocidad vertical del vehiculo
esto es,

wg(x,t)} =1.(z,,1) — wT(m,t)| = wy(z,,1),

=z, (x,,t) r=z,+at
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y la expresion desarrollada en el apartado b) para la velocidad vertical del vehiculo podria haberse obtenido
mediante la (mal llamada) derivada material

0, _ [3% + ks ag}

ot

ot Ox

)

=z, (x,,t)

en la forma

owy(z,,t)  [owr(x,1) N Owy(x,t) "
o ot Ox

x:xOJrat
Efectivamente, teniendo en cuenta que

Owr(z,t) x

g = Waax SN (Wz) cos(wt) w,
Owr(z,t) AN 1
e Wiy COS (Wz> sin(wt) (WL) ,

se comprueba facilmente que

&U"({gfcﬂt) = {wmax sen (ﬂ'%) cos(wt) w+

e c05 () sinfar) () a

)
=1 +at € [0,L]

que efectivamente produce el mismo resultado que se obtuvo en el apartado b).

12



