FUNDAMENTOS DE MECANICA COMPUTACIONAL Curso 2024/2025

Practica 3: ESPACIOS EUCLIDEOS (14/10/2024)

1.— Demostrar que si en IR? se utiliza un producto escalar consistente con el Teorema de Pitdgoras
(el médulo de cualquier vector |7] = (7-7)'/2 coincide con su longitud real), entonces se cumple

—

- U= lul| |U] cos(f),

donde 6 es el angulo que forman @ y ¥, y cos(f) es el valor de la funcién coseno habitual.

Pista: descomponer el vector ¢ en dos partes, una paralela y otra perpendicular a .

2.— Sean g;; = €; - €; las componentes del tensor métrico en la base {ei}izl

de base €7, = €; c,. Sean g4 las componentes del tensor métrico en la nueva base, donde

. Se realiza el cambio
b

ghs= chgijcly = G'=C"G C, com C=

Se pide:

a) Partiendo de la expresién anterior, y utilizando exclusivamente notacién indicial,
demostrar que el cambio de base inverso es

Y1 0 U
gij:’Yoégfw’Yﬁj, donde C™'=| :

n

Y1 TUn

b) Utilizando notacién indicial, deducir las condiciones que debe cumplir el cambio
para que si la base inicial es ortonormal, la nueva base también lo sea.
c) Repetir el apartado anterior utilizando notacién matricial.

3.— Sean w las componentes (contravariantes) del vector @ en la base E, y sean u sus componentes

(covariantes) en la base F, dual de la anterior, de forma que

i=F u=F u, con u=Gu <+ u= G'u.

Se realiza el cambio de base £’/ = E C. Se pide:

a) Demostrar que las componentes u cambian de forma covariante.

b) Demostrar que los coeficientes del inverso del tensor métrico (G~') cambian de forma
doblemente contravariante. B

b) Demostrar que los vectores de la base dual (E) cambian de forma contravariante.

4.— Sea C = F" G F la expresion del tensor derecho de Cauchy-Green correspondiente a la
transformacion geométrica definida por F en la base £, donde G es la expresion del tensor
métrico. Se realiza el cambio de base E' = E C.

Se pide: usando notacién matricial, hallar el cambio de base de los componentes de C. ;Se
trata de un cambio de base tensorial? En caso afirmativo, ;de qué tipo? Teniendo en cuenta
lo anterior, jcudl es la forma correcta de colocar los indices de sus componentes?



5.— Sea {(?i}i:l 4 una base determinada de IR?, y sean @ y ¥ las componentes contravariantes de
los vectores @ y U en la base anterior, donde

2 0 1 2 6
61 — 1 B 52 — 2 P 53 — O ; u = *4 ,’l_) — 4
0 1 2 8 —2
Se pide:

a) Expresar los vectores @ y ¢ en la base canénica. A partir de estas expresiones, calcular
directamente @ - ¥ y 4 A U. Expresar el producto vectorial también en la base {é}-}i:l’?).

b) Obtener la expresién del tensor métrico en la base anterior. Obtener la base dual.
Verificar que la inversa del tensor métrico es su expresién en la base dual.

¢) Sin recurrir a la base candnica, calcular -9 y las componentes covariantes de A 9. Pasar
las componentes covariantes de 4 A U a contravariantes. Comprobar que los resultados

coinciden con los obtenidos en el apartado a).

6.— Obtener el tensor métrico de la variedad lineal engendrada por los vectores « y ¥ del problema
anterior. A partir de este resultado, calcular el area del paralelogramo generado por estos dos
vectores. Comprobar que el valor obtenido coincide con el médulo de su producto vectorial.

7.— Sea T la expresién del tensor de un endomorfismo en la base {é}}i:l Y sea G la expresion

del tensor métrico en la misma base. Se realizan los siguientes productos matriciales:

DX=G G <<= za=gjgk: DX=T T <= z4p=t;1,;

NX=G T <= zp=gyt; DX =T G < a%="tg;

HX =T G' — z*= tij g OX=G'T <= ai)=g" tjk ;
Se pide:

a) Para cada una de estos casos, y utilizando notaciéon matricial, verificar si el
correspondiente resultado (X) es la expresion de un tensor.

b) Repetir el caso N.° 3 del apartado anterior utilizando notacién indicial.

c) En los casos afirmativos, explicar para qué sirve el tensor. ;Se aprecia algin tipo de
correlacion entre los resultados obtenidos y la forma de la expresion indicial?

8.— Sea la transformacién geométrica infinitesimal en IR"™ cuyo tensor (expresado en una base
ortonormal) es
F=1+ donde |I7]| << ]l
Se pide, demostrar que las siguientes aproximaciones son validas:
F=det(F)=1+tr(J); Fmx1+te(T)/n;  FVmx1—te(J)/n

9.— Sea la transformacién geométrica en IR? cuyo tensor (expresado en una base ortonormal) es

0,304 1,178

—0,872 —0,254 " 0=1

F=1+J, con J=9§

Se pide:
a) Obtener la descomposicién polar de la transformacién anterior.

b) Expresar la transformacién como producto de una inflacién, una distorsién y una
rotacién. Interpretar geométricamente este resultado.

10.— Repetir el problema anterior con 6 = 1/1000. Realizar los cédlculos de forma aproximada
suponiendo que la transformacién es infinitesimal. Verificar que las aproximaciones del
problema N.° 8 dan resultados aceptables.



11.— Sea m una masa puntual cuya posicién estd definida por el vector ¥ = E 7, donde 7 son sus
coordenadas contravariantes en la base E (no necesariamente ortogonal) que se ha elegido para
trabajar en IR.

En estas condiciones, se define la matriz

Z:m[(FTQF) G-G[rr"] G},

donde la matriz G es la expresion doblemente covariante del tensor métrico en la base E.
Se pide:
a) Comprobar que la matriz Z es la expresion doblemente covariante de un tensor (llamado

tensor de inercia) en la base E. Es decir, que al realizar un cambio de base se verifica

E=EC = I'=C"IC.

b) Comprobar que dado el versor (vector unitario) @ = E @, con |u| = 1, el escalar
I(u)=u"Zu

representa el momento de inercia de la masa puntual respecto a la recta de versor 4 que
pasa por el origen de coordenadas.

c) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que el concepto de tensor de inercia se
puede generalizar para un sélido €2, de forma que el momento de inercia del sélido
respecto a la recta de versor 4 que pasa por el origen de coordenadas vendra dado por

Z(@)=u"Zu, donde Z_///Fesz) [(fTQf) G-G [?FT] Q} p(7) dV,

donde la matriz Z es la expresién doblemente covariante del tensor de inercia del sélido
en la base E, y p(7) es la funcién que determina la densidad en cada punto.



