MOMENTOS DE VARIABLES ALEATORIAS. FORMULACION GENERAL 0]

Nota: desarrollaremos la formulacion para el caso de variables continuas. En el caso de variables discretas,
el desarrollo es estrictamente paralelo.
1.- Momentos absolutos

Se denomina momento absoluto de orden n de una variable aleatoria X, definida en R,, y con funcién de
densidad fx(x), a
vy = E[X"]

R

donde E[x] representa el operador ”Esperanza Matemédtica”’, definido como

Elg(X)) = [ (o) fx(a)do
siempre que esta integral sea absolutamente convergente.
2.- Momentos centrales
Se denomina momento central de orden n de una variable aleatoria X, definida en R,, y con funcién de
densidad fx(z), a

i = BUX = B = [ (@ = BX])" fx(o)ds

siempre que esta integral sea absolutamente convergente.

Notese que el momento central de orden uno siempre es nulo y que, si la variable aleatoria es simétrica, lo
son también todos los momentos centrales de orden impar.

ESPERANZA MATEMATICA O MEDIA DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Se denomina esperanza matemaética o media de una variable aleatoria al momento absoluto de primer orden
de dicha variable, es decir

E[X]:mmzu;:/ z fx(z)dz
Ry

siempre que esta integral sea absolutamente convergente.
El operador “esperanza matematica” es, obviamente, un operador lineal, y por tanto

a) Ela] = a si a es una constante.

b) E[bX] = bE[X] si b es una constante.

¢) Ela+bX]=a+bE[X] si ay bson constantes.

d) Elg1(X) + g2(X)] = E[g1(X)] + Elg2(X)].
La esperanza matemética E[X], si existe, representa la abcisa del centro de gravedad del drea definida en
Rx por la funcién de densidad de la variable y el eje de abcisas.
Obsérvese que la notacién E[X] es equivalente a m,, representando en ambos caso la esperanza matematica
de la variable.

VARIANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Se denomina varianza de una variable aleatoria al momento central de segundo orden de dicha variable, es
decir

x

Var[X] = o} = i = E[(X — B[X])’] :/R (z — E[X])? fx(2)dx

siempre que esta integral sea absolutamente convergente.
Las siguientes propiedades de la varianza son facilmente comprobables:

a) Var[a] = 0 si a es una constante.

b) Var[bX] = b2>Var[X] si b es una constante.

c) Var[a+ bX] = b*Var[X] si a y b son constantes.
La varianza Var[X], si existe, representa el momento de inercia del area definida en Rx por la funcién de
densidad de la variable y el eje de abcisas, con respecto al eje vertical que pasa por el punto definido por la
esperanza matematica. Por consiguiente, la varianza es una medida de la “dispersion” u “homogeneidad”
de la variable aleatoria en cuestion.
Obsérvese que la notacién Var[X] es equivalente a o2, representando en ambos casos la varianza de la
variable.

Una forma sencilla de calcular la varianza es Var[X] = E[X?] — E?[X]
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OTRAS CONSTANTES RELACIONADAS CON MOMENTOS

1.- Desviacion tipica
Or = ++/02
2.- Coeficiente de deformacion

3
71 = £&. Mide la asimetrfa hacia la derecha (v, positivo) o hacia la izquierda (v1 negativo) de la funcién de

densidad.
3.- Coeficiente de aplastamiento o kurtosis

4
Yo = g—z Es otra medida de la dispersién de la variable aleatoria.

4.- Coeficiente de variacién

V, = Z=. Es otra medida de la dispersién de la variable aleatoria. Otras notaciones son C, o CV,.

OTRAS CONSTANTES UTILES
1.- Mediana
Se denomina mediana, m,, a aquel valor de la variable aleatoria tal que Fx () = %

2.- Moda

Se denomina moda, p,, a aquel valor de la variable aleatoria que hace maxima la funcién de densidad. Otras
notaciones son M o M,

MOMENTOS CONDICIONALES

En general, se denomina esperanza matemadtica de una funcién g(X) de una variable aleatoria X, dado el
suceso A, a

Blg(X)|A] = / o) fx 1 ()da

Raja
Ejemplos
BIX|Y] = [ afxiy(e,y)de
E[X|X > 2] = [” afx|x>a, (z)de

Var[X|X > z,] = f;:(x - E[X|X > ;L'O])zfx‘x>xo(:c)dx

MOMENTOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES ALEATORIAS

Se denomina ”Esperanza Matemética” de una funcién g(X,Y") de dos variables aleatorias X e Y, con funcién
de densidad conjunta fxy(z,y) y rango conjunto R, conocidos, a

Elg(X,Y)] ://R 9(x,y) fxy(z,y) dzdy

COVARIANZA

Dadas dos variables aleatorias, X e Y, con funcién de densidad conjunta fxy (x,y) y rango conjunto R,
se denomina covarianza de ambas variables a

COVIX.Y) = 02y = E[(X = XN = EY)] = [ (@~ By~ EIY) fuv (w,0)da dy

Ray
La covarianza es una medida de la dependencia lineal de dos variables aleatorias.
Una forma sencilla de calcular la covarianza es COV[X,Y]| = E[XY] — E[X]E[Y].

Obsérvese que la notacion COV[XY] es equivalente a 04, representando en ambos casos la covarianza de
las variables.
Si dos variables aleatorias son independientes, su covarianza es cero.

Coeficiente de correlacion

. . . COVIXY . - . .
Se denomina coeficiente de correlacién a pg, = COVIXY] F) coeficiente de correlacién es adimensional y tal
Y

o %es
que —1 < pgy < 1.
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MOMENTOS DE OPERACIONES ARITMETICAS ENTRE VARIABLES ALEATORIAS

Ejemplos

1. Suma

EX +Y]| = E[X]+ E[Y]

VarlX +Y] = Var[X] + Var[X] +2COV[XY]. Siindependientes = Var[X +Y] = Var[X]+ Var[X]
2. Resta

E[X — Y] = E[X] — E[Y]

VarlX —Y] =Var[X] + Var[X] —2COV[XY]. Siindependientes = Var[X —Y] = Var[X]+ Var[X]
3. Producto

E[XY] = E[X|E[Y]+ COV[XY]. Siindependientes = FE[XY]= E[X]E[Y]

Si independientes = Var[XY] = Var[X|Var[Y] + Var[X|E[Y]? + Var[Y]|E[X]?

OTRAS EXPRESIONES UTILES

n

Si un conjunto de sucesos A;, i =1,2,3,....,n son tales que U A, =Q,y AiNA; = ¢ Vi j, entonces se
i=1

verifica

Elg(X)] = Z Elg(X)|Ai]PAi]

que es una obvia extensién del teorema de probabilidad total.



