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CPE (SEGUNDO CURSO)
PRACTICA 11 SOLUCIONES (Curso 2024-2025)

1.— El Ministerio de Transportes, Movilidad y Agenda Urbana esta considerando establecer
limites ma&s estrictos para la contaminacién actustica en las zonas residenciales
proximas a la nueva pista del aeropuerto de Adolfo Sudrez Madrid-Barajas en Madrid.
Actualmente la contaminacion acustica en el despegue de un reactor puede considerarse
normalmente distribuida, con media 100 decibelios y desviacion tipica 6 decibelios.

a) Si la nueva normativa del Ministerio establece que la contaminacién acistica
ha de ser inferior a 105 decibelios en el 95 % de los despegues, ;jhasta donde se
tendra que reducir el nivel medio de ruido al despegue?

b) Supéngase que se consigue reducir el nivel medio de ruido a la cantidad calculada
en el apartado a). Si el nimero de reactores que despegan diariamente puede
representarse como una variable de Poisson de media 200, ;cuantos de estos
reactores sobrepasaran diariamente los 105 decibelios?

SOLUCION

a) Sea R el nivel de contaminacién acustica. Sabemos que R = N(m = 100,0 = 6).
Queremos reducir la media m de forma que P[R < 105] = 0.95. Si suponemos que al
reducir la media no cambia ni la desviacién tipica ni la distribucién de R,
105 —
P[R < 105] = Fp(105) = FU[TT”]
De las tablas
105 —m

5 =164 =— m=095.13dB

b) Ahora R = N(95.13,6%) Sea N el nimero de aviones que despegan en un dia.
Sabemos que N = P(200). La probabilidad de que un reactor sobrepase los 105
decibelios es, evidentemente, 0.05. Luego si M es el nimero de reactores que sobrepasan
los 105 dB, M = B(N,0.05), donde N es aleatorio. Entonces

PIM =m|N =n] = <n>0.05m0.95"—m
m

200™ —200
PIM=mnN =n] = <”>o.o5mo.95”—m€|
m n!
oo o
n 200200 =200() o5m 0.95™"™200™
PIM = = 0.05™0.95"™™ =
[ ) nzz;n (m) n! m! T; (n—m)!
Si en el sumatorio hacemos el cambio ¢ = n — m resulta
—200 m X i i+m —200 m m X 7
e 0.05 0.95*200 e 0.05™200 190
PIM =m] = —"; > il - ml > i
i=0 i=0
e 2000.05m200™ 14, 10Me 10
a m)! © = m)!

luego M también es Poisson con parametro 10.
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2.— Uno de los pardametros que ha de describirse en el proyecto del dique de abrigo de
Punta Langosteira para el futuro puerto exterior es la velocidad del viento durante
temporales de componente norte. Supéngase que la ocurrencia de estos temporales
puede considerarse Poisson, con media v temporales al ano. La velocidad X del
viento en m/s durante uno de estos temporales es exponencial, pero trasladada
un valor a > 0, de forma que x > a, y con media 1.2a m/s. Si la vida de
proyecto del dique es de 150 anos, calctlese la funcién de distribucién acumulada
de la velocidad maxima del viento que tendra que soportar la zona durante dicho
periodo. Particularizar para v = 6 y a = 15 m/s.;Qué velocidad del viento
habra de utilizarse como velocidad de diseno para que la probabilidad de que sea
excedida en la vida 1til del dique sea del 5 %?

SOLUCION

La distribucién de X es fx(z) = )\e*)‘(‘”*a), z > a. Como la media de esta variable es
E[X]=12a

o 1
1.2a = / phe Mgy =Ly 25
a A a

Si al ano hay M temporales, con M = P(v), y consideramos que cada ano es independiente
de los demads, en 150 anos habrd N temporales, con N = P(150v).

Supongamos N = n, y sea X; la velocidad del viento durante el temporal i. Si llamamos
Y a la velocidad maxima del viento durante esos n temporales, ¥ = maz{X;}. Por lo
tanto

n
Fyy=n(y,m) = [Fx(y)]
como tantas veces se ha visto.

Ademids Fx(y) =1—e 20 =1 ) y Py(n) = w y, consecuentemente

- 150v (1500 Fy (y)]"
Fy(y) = Z Fy|N=n(y,n)PNn(n Z { } 150’/)71' — 6—1501/2 [5’/71)'((.@)] _
n=0 n=0 . yr !

_ 6—150u€[150qu(y)] _ 6—1501/6[150u(1—e—§<y—a>)] _ e-150ue—%<y—a>
El rango de Y es obviamente y > a. Obsérvese que en la expresién anterior
PlY <a] = Fy(a) =e " #£0
Este valor representa la probabilidad de que no haya ningin temporal en la zona en los

150 afios de vida 1til. Obviamente para los datos que tenemos este valor es muy pequeno,
pero eso no impide que la variable aleatoria Y sea una variable mixta, ya que

PlY =a]=P[N=0]=¢"£0

Particularizando para los valores dados
1y
Fy(15) = ™%, Fy(y) = e %"y > 15
El viento de diseno, yg4, se calculard de forma que P[Y < y4] = Fy(yq) = 0.95. Por tanto

—900e~ 3 (va~1%)
e =095 = y;=44.318 m/s

que viene representando unos 160 Km/h.
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Un fenémeno natural (por ejemplo, avenidas de un rio) se produce en el tiempo
siguiendo una distribucién de Poisson de media v (sucesos/afio). Cada uno de los
sucesos alcanza un nivel aleatorio, X, X > 0 (por ejemplo, caudal del rio) que se
supone distribuido exponencialmente con parametro A.

a) Hallar la distribucién del méximo nivel, Y, que se alcanza en m anos.

b) Identificar la distribucién del méximo nivel, Y, con alguna distribucién
conocida y expresar sus parametros en funcién de v, A y m. Prescindase
de que X > 0 en este apartado.

c¢) {Cuéanto vale la probabilidad de que Y = 07

o0
k
Nota: Se recuerda que Z %r =e
k=0
SOLUCION

Sea Y el nivel maximo alcanzado en m anos. Sea N el nimero de veces que el suceso ha
ocurrido durante esos m anos. N sigue una distribucién de Poisson de media mv, y por
el Teorema de la Probabilidad Total, para todo y > 0

PIY <y|=) P[Y <y|N =n] P[N =n]

n=0

Calculemos la distribucién de la variable condicionada Y|N = n. Supuesto que ha
sucedido n veces el fenémeno, el hecho de que el maximo nivel alcanzado sea menor
o igual que y es la interseccién de los sucesos consistentes en que cada una de las n
veces el nivel haya sido menor o igual que y; asumiendo que los niveles alcanzados
en distintas ocurrencias del fenémeno son independientes, y teniendo en cuenta que
estos niveles siguen la misma distribucién (exponencial de pardmetro A), se deduce
P]Y <y|N =n] = P[X < y]" siendo X una exponencial de pardmetro A, es decir,

PlY <y|N =n]=(1—e )"

y por lo tanto

> n e —Ay\\n
1— e M
PlY <yl=Y (1—e W)nem™ (”;”‘) — ey (ma( n'e )
n=0 ’ n=0 ’
— e—myemu(l—e’/\y) _ e—myefky’ y >0

La determinacién completa de la distribucién de Y es

—mue= MY ;
F — Py <qyl=JE€ siy>0
vy =Py <= {7 =0

El rango de Y es [0,00[. Si, como se nos dice, consideramos una variable aleatoria con
rango | — 00,00 y cuya funcién de distribucién venga dada por la misma expresién
F(y) = e—mve para todos los valores reales de y (tiene sentido ya que esta funcién
tiende a 0 cuando y — —00), obtenemos una variable de Gumbel. Recordemos que la
expresion de la funcién de distribucién de una tal variable es

Fr(y) = e
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donde a y u son los pardametros que tenemos que determinar en este caso. Transformando
la expresion obtenida arriba

1 P
Ay _eln(mv) =Xy _eln(myv)—Ay *)\(yfw)

Fyyy=e™°¢ " =¢ =e =e °

1
de forma que en este caso a = A\, u = H(TV)

P[Y = 0] es el salto de la funcién de distribucién de Y en y = 0, es decir, la distancia
entre los dos limites laterales de Fy en ese punto.

A-0

Fy(07)=0, (0" =F0)=e™" =™ =Py =0=¢".

Notar que este valor coincide con el de la probabilidad de que se produzcan 0 llegadas
en una Poisson de media mv: si el nivel mdximo obtenido es cero podemos suponer (en
términos de probabilidad) que el fenémeno no ha llegado a producirse ni una sola vez.

Un fenémeno natural ocurre siguiendo un proceso de Poisson de pardmetro v
(sucesos por afo). Cada suceso del fendmeno se caracteriza por una intensidad X
que se supone distribuida exponencialmente con parametro .

a) Hallar la distribucién acumulada del méximo anual, Y, de las intensidades
X, asociadas a los sucesos de Poisson ocurridos durante un ano. ;Qué tipo
de variable aleatoria es Y7

b) Por otra parte, el mismo méximo anual, Y, ha sido modelado por una
distribuciéon de Gumbel con parametros o = Ay u = (logv)/\. Determinar
las diferencias entre la distribucién hallada en a) y la dada. ;Qué diferencia
se encontraria al hallar el periodo de retorno de méaximos anuales para
intensidades Y que superen el valor y, > 07

SOLUCION

Sea N la variable aleatoria “ntimero de sucesos del fenémeno en un ano”. Segun el
enunciado N sigue una distribucién de Poisson de parametro v, es decir,

n

P[N = n)] :e_”y—, n=20,1,2,...
n!

Para cada y > 0 (es claro que el rango de esta variable ha de ser la semirrecta positiva)
se tiene, por el teorema de la probabilidad total,

o0
Fy(y) =Py <y] =) P[Y <y|N =n]P[N =n];
n=0
de esta forma hacemos intervenir la probabilidad de que el maximo anual no supere el
valor y condicionada a que ha habido n ocurrencias del fenémeno. Con esa informacion
ya podemos evaluar facilmente

siendo X; cada una de las intensidades registradas, ya que Y es el maximo de todas ellas.
Aceptando que las intensidades son independientes, y teniendo en cuenta que todas estan
igualmente distribuidas,

PlY <y|N =n] = P[X; <y|P[Xz <y]...P[X, <y] = P[X <y|" = Fx(y)"
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siendo X una exponencial de parametro A, segin nos dice el enunciado. La funcién de
distribucién acumulada de X es Fx(y) = 1 —e™Y para valores positivos de y (como es el
caso). La expresion de Fy queda como sigue:

& n & 1— —Ay\n B B
Fy(y)=) (1~ e Myne v = ey > WA Z TN vgptizen) _ e My >0

Para y < 0 es claro que P[Y < y] =0y asi

0 siy <0
Fy(y) =

—ve N .
e Ve siy>0

v

Obsérvese que paray = 0 = Fy(0) = e~ ¥, mientras que paray = —e, € > 0,= Fy(y) = 0.
Por lo tanto, en el punto y = 0 hay una discontinuidad (como puede observarse en la figura
del préximo apartado). Efectivamente P[Y = 0] = e™" # 0, que es la probabilidad de que
el nimero de fendmenos naturales en un ano sea N = 0. Por lo tanto, la variable Y es
una variable de tipo mixto.

La funcién de distribucién de una variable de Gumbel de pardametros « y u es de la forma

Fy(y) = e*e_a(y_u), y € IR. Introduciendo los valores & = A y u = (logv)/\ obtenemos

_ o~ AMy—(logv)/N) _ o~y logr =Y
Fy(y):ee —e € 7€ =e 7 7, yeR.

Llegamos a la misma expresién que en el apartado (a), pero para todos los valores reales
de y en vez de sblo para los positivos. A continuacién incluimos las graficas de las dos
funciones de distribucion, para v =2y A = 1:
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Recordemos que el periodo de retorno para intensidades que superen el valor g > 0 es un
numero de anos R tal que

1

obien R= ————
PY > yo]

PlY > yo] =

=Vl

Dado que P[Y > yo] = 1— Fy (yo) y las dos funciones de distribucién acumulada coinciden
para valores positivos de la variable, los periodos de retorno que proporcionan los dos
modelos son iguales.

El radio de un circulo es una variable aleatoria con distribucién N(0,1) truncada
en X = 0, es decir, con X > 0. Supongamos que A es el area del circulo, Calcular:

a) La funcién de densidad de A
b) El coeficiente de correlacién entre X y A

SOLUCION

Nos piden determinar la funcién de densidad del 4rea del circulo A = 7X?2, para ello se

calcula previamente fx(z). Sea Y una variable aleatoria con distribucién N(0, 1) cuyo

rango es Ry = (—o0,00), queremos hallar la distribucién de X = Y \ 0 < 2 < co. Por

tanto:

#% =2fy(x) >0

fx(x) =
0 z <0

Introduciendo la expresién de fy (x) resulta:

\/%G_IQ/Q x>0

0 z <0

fx(z) =
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Como la relacién entre A y X es mondtona creciente, podemos escribir

e—a/(2m)
™/ 2a

, a>0
fal) = 5 ix(@)

T=v/% 0 a<0

Se comprueba que esta funcién es una funcién de densidad adecuada:

o—a/(2m)

- fa(a)da :/0 o da =1

(b) Nos piden el valor del coeficiente de correlacién pxa que viene dado por la siguiente
expresion:

OXA
0X0A

PXA =

donde a su vez la covarianza y las varianzas para calcular las desviaciones tipicas se pueden
obtener como:

oxa = E[XA] — E[X]E[A], E[XA] = E[rX®] = nE [X?], E[A] = E[rX?] = 7E [X?
0% = E [X?] - (B[X])®

o4 = Var [WXQ] = n*Var [Xz]

Por tanto, necesitamos calcular todos los momentos absolutos de X hasta orden 3:

E[X] =/ $\/5€_$2/2d1‘ = [—\/56_I2/2] _ /2
0 v v i
0

Para obtener E [XQ] se integra por partes considerando u = x y dv = x\/2/7re*"”2/2dx,

luego:
2 > 9 |2 429
E[X]:/ 224/ Ze* 2dp=1
0 ™

E [X?’] se calcula integrando por partes nuevamente con u = z? y dv = x\/2/7re_”’2/2d$:

E[X"] = /O mmB\/zede: [\/Z (e7°7?) (2 +2) oo:z\/z

0
Luego, el coeficiente de correlacion es:

B 2V21 — 271 L
1 =2/n-m/1=2/n T—2

PXA



