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CPE (SEGUNDO CURSO)
PRACTICA 8 SOLUCIONES (Curso 2023-2024)

1.— La Unién Europea ha fijado como objetivo ser climaticamente neutra en 2050, lo
que significa conseguir cero emisiones netas de gases de efecto invernadero mediante
la reducciéon de emisiones y la inversion en tecnologias verdes. La preocupacién
por garantizar y aumentar una produccion energética que no contribuya al cambio
climatico y sea sostenible en el uso de los recursos naturales y en el tiempo estd presente
a nivel global, formando parte de los Objetivos de Desarrollo Sostenible. Asi, el
Objetivo 7 (”Energia asequible y limpia”) y el Objetivo 13 (” Adoptar medidas urgentes
para combatir el cambio climdtico y sus efectos”) hacen especial hincapié en esta
preocupacion. Para lograrlo, se estan desarrollando nuevas fuentes de generacion de
energia renovable, como por ejemplo, la captacion de energia de las corrientes marinas
y las mareas mediante turbinas. En la siguiente imagen se muestra un prototipo de
esta tipologia de turbinas.

Para analizar la rentabilidad del parque es esencial conocer la vida 1til del mismo.
Como primera aproximacion, la vida 1til de cada turbina se puede modelar como una
variable exponencial con media 25 anos. Si el parque esta formado por 20 turbinas y
la vida de cada turbina se considera independiente, se pide:

a) Determinar la distribucién de la vida de la primera turbina que falla.
b) Determinar la distribucién de la vida de la segunda turbina que falla.

c¢) {Cudl es la probabilidad de que a los 25 anos hayan fallado exactamente 10
turbinas?

d) {Cuaél es la probabilidad de que fallen més de 5 turbinas en 20 anos?

SOLUCION

Sea X; al tiempo de vida de la turbina i.

a) Llamaremos V al tiempo de vida de la primera turbina que falla. Por tanto V serd el
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minimo de X1, Xo, ..., X290 (V = min{X;}.) Razonando como siempre
PV > ] = P[(Xl >v)N(Xe>v)N.N(X; >v)N...N(Xg > 0)
Considerando independencias e incompatibilidades
PV >0 =1— Fy(v) = (e )%

luego
Fy(v)=1—(e )% v>0

b)Llamaremos W al tiempo de vida de la segunda turbina que falla. Por tanto W serd el
segundo minimo de Xi, Xo, ..., Xo5

PIW > w] = P[{(Xl >w) N (Xy > w) NN (X > w) NN (Xag > w) JU
U{(Xl < w) N (XQ > w) n...N (Xz > w) n...N (XQ() > w)}U

U{(X1>w)N (X <w)N..N(X; >w)N...N (X >w)} U

S U{(Xy > w) N (X > w) NN (XG> w) N (Koo < w)}}

Fiy(w) =1— (e —20(e™)(1 — ™), w>0

c) Sea N el ntimero de turbinas que fallan en 25 afios. Parece obvio que serd una distribucién
binomial, donde la probabilidad de éxito es que una turbina falle antes de los 25 afos
N = B(20,p). Esta probabilidad p la podemos calcular de la siguiente manera:

p=Fx(25)=1—e?P =1—¢"1=0.6321
La probabilidad pedida sera:

10

P[N =10] = (20

>(1 —0.6321)'80.6321% = 0.0875

d) En este apartado N = B(20,p), donde p

p=Fx(20)=1-e?Y=1—¢"1=0.5507

P[N > 5] =1-P[N <5] =1-P[N = 5]—P[N = 4]-P[N = 3]—P|N = 2|-P[N = 1]-P[N = 0] =
=1 —0.0048 — 0.0012 — 0.00024 — 0.00003 — 0.000003 — 10~" = 0.9937

Una probabilidad muy elevada, con la que podemos asegurar que en 25 anos van a fallar mas
de 5 turbinas.
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Un semaforo tiene un ciclo verde de duracién fija T'. Cuando el semaforo se pone verde,
se supone que la cola de coches es lo suficientemente larga como para que no puedan
pasar todos en el mismo ciclo. El tiempo que tarda en arrancar el primer coche de la
cola al ponerse verde el seméaforo es exponencial con pardmetro A = 0.7s 1. El segundo
coche tarda un cierto tiempo en arrancar una vez que ha arrancado el primero. Este
tiempo es también exponencial con el mismo pardmetro A. Y asi sucesivamente...Se
supone que estos tiempos de arranque son independientes entre si. Se pide:

a) Si T = 20s, determinar la probabilidad de que el nimero de automéviles, N, que
superan el seméaforo en un ciclo verde sea N = 8.

b) Calcular la esperanza matematica y la varianza de N.

¢) {Cudnto tiempo T deberia durar el ciclo verde para que la probabilidad de que
pasen menos de 8 automéviles en un ciclo verde sea de 0.097

Nota: se desprecia el tiempo que transcurre desde que cada coche arranca hasta que
pasa el semdforo.

SOLUCION

Es evidente que se trata de un fenémeno de Poisson, llamando ”llegada” al momento en que
arranca un coche que es igual al momento en que pasa el semaforo (ya que se desprecia el
tiempo que transcurre desde que cada coche arranca hasta que pasa el semaforo). Por lo
tanto, el nimero de coches, N, que arrancan en un tiempo 7" es P(AT) = P(0.7T'). Luego

a) N = P(A\T) = P(0.7 x 20) = P(14) y por lo tanto
14148

PIN = 8§ = —— = 0.0304

b) Obviamente, E[N] =14 y Var[N] = 14

c) Hay que calcular AT de forma que P[N < 8 = P[n < 7] = Fn(7) = 0.09, es decir, hay
que hallar la media de la correspondiente distribucién de Poisson. De las tables obtenemos,
entrando con v = 2(n 4+ 1) = 16 y buscando el valor correspondiente a una probabilidad 0.09,
m = 11.98. Como m = X1 obtenemos T = Lj\gg = % =17.11s

Se dice que una canalizacién esta disenada para la riada de N anos si tiene una
capacidad tal que serd superada tinicamente por una riada igual o superior a la riada
de los N anos. La magnitud de la riada de los N anos es aquella que se sobrepasara con
probabilidad 1/N en un afio cualquiera. Puede suponerse que las riadas méaximas
anuales son independientes.

a) ;Cudl es la probabilidad de que en 50 anos haya tres riadas superiores a la riada
de los 50 anos?

b) Una empresa disenia 20 canalizaciones independientes (en diferentes cuencas),
cada una para su correspondiente riada de los 500 anos. ;Cual es la distribucién
del nimero de canalizaciones que fallaran por lo menos una vez en los primeros
50 anos después de su construccion?

SOLUCION
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Sea X la magnitud de una riada en un ano cualquiera, y sea Xy la magnitud de la riada de
los N anos. Entonces P[X > Xy|=1/N.

a) Si llamamos éxito al suceso “riada méxima anual superior a la de los N anos”, y suponemos
que en un ano no puede haber dos riadas que superen la de los N anos, entonces el niimero de
riadas M en 50 anos que superara la de los N anos es M = B(50, p) siendo p la probabilidad
de éxito, es decir p = P[X > Xn] = 1/N. Como en nuestro caso N = 50, p = 1/50 = 0.02.
Luego

50

P[M:3]:<3

> PP(1—p)®? =0.06

b) La probabilidad de que una canalizacién falle al menos una vez en 50 anos, q, es ¢ = 1 —,
siendo 7 la probabilidad de que no falle en esos 50 anos. En este caso, el numero de fallos
(riada maxima anual superior a la de los N anos) en los 50 de disenio es B = B(50, s), siendo
s la probabilidad de que falle en un ano. Como ahora N = 500, s = 1/N = 1/500 = 0.002.
Por tanto

50
= (0)50(1 —5)0 209047 = ¢=0.0953

Es decir, la probabilidad de que una canalizaciéon falle al menos una vez es ¢ = 0.0953.
Como hay 20 de esas canalizaciones, si suponemos que son independientes, el nimero de
canalizaciones, R, que fallard en los 50 anos de disenio serd R = B(20,0.0953)

En el andlisis de una interseccién entre una via principal y una secundaria con menor
trafico se establece la prioridad de los conductores que circulen por la via principal y la
colocaciéon de unas senales de STOP en la secundaria. Se establece que el trafico de la
via principal sigue un proceso de Poisson de parametro A = 30 vehiculos por minuto.
Adicionalmente se ha establecido que un conductor necesita en la via secundaria al
menos 6 segundos para realizar el STOP, comprobar que no viene ningin vehiculo y
cruzar la via. Si nos centramos en un conductor que circula por la via secundaria y se
aproxima a la interseccién, se pide:

a) La probabilidad de que, después de pasar 10 vehiculos por la via principal, el
conductor siga en el STOP.

b) La probabilidad de que el conductor haya tenido dos oportunidades de cruzar la
via principal al pasar 10 vehiculos.

c) La probabilidad de que el conductor haya tenido a lo sumo dos oportunidades
de de cruzar la via principal al pasar 10 vehiculos.

d) La probabilidad de que hayan pasado 10 vehiculos hasta que el conductor haya
conseguido cruzar la via principal.

SOLUCION

a) Llamemos T al tiempo entre dos llegadas de Poisson. Sabemos que A = 30 vehiculos
por minuto o lo que es lo mismo, A = 0.5 vehiculos por segundo (para utilizar unidades
equivalentes). Entonces 7' = EX(0.5). La probabilidad de que el tiempo entre dos llegadas
sea superior a 6 s (el coche que espera puede pasar) es

p=PIT>6]=1-PT<6]=1-Fp(6) =1 (1- ) = 7 = ¢ 036 _ 5
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Si llamamos a esta probabilidad la de éxito (el coche puede pasar) y X el primer intervalo en
el que puede pasar, evidentemente X = G(e~3). Tenemos que calcular P[X > 10].

PIX>10]=1-PX<10]=1-Fx(10)=1-[1-(1-p)"=(1-p)"'=(1-e?)' =06

b) Si han pasado 10 vehiculos, el conductor ha tenido 10 posibilidades (experimentos de
Bernouilli) de cruzar. Por lo tanto, si llamamos Y al numero de éxitos, obviamente Y =
B(10,e73). Es decir

10
P[X =2] = < 5 >p2(1 )92 =45 x e (1 —e?)® =0.0741

)

10
PIX <2|=P[X =0]+P[X =1+ P[X =2] = 0.6 + ( ) >p(1 — )17 +0.0741 = 0.9885

donde el primero y el tercer sumando se han calculado en los apartados a) y b), respectivamente.

d)
PIX =11] =p(1 —p)'® =e73(1 — ¢73)1* = 0.0299 ~ 0.03

ya que recordemos que X es una variable geométrica.

En el proyecto de una cierta carretera participan tres empresas constructoras: A, B
y C. Tras analizar los resultados de las inspecciones de calidad del firme en obras
anteriores de estas empresas, se ha observado que la empresa A comete, de media,
un defecto en el firme por cada 10.000 metros de carretera construidos; la empresa
B comete un defecto cada 9.000 metros, y la empresa C cada 7.500 metros. Dado
que las tres empresas manejan volimenes de construccién semejantes se supone que la
probabilidad elegir cualquiera de las 3 empresas es la misma. Ademas, se supone que
el nimero de defectos en el firme de cada empresa sigue una distribucién de Poisson.

a) Si se inspecciona aleatoriamente un tramo de 100.000 metros de carretera
ejecutado por estas empresas. ;Cudl es la probabilidad de que se hayan
encontrado exactamente 12 defectos en el firme?

b) En un tramo de 100.000 metros de carretera, construido integramente por una
de estas empresas, se han encontrado 12 defectos en el firme. Calcular la
probabilidad de que lo haya ejecutado la empresa A.

c) Si se inspeccionan aleatoriamente 50 tramos de 1.000 metros de carretera cada
uno, construidos por la empresa B, ;jcual es la probabilidad de que al menos 1
de los tramos inspeccionados tengan algin defecto en el firme?

SOLUCION

Llamemos F4,Ep y FE¢ al nimero de defectos en el firme que cometen las empresas
constructoras A, B y C, respectivamente. F 4, Ep y FE¢ son variables aleatorias con distribucion
de Poisson y pardmetros Ag = 1/10,000 defectos/metro, Ap = 1/9,000 defectos/metro y
Ac = 1/7,500 defectos/metro.

a) Llamemos E al suceso "hay 12 defectos en 100,000 metros”. Entonces, por el teorema de
la probabilidad total

P|E| = P|E|MA)P[M4] + P|E|Mp|P[Mg] + P[E|Mc]P|Mc]
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siendo M4 el suceso ”los 100,000 metros los ha ejecutado la empresa A”, etc. y teniendo en
cuenta que los tres sucesos M4, Mp y Mg son incompatibles y que M4 U Mp U Mg = Q.
Dado que inicialmente no tenemos informacién sobre quién ha ejecutado los 100,000 metros,
asignaremos P[M4] = P[Mp] = P[M¢] =1/3.

Como se han ejecutado 100,000 metros las medias de las correspondientes distribuciones
de Poisson serdn v4 = 100,000/10,000 = 10, vg = 100,000/9,000 = 100/9 y vo =
100,000/7,500 = 100/7.5. Por tanto

PE|Ma] = P[E4 = 12] = <7102 — 0.09478

P|E|Mp) = PlEp = 12] = < 2LPU09 _ ¢ 11047

PE|My] = P[Ey = 12] = “22200/T5 10674

Y sustituyendo valores en la expresion anterior de la probabilidad total

~0.09478 + 0.11047 + 0.10674

PIE] .

=0.104

b) Aplicando el teorema de Bayes

P[E|M4]P[M4]
[E|Ma]P[Ma] + P[E|Mp]P[Mp] + P[E|Mc]P[Mc]

P[MA|E] = Iz

Y sustituyendo valores en la expresién anterior

0.09478
PIM4|E| = — 0.30379
[MalE] = 500478 10.11047 + 0.10674

¢) Denominamos X al ntimero de tramos de carretera de 1,000 m construido por la empresa B
que tiene algin defecto en el firme. Si suponemos que cada uno de los tramos es independiente
de los otros, se puede considerar que X tiene una distribucién binomial X = B(n,p). Ademds,
se dice que un tramo tiene algin defecto si Eg > 1, por tanto la probabilidad de éxito p resulta

e 1/9(1/9)°

0l = 0.10516

p=1—PEg=0=1-
El suceso cuya probabilidad queremos averiguar es [X > 2]. Tenemos asi

PIX>2l=1-PX=1]-PX=0]=1- (100>p°(1 -p)'* - (110)191(1 -p) =

=1-10.32920 — 0.38686 = 0.28394



