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CPE (SEGUNDO CURSO)
PRACTICA 3 SOLUCIONES (Curso 2024-2025)

1.— Sea un el rango conjunto de dos variables aleaotrias X e Y el tridngulo comprendido
entre los vértices (0,0), (0,2) y (2,0). Si la funcién de densidad es constante, se pide
calcular:

a) La funcion de densidad conjunta y la funcién de distribucién acumulada conjunta
de X eVY.

b) Las funciones de densidad marginales de X e Y. ;Son X e Y independientes?

SOLUCION

©0.2)

00 2,0

a)

Dado el rango conjunto, la funciéon de densidad conjunta es:

fX,Y(xvy) = 1

27 xr,y S RX,Y
xT
FX,Y(J")?/) - Tyv T,y € RX,Y
b)
| 2z
fx(@)= |  fxy(z,y)dy =/ 3t ==
Ry 0
T=27Y 2
Ty(y) = Ixy(z,y)dz = / §dx - Ty
Rx 0

Dado el rango conjunto las variables no son independientes. También lo podemos verificar
observando que el producto de las distribuciones marginales no es igual a la conjunta.



2.— La variables aleatorias X e Y tienen la siguiente funcién de densidad conjunta:

Ixy(z,y) =kx(z—vy), 0<x<2, —z<y<uz.

a) Determinese k para que dicha funcién esté bien definida.
b) Calcilese las distribuciones marginales de X y de Y.

c¢) Dibijese esquemdticamente la funcién de densidad marginal de Y.

SOLUCION

a) Para que la funcién sea una funcién de densidad conjunta adecuada ha de verificarse

[xy (z,y)dzdy = 1

Rxy

En nuestro caso

2 x 2 o2 ]*
- ny(x,y)dacdy:/O [/_w kx(ac—y)dy] d:c:/o _]m(w;/)] _mdx —

2 $4 2 1
:/ 2kaldr = k—| =8k = k==
0 2 |, 8

b) La funcién de densidad marginal de X es

T T — 27" .’E3
fe) = [ pevean= [ ém—y)dy:—;z(ﬁ] -

Obviamente esta es una funcién correcta, ya que

2
2$3 $4
/0 17 16
0

La funcién de densidad marginal de Y, teniendo en cuenta que el rango conjunto es
Y

R

puede obtenerse de la siguiente formas:
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Para -2 <y <0

2 2 1

1
—x(x —y)dx = / — (2% — xy)dr =
v 8 —y 8

2
x> 22y 5y% — 12y + 16
G -5h -

3 48

| =

fr(y) = fxy(z,y)dr = /

R —
X -y

Para 0 <y <2

w

2 .
(i,@) 7y3712y+16
3 2 o 48

2 2
fy(y) = fxy(z,y)dz = / %z(x —y)dr = /

Yy
Obviamente, también se trata de una funcién correcta ya que

0 3 2.3
5y° — 12 16 —12 16
/ ywdy+/ Yy 0754025 =1
0

i 48 48

c) La funcién de densidad de Y es de la siguiente forma:

Jx(x)

05 T T T T T

045

04

0.35

0.25

02

0.15

3.— Una empresa vende dos tipos de machacadoras, ligeras y pesadas. Sea X la demanda
mensual de machacadoras ligeras, e Y la demanda mensual de machacadoras pesadas.
La funcién de probabilidad conjunta de ambas demandas es:

X 0 1 2 3 4

0.01 0.08 0.06 0.10 0.06
0.04 0.15 0.16 0.06 0.04
0.02 0.10 0.05 0.05 0.02

Nl—‘O..<
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a) Al principio de un mes hay dos machacadoras ligeras y una pesada en stock.
., Cudl es la probabilidad de que ese mes se vendan todos los equipos?

b) Sabiendo que en un mes han tenido una demanda de machacadoras ligeras
superior a 2, jcudl es la probabilidad de que la demanda de pesadas sea inferior
a 2 en dicho mes?

SOLUCION

a) Para que se venda todo el stock la demanda ha de ser tal que X >2NY > 1. Calculando
probabilidades

PX>2NY >1]=P[(X=2NnY=1)UX=3NnY=1HUu(X=4nY =1)U
UX=2nY=2)Uu(X=3NY=2)U(X=4NY =2)] =0.38

ya que todos los sucesos son incompatibles

b) Nos piden P[Y < 2|X > 2|. Aplicando la definicién de probabilidad condicional

Py <2nX > 2]

PlY <2|X >2] = PIX > 9]
Pero
PY <2NX >2]=0.140.06+0.06 + 0.04 = 0.26
P[X > 2] =0.33
Luego

P[Y < 2|X > 2] = 0.7879

4.— Considérense las variable aleatorias X e Y cuya funcién de densidad conjunta es:
fxy@y)=e¥, >0, y>u

a) Calcular las funciones de densidad marginales

b) Evaluar P[X > 2|Y < 4]

SOLUCION

a) La funcién de densidad marginal de, por ejemplo, Y es, por definicién

Y
fy(y) = I[xy(z,y)de = / e Vdr=ye ¥, y>0
0

Rx
y es facil comprobar que
o0
/ ye Ydy =1
0

Igualmente

o0 00

fx(x) = Ifxy(z,y)dy = / eVdy=—eY| =e* x>0

Ry T z



5/6

que también cumple las caracteristicas de una funcién de densidad.
Es inmediato comprobar que las variables no son independientes.

b) Hay que calcular

P[X <2NY < 4] :
PlY < 4] o Fy(4)

P[X>2]Y <4 =1-P[X <2]Y <4]=1-—

Pero

Ty Ty T 1y
Fxy(z,y) = / / Ixy(z,y)dxdy = / / Ixy(z,y)dzdy = / / e Vdydx =
0 0 0 x 0 x

x
x
—/ [—e_y—i—e_x]dx: —xe_y—e_xl =l—-e®—ze ¥, >0, y>zx
0

0

Obsérvese que para (z,y) = (0,0) — Fxy(z,y) = 0, para (z,y) = (00,00) — Fxy(z,y) =

1, que Fx y(x,y) es creciente en z para y constante y que Fx y(z,y) es creciente en y para

constante. Luego es una funcién de distribuciéon acumulada adecuada. Ademads

)
Fy(y) = /0 ye Ydy =1—(1+y)e™

que también se comprueba facilmente que es una funcion de distribuciéon acumulada correcta.

Por tanto

1—e 2 -2
PIX>2lY <4 =1-—5 "% 00885

5.— En una maquina de obra civil hay dos componentes cuya duracion interesa controlar.
Sea X la variable aleatoria que denota el tiempo de vida (meses) del primer componente
e Y la que denota el tiempo de vida del segundo (también en meses). Se supone que
estas variables aleatorias tienen una funciéon de densidad conjunta definida por:

fxy(z,y) = 002601202 >0, 4y >0

a) Verificar que, efectivamente, fyy(z,y) es una funcién de densidad de
probabilidad conjunta.

b) Calcular las funciones de densidad marginales.

c¢) Calcular la probabilidad de que ambos componentes fallen antes de los 10 meses
de uso.

d) Calcular la probabilidad de que el primer componente dure més de 20 meses.
e) Calcular la probabilidad de que el primer componente dure mas de 15 meses,

sabiendo que el segundo ha durado menos de 10 meses.

SOLUCION
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a) Es inmediato comprobar que fxy es una funcién no negativa. Veamos que su integral es 1:

o0 o0 o0 oo
/ fxy(z,y)dedy = / / 0.02¢(~0-12=02y) — 0.02/ e Oz da:/ e 0% dy
Rxy 0 0 0 0

o0 o0
= / 0.1e % dx / 0.2 "%dy=1-1
0 0

b) Se tiene, para todo z € Rx = [0, 00),

fx(z) = /R Ixy(z,y)dy
Y| X=z

Y : v

Rxy

X

X=X

Como Ry|x—, = [0,00) para todo x (ver dibujo),

o0 oo
fx(xz) = / 0.02¢(~012=02y) gy, — .1 01® / 0.2¢7 0% dy = 0.1¢701®
0 0

Mediante un razonamiento totalmente andlogo se obtiene fy(y) = 0.2e7°% para todo
y € Ry = [0,00). Ademds es inmediato que fxy(x,y) = fx(z)fy(y) para todo (z,y) € Rxy,
por lo tanto son independientes.

c) Se trata de la probabilidad

P0<X <10,0<Y <10 "EP P0 < X < 10]P[0 < Y < 10] = Fx (10)Fy(10) =
= (1 — e 0110y (1 — 70210y =~ 54657

(Fx =1—e %%y [y (y) = 1 — e %% se obtienen integrando las funciones de densidad de
una forma evidente).

d) Se trata de la probabilidad P[X > 20] = 1— P[X <20] =1— Fx(20) =1— (1 — e 0-120) =~
0.13534.

e) Nos piden P[X > 15]Y < 10]. Como X e Y son independientes, esto es lo mismo que
P[X > 15| =1 — Fx(15) = e~ 15 2 0.22313.



