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CPE (SEGUNDO CURSO)

PRACTICA 2 SOLUCIONES (Curso 2024-2025)

1.—

Una familia decide tener hijos hasta que tenga tres del mismo sexo. ;Cuédntos hijos
tendra esa familia? Supongase la misma probabilidad de nacimiento de nino y nina.

SOLUCION

Es obvio que, si X es la variable "ntimero de hijos que se tienen hasta tener tres del mismo
sexo”, el rango de X es Rx = {3,4,5}, luego es suficiente calcular la probabilidad en estos
tres puntos. Es obvio que

1\3 1\3 1
Px(3) = P[’tener tres hijos” U ”tener tres hijas”] = (§> + (5) =1

Para que X = 4 ha de verificarse, o bien que se tengan tres hijos y una hija, siendo el dltimo
nacido un hijo, o bien tres hijas y un hijo, siendo la ltima nacida una hija. Por tanto

3\ /1y /153 3\ /1\3/1 1\4 3

P =(5)(5)GE) + () ) (G) =23 (5) =5

x(4) (2)22+22 2 “3x\3) =3
Igualmente, para que X = 5 ha de verificarse, o bien que se tengan tres hijos y dos hijas,

siendo el ultimo nacido un hijo, o bien tres hijas y dos hijos, siendo la ltima nacida una hija.
Por tanto

P = (3)(5) (2) + (2) (&) () =20 (3)" =3
Y se verifica, como era necesario, Px(3) + Px(4) + Px(5) =1

Una barra de acero sometida a tracciéon hasta rotura rompe en un punto situado al
azar a lo largo de la barra. La barra se puede reutilizar para otros ensayos si uno de
los dos trozos en los que se rompe es lo suficientemente largo. ;Cual es la probabilidad
de que el trozo mas largo tenga més del doble de longitud que el trozo més corto?

SOLUCION

Sea L la longitud de la barra. Sea X el punto de rotura medido, por ejemplo, a partir del
extremo izquierdo de la barra. Entonces la probabilidad pedida es

P=P[{X >2(L-X)}U{2X < (L - X)}]

Como esos sucesos son incompatibles

P=P[X >2(L—-X)] + P[2X < (L - X)] :P[Xz%]JrP[ng]
Como la rotura de la viga es al azar,
2L L 1
P[XE?] :13[)<§§]:g

Luego la probabilidad pedida vale P = 2/3



2/5

3.— Se sabe que las variables aleatorias X e Y tienen como funcién de densidad la siguiente
figura:

RO} f(y)

>

b/2 b X b/4 3b/4 b Y

Se pide:

a) Determinar la funcién de densidad y la funcién de distribucién acumulada tanto
para X como para Y.

NOTA: La funcion de densidad de X es una pardbola.

SOLUCION
a)
Primero determinaremos el rango, funcién de densidad y funcién de distribucién acumulada
de X. El rango de X es Rx = [0,b], la funcién de densidad es una pardbola de la forma:

fx(z) = a12® + apx + a3
La funcién de densidad debe verificar que pasa por los puntos (0,0) y (b,0). Ademds de
verificarse que féj fx(x)de =1

Al imponer las restricciones obtenemos fx (0) = az = 0, fx(b) = a1b®>+azb =0, fob fx(x)dx =
ap® + 2p? = 1.

Por tanto: 6 6
fx(z) = b—SxQ + 227

—6 6 —2 3
x?’ + —mQ = b—szg + —932

Fx(z) = /0 fx(z)dr = 33 52 =

0 <0
Fx(@)={ 23+ 22 0<a<y
X = b73x + b7$ S <
1 Tz >b
Respecto a Y, Ry = [0, b]
c1y 0<y<b/4
fr(y) = C2 b/4 <y <3b/4

c3y + ¢y 3b/4<y<b
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Al imponerle las condiciones obtenemos

16 b
_ <y< =
302" Osvysy
4 b 3b
fr(y) % 1SVs
_ 16 16 3 <
327 T 3 =YY=
0 y<0
8 b
32 Y OSySE
1 4 b b 3b
Fy(y) = —+—(y—~ - d
v (y) FREETACAY. 1Sv< 7
5 16, , 9’ 16 b 3b
2_ 02 2y 0 0 Zcy<b
TR TR A Y pSYs
1 y>b

4.— El nimero X de averias que se producen anualmente en alguno de los cilindros de
aceite de un cierto tipo de retroexcavadora es una variable aleatoria con distribucién
de Poisson P[X = 2] = e )‘5 con pardmetro A = 5 averfas/ano. Un cierto aditivo
para el aceite reduce el pardmetro de Poisson con A\ = 3 averfas/ano en el 75% de
las maquinas, pero en el otro 25% no tiene efecto alguno. La empresa utiliza este
aditivo en todas sus retroexcavadoras. Si pasado un ano, una maquina especifica se
ha estropeado dos veces, jcudl es la probabilidad de que pertenezca al grupo para el
que es efectivo el aditivo empleado?

SOLUCION

Sea E el suceso “la retroexcavadora pertenece al grupo en el que es efectivo el aditivo”.
Tenemos que calcular la probabilidad de F condicionada a que el ntimero de averias ha sido
igual a 2. Por el Teorema de Bayes

PLEIX = 2] = P[X = 2|E] P[E]
- 7 P[X =2|E] P|[E] + P[X = 2|E] P[E)]

Si la maquina pertenece al grupo en el que el aditivo resulta 1til, el namero de averias sigue
una distribuciéon de Poisson de parametro 3. Por tanto,

32

PIX =2|E] =¢73 o = 0:224041807.
Si el aditivo no resulta efectivo, el nimero de averias sigue una distribucién de Poisson de
parametro 5; calculamos de forma andloga

2

P[X =2|E]=¢7° % = 0.084224337.

Hay un 75 % de méquinas en las que el producto resulta efectivo, por lo tanto

P[E] =0.75, P[E]=0.25
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Sustituyendo en la formula del teorema de Bayes obtenemos

P[E|X = 2] = 0.8886

5.— La probabilidad de que en los sistemas de tuberias de las figuras la valvula iésima
esté cerrada (es decir, permita el paso de fluido) es p;, i = 1,2,3,4,5. Si todas las
valvulas funcionan independientemente, calctlese la probabilidad de que pase fluido
entre los puntos A y B en cada uno de los sistemas.

/. /.
1 2
A B
—> — >
/. /.
4 5
Circuito 1

2z
A ) \ /¥> B
U

Circuito 2

Supdngase ahora que la valvula 3 no funciona independientemente de las demas, sino
al igual que la valvula 4. ;Cudl es ahora la probabilidad de que pase fluido entre los
puntos A y B en cada uno de los sistemas?

SOLUCION

Llamemos O; al suceso "la valvula iésima esté abierta” (es decir, permite el paso de fluido) y,

légicamente, O; al suceso ”la valvula iésima esta cerrada”. Sea B el suceso "llega fluido a B
)

desde A”.

Circuito 1

Entonces podemos escribir la siguiente identidad de sucesos:
B = {(OlﬂOQ)U(O4ﬁO5)}ﬁO3 = (01ﬂ02ﬂ03)U(O4ﬂ05ﬂ03)

Si ahora escribimos esta equivalencia en término de probabilidades, teniendo en cuenta que
el funcionamiento de todas las vélvulas es independiente, y que los sucesos (O N O2 N O3) y
(O4 N O35 N O3) no son incompatibles,

P[B]=P[(O1N02N03)UJ(04NO0sN0O3)] =

:P[(OlﬂOQﬂOg)]+P[(O4ﬂO5ﬂ03)]—P[(OlﬂOQﬂOg)ﬂ(O4ﬁO5ﬂOg)]:
:P[(OlﬂOQﬂOg)]+P[(O4ﬂO5ﬂ03)] —P[(01002ﬁ03ﬂ04005)] = (1)
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= P[O1]P[O2]P[O3] + P[O4]P[O5]P[O3] — P[O1]P[O2]P[O3|P[O4] P[Os] =

= P1P2P3 + PaP5P3 — P1P2P3P4P5

Obsérvese que si las vélvulas se abriesen al azar (p; = 1/2), P[B] =} — 37 =|0.21875

Circuito 2

FEn este caso vamos a utilizar condicionantes para resolver més facilmente el problema.
Supongamos primero que se cumple O3. Entonces

P[B‘Og] = P[(Ol N 04) U (02 N 05)] =

= P[(O1 N O4)] + P[(O2N Os5)] — P[(O1 N O4) N (02N Os)] = p1p4 + paps — p1p2p4ps

Supongamos ahora que se cumple Os. Entonces
P[B‘Og] = P[(Ol U 02) N (04 U 05)] =

= P[(O1 U 02)]P[(O4 U Os)] = (p1 + p2 — p1p2)(pa + p5 — paps)

Y aplicando ahora el teorema de probabilidad total
P[B] = P[B|0s]P[O3] + P[B|Os]|P|Os] = P[B|O3](1 — p3) + P[B|Os]p3 =

= (p1pa + p2ps — P1P2paps)(1 — p3) + (p1 + P2 — p1p2) (P4 + P5s — Paps)p3

=N

Obsérvese que si las valvulas se abriesen al azar (p; = 1/2), P[B]=2 — & =05

Supongamos ahora que O3 = Oy
Circuito 1

Teniendo en cuenta la expresién anterior (1) podemos escribir directamente
P[B] = P[(O1 N 02N 03)] 4+ P[(O4NO5NO3)] — P[(O1NO2N 03N 04 NO35)] =

= P[(O1N 02N Oy)] + P[(O4 N Os)] — P[(O1 N 02N O4 N Os)] = paps + p1p2pa — P1P2PaPs

Obsérvese que si las valvulas se abriesen al azar (p; = 1/2), P[B] =1+ 3 — & =]0.31250

Circuito 2

Haremos lo mismo que antes pero teniendo en cuenta que Oz = Oy

P[B|O3] = P[B|O4] = P[(O2 N O5)] = paps
P[B|Os] = P[B|O4] = P[(O1 U O2)] = p1 + p2 — p1p2

Y aplicando el teorema de probabilidad total
P[B] = P[B|O4|P[O4] 4 P[B|O4]P[O4] = P[B|O4](1 — pa) + P[B|O4]ps =

= paps(1 — pa) + (p1 + P2 — P1P2)Pa = P2ps + P14 + P2Pa — P2PsPa — P1P2P4

=105

[

Obsérvese que si las vélvulas se abriesen al azar (p; = 1/2), P[B]=

el )




