Calculo de probabilidades y estadistica Examen Segundo Parcial
EJERCICIO 1 (SOLUCIONES) 21 de mayo de 2025

1.— La nota de Calculo de Probabilidades y Estadistica de un estudiante elegido al azar
tiene por funcion de densidad

2
fX(x>:39i37 0<z<6, 6>0

En el grupo hay un total de n=25 estudiantes. Solamente se conoce la nota maxima
de la clase. Se pide:

a) Determinar la distribucién de la nota méxima de la clase.

b) Determinar un estimador de maxima verosimilitud para 6. (Se recuerda que sélo
se conoce la maxima nota de la clase)

c¢) Determinar la cota superior de 6 con una confianza del 90 % si se sabe que la
nota maxima de la clase es 9.25.

SOLUCION

n
a) Si llamamos Y = mélx (X;) sabemos que la funcién de distribucién acumulada de Y
1=

vale Fy (y) = [Fx(y)]" (siempre que supongamos las variables X; (nota de cada estudiante)

independientes e igualmente distribuidas). Pero como Fx(x) = g—s (se calcula sin més que
integrar fx(x) entre 0 y x), obtenemos

Fy(y)=25-, 0<y<0, 6>0

y sin mds que derivar

3 3n—1

b) La funcién de verosimilitud, para una muestra de tamano 1 (obsérvese que nuestra variable
aleatoria es ahora el méximo de las n notas de la clase) es
3n—1
I_ 3ny;
- g3n

Esta funcién se hace tanto mas grande cuanto menor sea 6, luego el parametro 6 ha de ser lo
més pequeno posible. Pero por otra parte, para que la funcién de verosimilitud sea diferente de
cero, ha de verificarse y < 6. Luego el menor valor de 6 que no anula la funcién de verosimilitud
es

6= = mzilx (x;)




c)Calcular la cota superior de # con una confianza del 1 — « es lo mismo que calcular un
intervalo de confianza por un sélo lado sobre 6

Para poner calcular un intervalo de confianza sobre € necesitamos encontrar una variable
relacionada con 6 pero cuya distribuciéon no dependa de 6. Para simplificar la notacién vamos
a llamar T' = 6. Sabemos que como T = 1, la distribucion de T serd la misma que de Y. Es
decir

frt) = =gz 0<t<0

Es facil comprobar que E[T] = A10 y Var[T] = A26? donde A; y Ay son constantes. Por
tanto, si elegimos un cambio de variable de la forma Z = L. por lo pronto E[Z] y Var[Z] no
dependeran de 6. Veamos cual es la distribucién de esa variable Z

3nt3=1  3n(20)3t _
fr(t)=20 T 3nz%"l 0<z2<1

fz(z) =

ﬁ
dz

e integrando
Fz(z) =2 0<2<1

Efectivamente, esta variable no depende del pardmetro, luego podemos calcular probabilidades
con ella. Para hallar un intervalo de confianza sobre 6 actuaremos de la siguiente forma

~
>

I —a=09=P[Z>d =Py >d=Plp< |=PO<"]

S

Pero )

PZ>a=1-Fz(a)=1-0a*" = d*"=a = a=ad

Y para T = 6= 9.25, 1 —a = 0.9 y n = 25 obtenemos a = 0.9698 y por lo tanto el intervalo
de confianza (cota superior de 6) es

9.25
< —=0.
— 0.9698 95388




2.— Una fabrica vierte a una ria a través de un colector las aguas procedentes de un proceso
industrial contaminante tras aplicar los oportunos tratamientos de depuracién. Las
agencias de salud vigilan de forma periddica la calidad del agua vertida mediante la
toma y el andlisis de muestras. Segun la legislacion vigente se considera que la cantidad
promedio de amoniaco en el agua vertida no debe exceder el valor de 2 ppm (partes
por millén o mg/L), con una seguridad del 99 %.

Se pide establecer el contraste a efectuar para comprobar la calidad del agua vertida.
Coméntese el significado fisico de cada error. Para comprobar la calidad del agua
vertida, se toma una muestra de tamano 16, la cual proporciona una media y una
desviacién tipica muestral insesgada de 1.5 y 1.2 ppm, respectivamente. ;Se puede
considerar que la fabrica cumple la legislacion vigente en lo referente a la calidad del
agua vertida? Calculese el nivel p obtenido.

SOLUCION

a) Si establecemos el contraste de hipétesis

Hy:m <2

Hi:m>2

con m en ppm, los errores a y 8 tendran el siguiente significado:

a : Plrechazar Hy|Hy es cierta] = P[rechazar el agua siendo ok|

B : Placeptar Ho|H; es cierta] = Placeptar el agua no siendo ok]

Luego, en este caso, el riesgo potencial estd en el error Tipoll.

Si en cambio, establecemos el contraste de hipdtesis como

Hy:m > 2

Hi:m<2

los errores o y 8 tendran el siguiente significado:

« : Plrechazar Hy|Hy es cierta] = Placeptar el agua siendo no aceptable]
B : Placeptar Hy|H; es cierta] = Plrechazar el agua siendo ok]

En este caso, la decisién es ajustada a «.. Por lo tanto, utilizaremos el segundo test de hipétesis.

b) Suponiendo la distribucién normal, y dado que desconocemos la varianza de la poblacion,
utilizaremos el estadistico

r—m

=

‘HO =  tp_1

siendo la regién critica la especificada en la siguiente figura:



Para a = 0.01, se obtiene a = —2.6
- 5% 1.2 _
Para rechazar Hy hace falta que T < m;, + a T = 2—2.6 e = 1.22

Como m = 1.5 > 1.22 no podemos rechazar que el agua esté contaminada. El nivel p obtenido
es

1.5 2
—_plT< "2 |H
b _1.2/\/16} 0

que para 15 grados de libertad resulta p=1—-0.94 =6%

} = P|T < —1.67|Hy]




3.— La duracién en horas, X, de unas lamparas eléctricas fabricadas por una cierta

empresa, puede considerarse distribuida normalmente N (mx,o%) con o, = 250
horas. Para realizar el control de calidad se toman 10 lamparas de una misma
partida, obteniendo las duraciones x1,x9,...,x19. Se pretende contrastar la hipdtesis
H,:m,; > 2000 frente a Hi:m, < 2000 haciendo uso del estimador de maxima
verosimilitud
1 10
=T = E’L_Zl Zy

a) Calcular el nivel de significaciéon « del contraste si la regién de aceptacién es
x > 1870.

b) Para evitar cdlculos adicionales y acelerar el proceso de control, se quiere sustituir
este contraste por uno basado en el estadistico
M = min|xq, 9, ..., T
que utiliza una muestra con el doble de lamparas. Calcular la nueva regién de
aceptacion para el mismo nivel de significacion del apartado anterior.

c¢) Calcular la potencia de ambos contrastes cuando la verdadera media es my; =
1800 horas, y compararlos.

SOLUCION

a) El contraste de hipdtesis que nos piden es
Hy : my; > 2000
Hy :my; <2000

La media muestral, Z tiene distribucién N(mg,o0,/v/n). La regién critica se encuentra
obviamente a la izquierda de la distribucién, como puede verse en la figura siguiente
particularizada para Hy.

f

X 3

Por lo tanto, el valor de « se calcularia como

1870 — 2000

a = Fyg(1870) = FU<M

) = Fiy(—1.6444) = 0.05



Luego

o =0.05

b) Ahora el estadistico a usar es M = min|x1,x9,...,T]. La distribucién de este estadistico
se calcula de la siguiente manera (siempre que supongamos que la muestra xj...zg es aleatoria):

P[M >m] = Plx1 >mNxy >mNx3>mn..Nxyg >m]=[1— Fx(m)]*
Luego
Fy(m)=1-PM>m]=1-[1-Fx(m)*, meR

Dado que el contraste de hipotesis es el mismo, la region critica estard también situada en
la cola inferior de la distribucién. Luego para evaluar el valor limite de la regién critica , c,
debemos calcular
a=005=Fylc)=1—-[1—Fx(@]® = Fy(c)=1-(1—a)m =0.002561
Pero, en Hy, X = N(m,, 0,) = N(2000, 0, = 250). Por tanto
c— 2000) ¢ — 2000
250 250

Y nuestra regla de actuacién para este segundo estadistico serd rechazar Hy si M < 1300.15.
En la siguiente figura se muestra la regién critica para este estadistico

0.002561 = Fi(c) = FU( = 27994 = |c=1300.15

fm(m)
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c¢) La potencia para el primer estadistico es
[I=1-p8=1- Pz € Ra|H1] =1— P[z > 1870|H;] = P[z < 1870|H;] =
Z—1800 1870 — 1800 1870 — 1800
[250/\/E = T950/v/10 } - U[ 250,/+/10
La potencia para el segundo estadistico serd
[I=1-p=1—P[M € Rs|H1] =1— P[M > 1300.15|H,] =
= P[M < 1300.15|H1] = Fys, (1300.15) = 1 — [1 — Fix|p, (1300.15)]%

— F[0.88544] = | 0.812 = II

Pero
1300.15 — 1800

= Fyy|—1.9994| = 0.0228
550 Ul ]

Fy|n, (1300.15) = FU[

Y por lo tanto

IMT=1—[1—0.0228* = 0.3695

Es decir que duplicar el tamano de la muestra no es suficiente para igualar la potencia del
contraste definido por el estimador de méxima verosimilitud (a igualdad de nivel de confianza).



