Calculo Infinitesimal 2 Ejercicio 1
Funciones vectoriales (Curso 2018-2019)

1.— Sea f: R? — R la funcién definida por la expresién:

f(CL’,y): (x2_|_y2)%’ ( ’y)%(()?())a

0 (x,y) = (0,0),
donde k£ € R™.

a) Estudiar para que valores del parametro k la funcién es continua en el punto (0, 0).

b) Estudiar para que valores del pardmetro k la funcién es diferenciable en el punto (0, 0).

Solucién:
a) Estudiemos la continuidad de la funcién para los valores de k pedidos:

s Para k£ < % la funcién f no es continua en el (0,0), ya que carece de limite en ese
punto o este es distinto de cero. En efecto, segiin la direccion y = x, se tiene que:

y o Lo k3 3
hn(l)f(x,:c):hm =—limz =0 <<= 2k-3>0 <= k> —,
z—

z—0 \/§x3 \/g z—0 2

y, por lo tanto, la funcién no es continua.

» Para k£ > % veamos que existe limite y que coincide con el valor de la funcién en el
punto. Empleando las coordenadas polares:

" _ (PCOS(G)PSin(Q))k — 2k=3 0k (9) sin® (0).
fy) p3(0082(0)+sen2(«9))% P (6) (6)

De la expresiéon anterior deducimos que

£ () — 0] = |52 cos*(6) sin(6) | < o

y como p?*=3 — 0 cuando p tiende a 0, resulta entonces que existe el limite de f(z,y)
cuando (z,y) tiende a (0,0) y vale 0.

b) Comencemos calculando el valor de las derivadas parciales en el (0,0). Se tendré que:

n %(070) — lim f(t,()) — f(0,0) — lim f(t, 0) —o.
Ox t—0 t 50 1
o O 0.0) = 1 101 = 0.0) £(0,1)

y t—0 t - %g% t =0




Estudiemos ahora la condicion de diferenciabilidad:

f ((O? 0) + (hb h2>) - f(O, 0) - vf<0> O) ) (h7 k)

lim
(h1, ha) — (0,0) [[(h1, ha)|
(hy, ho) € R?
i 3 hERE
2 2\5
— lim % _ fm . 1 22 - = (¥)
(hy, hy) = (0,0) i+ h3 (h1,hy) — (0,0) (hi+ h3)
(hy, ho) € R? (hy, ho) € R?
Pasando ahora de nuevo a coordenadas polares obtenemos
2% ok k
p* cos (94) sin”(0) of <
I

La anterior expresion tendera a cero, y por lo tanto la funcion sera diferenciable, para
valores de k > 2.



