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1. Cuestiones de examen

Curso 10/11

1.— Razoénese la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

a) La funcién Parte Entera de x no es continua en I = [0,4], luego no es integrable en I.

b) Toda funcién continua en un intervalo I, tiene primitiva en dicho intervalo. (junio 2011)

2.— Sea el intervalo I = [0, 7]. Sea la funcién f(t) = sent, definida en I. Se pide:

a) Obtener la funcién integral de f, comprobando que se verifica el Primer Teorema Funda-
mental del Célculo.

b) A partir del apartado a), calcular las dreas S; y So determinadas por la funcién f, el eje
OX y las rectas x = 7/6 y = 7/3 respectivamente. (julio 2011)

Curso 11/12

3.— Coméntese la siguiente afirmacién: “Como consecuencia del Teorema Fundamental del Alge-
bra, si el grado de un polinomio es impar, existe al menos una raiz real; si es par, existen al menos
dos raices complejas (no reales) conjugadas”. (junio 2012)

4.— Sea un cilindro recto de altura h y base circular de radio r. Aplicando el concepto de
diferencial de una funcién, obténgase el incremento aproximado que sufre el volumen de un
cilindro de dimensiones r = 1m, h = 2m, si los incrementos de r y h son Ar = 0.0l m, Ah =
0.02 m respectivamente. (julio 2012)

5.— A partir de lo estudiado para las series de potencias de la forma ) a,z", razénese cémo se
obtendrian el radio y el campo de convergencia de las series > an(z — b)". (julio 2012)

Curso 12/13

6.— Sea la funcién f de dos variables, diferenciable.

a) Escribe la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto P(a,b) y la
expresion de la diferencial de la funcion en el mismo punto.

b) ;Qué relacién hay entre la diferencial de f en P y el incremento de f respecto a su valor
en P?

¢) ;Qué relacién hay entre el plano tangente y la diferencial? (junio 2013)

7.— Como aplicacion de lo visto en series de potencias y nimeros complejos, se pide:

a) Escribir la expresién del desarrollo en serie de la funcién €* (no es preciso deducirla).
b) Hacer x = i y obtener los 6 primeros términos de la serie.

c) Obtener, a partir del apartado b), la férmula de Euler: €% = cosf +isenf  (junio 2013)

8.— Una pieza metalica cilindrica sufre un aumento de longitud de 1¢m/seg, manteniendo
constante su volumen de 4007 cm?. Se pide obtener:

a) La relacién entre las velocidades a las que varfan el radio r de la base y la longitud .

b) La velocidad a la que varia r cuando la longitud de la pieza es de 100 em (julio 2013)
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Curso 13/14

9.— Sea z = f(x,y) = 2? + y? — 2 — 4y + 5. Utilizando el método habitual para extremos en
varias variables, obtendriamos que f posee un minimo absoluto en el punto P(1,2).

Sea ahora la condicién de ligadura g(x,y) = z +y — 1 = 0. Aplicando el método de Lagrange,
concluirfamos que posee un minimo condicionado en Q(0,1), donde z alcanza el valor 2.

Se pide resolver ambos problemas mediante consideraciones geométricas, sin utilizar los métodos
de célculo de extremos. (junio 2014)

10.— Sea la serie funcional Y (22 + 1)". Se pide determinar su campo de convergencia utilizando
el método seguido en el Teorema de Cauchy-Hadamard. (junio 2014)

11.— Halla el lugar geométrico de los complejos z = x + yi tales que los afijos de z y su inverso
estén en la misma recta vertical. (junio 2014)

12.— Dadas dos series de términos positivos > a, y > b,, sabemos que, si > _ b, converge y es
mayorante de ) a,, ésta también converge. A partir de la propiedad anterior y de la definicién de
limite, se pide demostrar que, si el cociente a, /b, tiende a ceroy > b, converge, > a, también
lo hace (julio 2014)

13.— Al estudiar los extremos relativos de una funcién f de varias variables, si en el punto critico
Z =adla d’f es semidefinida, se trata de un caso dudoso, es decir que puede haber extremo o no
haberlo. Pero podemos asegurar que, si d*f es semidefinida positiva, en ¥ = @ no existe méximo
y si es semidefinida negativa, no existe minimo. Razdénese la primera afirmacién. (julio 2014)

Curso 14/15

14.— Sea P5(z) un polinomio de coeficientes reales y grado 5. Razona qué podemos afirmar del
numero y tipo de sus raices. (junio 2015)

15.— Dada la funcién de 2 variables f(z,y) = x? + 2y?, obtén su gradiente Vf en P(2,1),
asi como la ecuacién de la curva de nivel que pasa por P. jQué relacién hay entre V f y la curva
en P? (junio 2015)

16.— Dado el infinitésimo a,,, razénese qué podemos afirmar del caracter de las series siguientes:
(julio 2015)

an

a) Zan, b) Zai, c) Zaln’ d) Z

17.— Sea z = pe?. Escribe la expresién de €. ;Cudntas soluciones existen y porqué? Particu-
lariza para el caso p =2, 0 = /4. (julio 2015)

Curso 15/16

18.— Supongamos una sucesién {a,} convergente. {Es > a, una serie convergente? Justifica la

respuesta. (junio 20106)
19.— En el intervalo I = [1,2] se define fy(z) = (n? )_1. Se pide estudiar la convergencia
uniforme de la sucesién funcional {f,(x)} y de la serie funcional »_ f,(z). (junio 2016)
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20.— Sean los complejos no nulos z; = a+ bi, zo = ¢+ di. Se pide obtener la condicién necesaria
y suficiente para que sea real el cociente z1/z. (junio 2016).

21.— Define convergencia y divergencia absoluta; y convergencia y divergencia incondicional.
Demuestra que una serie incondicionalmente divergente es absolutamente divergente. Pon un
ejemplo de serie absolutamente divergente que converja, justificando ambas caracteristicas. jDe
qué tipo serd la convergencia? (julio 20106)

Curso 16/17

22.— Sea f una funcién real de 2 variables, f € C2. Sea P un punto critico. Demuéstrese que, si

el determinante |H|p es positivo, la forma cuadrdtica d2f en P es definida. (junio 2017)
D . | . (z —2)%" .
23.— Determina razonadamente el campo de convergencia de ZW. (junio 2017)
142

24.— Sea z un complejo no real de médulo unidad. Demuestra que z; = 1 es imaginario
z

puro. (junio 2017)

25.— Sea C = (—r,r). Sea f : C — R. Sea Y a,x", convergente en C.

a) ;Cuédndo decimos que ) a,z™ es un desarrollo en serie de f en C?
b) Si f admite desarrollo en serie en C, jcudntas veces serd derivable y porqué?

¢) (Cudntos términos del desarrollo necesito en general para evaluar exactamente la funcién
en un punto zg € C?.;Porqué?

d) Pon un ejemplo de funcién para la que necesitemos sélo 3 términos del desarrollo para

conocer el valor exacto de f en un punto. (julio 2017)
26.— Hallar el lugar geométrico de los afijos de los complejos cuyo inverso coincida con su
conjugado. (julio 2017)

Curso 17/18

27.— Sea f(x,y) una funcién real de dos variables, de la que queremos saber si es diferenciable
en un punto P(a,b) de su dominio. Nos dicen que f cumple en P la condicién necesaria de
diferenciabilidad, pero no la suficiente.

a) Enuncia la condicién necesaria. ;Qué deducimos de que f la cumpla?
b) Enuncia la condicién suficiente. {Qué deducimos de que f no la cumpla?

c) ;Qué condicién utilizaremos para saber si f es diferenciable en P? (junio 2018)

28.— Dados dos complejos en forma trigonométrica, obtener razonadamente el médulo y el
argumento de su producto. (junio 2018)

29.— Sea f una funcién real de 3 variables, f € C2. Sea P un punto critico. Demuéstrese que, si
el determinante hessiano en P es negativo, en dicho punto puede haber un maximo o un punto
de silla, pero no un minimo. (julio 2018)

30.— Resuelve la ecuacién z* — 1 =0, z € C, describiendo la figura geométrica formada por los
afijos de las soluciones de la ecuacion. (julio 2018)
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Curso 18/19

31.— Se consideran la serie de potencias y la funcién siguientes:

1—2’

> 1
St @)= Ve A
n=0
Se pide razonar si la serie es el desarrollo en serie de Taylor de f(z), Vz # 1. (junio 2019)

32.— Sea la ecuacion z" —1 = 0, z € C. Razdnese qué podemos afirmar del niimero de sus raices
y la posicién de los afijos de las mismas. ;Cudntas de ellas seran reales? (junio 2019)

33.— Sea la funcién f(z,y), diferenciable en un dominio D. Razona si es condicién necesaria
para que exista un extremo de f en P € D, que se cumpla Vfp = 0. (julio 2019)

34.— Sea la sucesién funcional de término general f,(z) = /1 + 2", definida en I = [0,1].
Razona la verdad o falsedad de la afirmacién: “la sucesién { fy,(z)} converge uniformemente en I
a una funcién constante”. (julio 2019)

Curso 19/20

35.— Sea f la funcion signo. Razona la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

a) f es integrable en todo R.

b
b) Dado [a,b] CR, 3F / / f(t)dt = F(b) — F(a), siendo F primitiva de f. (junio 2020)

36.— Pon un ejemplo de series que cumplan las condiciones que se indican, justificando que las
cumplen o razonando que no es posible.

a) Oscilante, absolutamente convergente.
b) Oscilante, absolutamente divergente.

c) Convergente absolutamente oscilante. (junio 2020)

37.— Sea f(z,y,2,t), f € C*. Sea P un punto critico. Si |H|p > 0, razona la existencia y tipo de
extremos en P. (junio 2020)

38.— Razona si se puede utilizar la Regla de Barrow para obtener la integral de las funciones
seno y tangente en el intervalo [0, 7], calculdndola en caso afirmativo. (julio 2020)

39.— Sea la sucesion nula {a, }, que cumple |ap+1| < |ap| y an ant1 < 0, Vn. Razona qué podemos
afirmar del cardcter de las series > a, v Y |an|. Pon ejemplos. (julio 2020)

40.— Sea > anx", de radio de convergencia r. Se pide obtener su campo de convergencia y la
relacion entre los campos de convergencia de la serie y de su serie derivada, asi como entre las
funciones suma de la serie y de su serie derivada. (julio 2020)

41.— Sea la figura formada por los afijos de los complejos z; = 1, 29 = ¢, 23 = 2+4. Multiplicamos
cada uno de ellos por z = 1+ /31, obteniendo los complejos 2}, z5 ¥ z4 respectivamente. Se pide,
sin obtener estos dltimos, razonar qué forma tendrd la figura formada por los afijos de 21, 2} y 24
y cudnto valdrd su perimetro. (julio 2020)
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Curso 20/21

42.— Sea la funcién valor absoluto de x. Se pide razonar si tiene primitiva y, en caso afirmativo,
calcularla. (junio 2021)

43.— Calcula las derivadas parciales de la funcién f(z,y) =Iny eVrsenzy, (junio 2021)
44.— Obtén el desarrollo en serie de f(x) = arctgx sin usar la férmula de Taylor. (junio 2021)

45.— Halla una funcién f, continua en [a,b], que no tenga primitiva. En caso de no existir tal
funcién, razona por qué y encuentra una primitiva para cualquier f continua. (julio 2021)

46.— Se considera un recipiente cilindrico lleno de agua de dimensiones interiores r = 1m, h = 2m.
En un instante dado el radio empieza a aumentar a un ritmo constante de 0.1m/s, manteniendose
la forma cilindrica y el volumen de agua retenido. ;A qué velocidad descenderd la superficie del
agua al cabo de 10 segundos?

Curso 21/22

47.— Pon un ejemplo razonado —o justifica que no existe— de funcién:
a) Integrable, pero no derivable.

b) Derivable, pero no integrable. (junio 2022)

48.— Suponiendo conocida la suma de la serie de los inversos de los cuadrados de los naturales,
se pide calcular la suma de la serie de los inversos de los cuadrados de los impares. (junio 2022)

49.— Obtén razonadamente el campo de convergencia de la serie funcional: (Junio 2022)
o

2 @y

n=1

50.— Sea f una funcién integrable en I = [a,b], tal que f(x) < 0, Vx € I. Razona qué relacién

b
existe entre / |f(z)] dz y . (julio 2022)

/abf(:c) dx

51.— Sea A = ) a, una serie de términos positivos. Razona qué podemos afirmar de la conver-
gencia y de la suma (en su caso) de la serie B, de término general b, = a,, — an+1. (Es condicién
necesaria para la convergencia de la serie B que a, tienda a 0 cuando n — 0o? (julio 2022)

Curso 22/23

52.— Considera la curva y = 1/22. Sea R la regién limitada por la curva y el eje x, para valores
de z mayores que 1. Explica el sentido de la frase “La regién R tiene perimetro infinito, pero
area finita”. ;Cudnto vale dicha drea? (junio 2023)
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53.— Sea una funcién f de varias variables, f € C?, con un punto critico en # = @. Utilizando
el desarrollo de Taylor, se pide justificar brevemente lo siguiente:

a) Si d?f en x = a es una forma cuadratica definida, existe un extremo en r = a.
b) Si d*f en x = a es una forma cuadrética semidefinida se trata de un caso dudoso.

c) Si d’f en x = a es una forma cuadrética semidefinida positiva, podemos asegurar que no
existe maximo en ¥ = d. (junio 2023)

54.— Sea f una funcién diferenciable y sea P un punto de su dominio D. Si nos movemos desde
el punto P a otro P’ € D, f tomard el valor f(P’), que puede ser mayor igual o menor que f(P).
;,Cémo debemos movernos a partir del punto P para que el crecimiento de f sea el mas rapido
posible? Justifica la respuesta y obtén el valor de dicho crecimiento. (julio 20253)

55.— Sin utilizar los criterios de la raiz ni del cociente, obtén razonadamente el cardcter de las

siguientes series. (julio 2023)
oo o0 o0
e\ 1 1
a)) (;) b)) sen— )
n=0 n=1 n=2

Curso 23/24

56.— Sea k£ un numero entero e i la unidad imaginaria. Obtén, en funcién de k, el valor de la
suma siguiente: S(k) = iF+1 4- 843 4 k45 4 k47, (junio 2024)

57.— Sea la funcién f(x,y) = €"seny + €Y cosz. Razona la verdad o falsedad de la siguiente
afirmacién: “el maximo valor de su derivada direccional en (0, 0) es 2 y se alcanza para la direccién
positiva del eje OX”. (junio 2024)

58.— Consideramos la serie siguiente:

Para sumarla, podemos tomar una suma parcial de 3n términos y obtener su limite. Pero, al
actuar asi, no estamos tomando una suma parcial cualquiera. Razona el motivo por el que el
método es valido y aplicalo al cdlculo de la suma de la serie propuesta. (junio 2024)

59.— Identifica el término general de la siguiente serie y estudia su caracter:

9 25 9
1424424+ 2424
+2+ 2+ gt

60.— Demuestra que la siguiente funcién es continua en el origen, y tiene derivadas parciales en
dicho punto.
1
rsen— y#0
flz,y) = y
0 y=20

61.— Si x es un nimero real positivo, la suma de sus dos raices cuadradas vale 0 y su producto
vale —x. Demuestra que, si z es un complejo no nulo, a sus raices cuadradas les ocurre lo mismo,
es decir, se cumple: z1 + 290 =0; 21 - 290 = — 2.
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2. Soluciones a las cuestiones

a) Falsa. La funcién E(z) no es continua, pero si continua a trozos y mondtona creciente.
Entre las condiciones suficientes de integrabilidad de una funcién (T. I, apdo. 2.3) estén ser
continua a trozos o mondtona. Luego, por dos motivos, la funcién E(z) es integrable.

b) Verdadera. Es consecuencia del Primer Teorema Fundamental del Célculo: “Sea f, inte-
x

grable en I = [a,b]. Se define F(x) = / f(t)dt (funcién integral). Si f es continua en I,

a
entonces F' es derivable en I y se cumple F’'(x) = f(x)”. Entonces toda funcién continua
tiene primitiva, su funcién integral F'(z).

a) La funcién integral de f se obtiene como

X xr
F(x) = / ft)dt = / sentdt = —cosz|j = —cosx + cos0 =1 — cosz
0 0
El teorema afirma que, si f es integrable en I = [a, b], su funcién integral F' es continua en I.
Y si f es continua, F es derivable, de modo que F’ = f. Efectivamente (1—cosz) = senz.

b) Las areas encerradas entre la curva y el eje OX, entre el origen y los valores dados de la
abscisa, vendran dadas por

Sle(Tﬁr)zlcos(g>:1\/§; S2:F(z>:17cos(z>:1f1:1

3.— Seglin el Teorema Fundamental del Algebra, todo polinomio P,(z), de coeficientes reales y
grado n, tiene n raices (reales o complejas) de modo que, si existe una raiz compleja, existe su
conjugada. Por tanto, si un polinomio tiene raices complejas, su niimero es siempre par (llamamos
aqui raiz compleja a aquella de la forma a + bi, b # 0; es decir, a un nimero complejo no real).
Entonces:

- Sin es impar, como el nimero de raices complejas es par (o nulo), habra un nimero impar
de raices reales, comprendido entre 1 (como minimo) y n (como méximo).

- Sin es par, no tiene por qué haber ningin par de raices complejas conjugadas: pueden ser
todas reales. Ejemplo: Py(z) = 22 — 32 +2 = (v — 1)(z — 2).

Asi pues, la primera parte de la afirmacién es verdadera y la segunda falsa.

4.— Las expresiones del volumen del cilindro descrito y de sus derivadas parciales son

oV oV
pr— 2 * — : — 2
V = nroh; o 2nrh; ah T

El incremento del valor de una funcién de variables r y h, cuando r se incrementa en dr y h lo
hace en dh, viene dado aproximadamente por la diferencial de la funcién. Entonces

AdeV:%Vdr—i—g‘gdh:%w1-2'0.01+7T-12~0.02:0.067rm3
T

Nota: El incremento real de volumen es AV = 7 [(1.01)?-2.02 — 12 - 2] = 0.0606027 m? y el
error cometido al aproximarlo por la diferencial, 0.0006027 m? (menor que el 1% del valor real
del incremento).
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5.— Siguiendo el mismo método que el utilizado para las series »_ a,z™ (teorema de Cauchy-
Hadamard), resulta

<1 converge
lim V/|an(x —b)"| = lim {/|ay||x —b| =1|z —b] ¢ >1 no converge

n—oo n—oo
=1 dudoso

La serie converge absolutamente si |z —b| < 1 o, lo que es lo mismo, si

1 1 1 1 1
]x—b\<7<:>—7<x—b<7<:>b—j<m<b+7

11 sil#£0,1#

El radio de convergencia, igual que en el caso Y a,z™, vale r =< 0 sil=o00

oo sil=0

El campo de convergencia, centrado ahora en x = b, toma una de estas cuatro formas:

b—rb+r), (b=—rb+7r], b—r,b+7r), [b—1rb+7]

donde, haciendo b = 0, obtenemos los resultados del caso > a,z".

En los extremos, x = b &+ r, hay que comprobar si existe convergencia sustituyendo en la serie.

6.~
a)

b)

b)

Ecuacién del plano tangente por el punto P:

0 0
z— f(a,b) = a—i(a, b) (x —a)+ a?Jj(a,b) (y—10)
Diferencial de la funcién en P:
0 0
df(a.0) = 5L 0.0y o+ a0y

Si f es diferenciable, su diferencial es un infinitésimo equivalente a A f; es decir, la diferencial
en un punto aproxima el incremento del valor de la funcién cuando estamos muy cerca del
punto, siendo la diferencia entre ambos un infinitésimo de orden superior.

Comparando ambas expresiones obtenemos una interpretacion geométrica de la diferencial:
vemos que la diferencial de la funcién en un punto representa el incremento de la coordenada
z del plano tangente cuando nos movemos desde el punto P(a,b) al P'(a + dz,b+ dy).

Desarrollo de f(x) = e*:

n(q) o — IO NS
frz)=e = fr0)=1=am= n! _n!ée_z:on!
Hacemos x = 07 y calculamos sus sucesivas potencias para obtener los términos pedidos:
(67)° (6i)* (00> 0* (00 6% (6 0 (0)° 0

0! TR TR TR TR R A Ty TR - R

Obtencién de la formula de Euler. Observamos que los términos de exponente impar tienen
como factor comun la unidad imaginaria, lo que sugiere agrupar por separado términos
pares e impares, descomponiendo el desarrollo en dos y obteniendo los desarrollos de seno

y COoseno:
4 0> 0% 0t 6% 0> ot 6> 9
01 f— ) _—— — — — — — e e e — —_—— — — ) —_— — — —
e =1+6i o 3!+4!+5! _<1 TR ...>+z<9 3!+5! >
cos 8 sen 6
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8.— El cilindro tiene un volumen constante de V' = 712l = 400w em?, siendo 7 el radio de la base

y [ la longitud. Las velocidades a las que varian ambas variables son respectivamente:

- Velocidad de variacién de la longitud: % =1lem/s.

- Velocidad de variacién del radio: % (incognita).

a) Relacion entre las velocidades. Al ser el volumen constante

A _ovdr oVdl_, dr  ndl_ o dr_ wtdl_ rd
dt — Ordt Ol dt dt dt dt — 2mrldt  2ldt
b) Velocidad a la que varfa 7. Si [ = 100 c¢m, el valor de r es: w2100 = 400m = r = 2 cm.
d 2 dl
Sustituyendo: & = = —0.01em/s.

dt|,_10  2-100dt

Légicamente, al aumentar la longitud (con el volumen constante), el radio disminuye.

9.— Observamos que la expresion de f(x,y) es de primer grado en z y de segundo en x e y, por
lo que podemos escribirla como

z:$2—2x+1—1+y2—4y+4—4+5:(3;_1)24_(3/_2)2

Se trata de un paraboloide de revolucién de vértice P(1,2), luego el minimo se encuentra en
P. También se puede ver que, por ser una suma de cuadrados, la variable z es siempre > 0,
alcanzando un minimo en P(1,2).

En la segunda parte, la interpretaciéon geométrica de la condicién consiste en cortar el paraboloide
por el plano vertical  + y — 1 = 0. Sustituyendo y = 1 — =z en la expresion de z, resulta la
pardbola z = 222 + 2. El valor minimo de z se alcanza —obviamente— en x = 0.

10.— Calculamos la raiz n-ésima del valor absoluto del término general, resultando [ = ‘ZL‘2 + 1‘ =
22 4+ 1. Segtn el criterio de la raiz, la serie converge si

P +1<le=22<0
lo que no se cumple para ningiin valor de z, pues z2 > 0 Va € R. En el caso dudoso
P?4+1=1=2=0,
resulta la serie ) 1", divergente. Para cualquier otro valor de x
B2 4+1>1= (27 +1)" = +o0
por lo que la serie diverge. Asi pues, el campo de convergencia C = ¢.

Nota: Se ha usado el criterio de la raiz porque lo asi pide el enunciado. Pero basta observar que
Vz se trata de una serie de términos positivos. Como su término general no tiende a 0, la serie
diverge, luego su campo de convergencia es vacio.

11.— La condicién establece que z y 2~ ! tengan la misma parte real. Para todo z # 0 se cumple

z:w+yi:>z*1:i:x_yi: T i 1
|z]2 x2+y2 x2—|—y2 x2+y2

Entonces .
.’,If:m<‘:>x($2+y2):$;>x(x2+y2—1)20

cuyas soluciones son x = 0 (con y # 0, pues z # 0) y 22 + y? = 1. Es decir, el eje y excluido el
origen y la circunferencia de centro el punto (0,0) y radio unidad.

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 11



12.— Aplicamos la definicién de limite:

ll’m%:0<:>V5>OE|n€N/‘Zm—O'<5 Vm > n

n—oo n

aﬂ‘:aﬂ<5:am<gmem2n.
bm bm

Por ser > a, y >_ by, series de términos positivos,

Lo anterior significa que ) a,, es minorante de ) (¢ by,). Entonces, si Y _ b, converge, > (eb,) =
€Y b, también converge, por lo que su minorante Y a, lo hace también.

13.— Que d?f sea semidefinida positiva en un punto significa que, en dicho punto, d2f > 0 Vdz #
0 (d?f tiene que ser positivo al menos para un dz).

Por otra parte, en un punto critico & = @, el signo del Af entre ¥ = d y £ = d + d viene dado
por el signo de d?f, si ésta no es nula. Luego, si d’f es semidefinida positiva, el incremento de la
funcién, a partir de su valor en Z = @, serd positivo al menos en una direccion.

En ¥ = @ existe un maximo si existe un entorno de @, tal que la funcién decrece al desplazarnos
desde @ a cualquier punto del entorno, es decir Af < 0. Entonces, si d”f es semidefinida positiva,
en alguna direccién el Af > 0, por lo que no puede haber maximo.

14.— Segin el Teorema Fundamental del Algebra, un polinomio Ps (x) de coeficientes reales tiene
5 raices, reales o complejas conjugadas, siendo por tanto el nimero de raices complejas par, en
caso de existir alguna (ver la solucién de la cuestién 3). Entonces:

- Habra 0, 2 6 4 raices complejas.
- Habra un ndmero impar de raices reales: 1, 3 6 5.

- Pueden darse entonces tres casos: 1 raiz real y 4 complejas (conjugadas dos a dos); 3 raices
reales y 2 complejas conjugadas; 5 raices reales.

15.—
a) El gradiente de f tiene como componentes las derivadas parciales de la funcién, es decir:

Vif = (22,4y) |p = (4,4)

b) Una curva de nivel es el lugar geométrico de los puntos en los que la funcién toma un mismo
valor. En P(2,1) la funcién vale f(2,1) = 22 + 212 = 6. Luego la ecuacién de la curva de
nivel que pasa por P serd z? + 2y = 6.

c) La direccién de V f es la de maxima variacién de f a partir de su valor en P, mientras que
la direccién perpendicular a V f es la de variacién nula de f. Como f no varia a lo largo de
la curva de nivel que pasa por P, en ese punto el gradiente serd perpendicular a la curva.

a) Como a, es un infinitésimo, tiene limite 0, por lo que se cumple la condicién necesaria de
convergencia. Entonces ) a,, puede ser convergente, divergente u oscilante.

b) Si a, = 0= a2 — 0, por lo que se cumple la condicién necesaria de convergencia. Como
a? > 0, Vn, se trata de una serie de términos positivos, por lo que serd convergente o

divergente (una serie de términos positivos no puede ser oscilante).

c) Sia, - 0= ai diverge (no tiene porqué tender a +00). Entonces no cumple la condicién
n
necesaria de convergencia, por lo que no converge (serd divergente u oscilante).

d) Sia, —» 0=

ai’ — 400, por lo que no cumple la condicién necesaria de convergencia.
n

Como

%‘ > 0 Vn, la serie es de términos positivos, luego diverge a +oo (ver apdo. b).
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17—
a)

b)

c)

18.—

z=pe¥ =pcosh+ (psenf)i =z + yi.
Entonces €° = €% (cosy +senyi) = €< [cos (psen @) + isen (psen)].

A partir de la definicién de exponencial compleja, la solucién de esta operacién es tinica: el
complejo de médulo €°°°%? y argumento psen 6.

2
Sip=2,0= % = pcosf = psenf = 2{ = /2. Entonces € = ev2 (cos\/§+sen\/§i).

No tiene por qué. Que {a,} converja significa que su limite [ es finito; y la condicién

necesaria para la convergencia de _ a, es que a, — 0, por lo que la serie sélo podréa converger
si I = 0. Pero aunque se cumpla esta condicién, tampoco podemos asegurar la convergencia de la

serie:

19.—
a)

b)

20.—

que sera real si y sélo si su parte imaginaria es nula, es decir

21.—
a)

b)

por ejemplo, la serie arménica ) 5 es divergente, aunque su término general tiende a 0.

Como Vx € I, se cumple lim f,(z) = 0, podemos afirmar que la sucesién funcional {f,}
n—oo

converge puntualmente a la funcién limite f(z) = 0.

La condicién para que la convergencia sea uniforme es que la distancia entre f,,, y f puede

hacerse tan pequena como se quiera, tomando un m suficientemente alto

Ve > 0,3n(e) / d(fm, f) <&,Ym >n,

lo que equivale a decir que la distancia entre f,, y f tiende a cero, cuando m — oo.

La distancia entre f,, y f se obtiene como:

d(fm, f) =sup|fm(z) — f(x)\mg = sup ‘ml% -0 = i (se alcanza en z = 1).

m2

zel

. 1 . . 1
Sim — oo = —5 — 0, luego la convergencia es uniforme (m > == < 5).
m m

NG
El criterio de Weierstrass afirma que “si ) |f,(z)| tiene como mayorante en I a una serie

numérica de términos positivos convergente, » . f,(x) converge uniformemente en 7.

1 1 1
Se cumple e < E,Vl’ € I, por lo que ) |fy,| tiene como mayorante a » 2 serie de
Rieman con « > 1, por tanto convergente. Luego Y f,(x) converge uniformemente en I.

Al ser z no nulo, el cociente pedido vale:

21 (a+bi)  (a+bi)(c—di) ac+bd+ (bc—ad)i

2z (c+di)  (c+di)(c—di) c +d?
bc — ad

m:0<:>bc—ad:0

Definiciones: 1) La serie ) a,, es absolutamente convergente (divergente) siy sélo si Y |ay|
es convergente (divergente). 2) La serie es incondicionalmente convergente o divergente si
y sélo si al reordenar sus términos no varfa el caracter (ni la suma si es convergente).

Demostracién de > a,, incondicionalmente divergente = > a,, absolutamente divergente”:

Lo demostramos por reduccién al absurdo. Sea una serie Y a,, incondicionalmente diver-
gente. Si no es absolutamente divergente, serda absolutamente convergente, pues una serie
de términos positivos nunca oscila. Entonces serd incondicionalmente convergente, por el
Teorema de Dirichlet, con lo que llegamos a una contradiccion.
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c) Ejemplo: La serie Z(—l)”% es absolutamente divergente (3 |a,| = > % es la serie armoni-
ca). Pero converge, pues cumple las condiciones del Teorema de Leibnitz (alternada, de
términos decrecientes en valor absoluto y con a, — 0). La convergencia asegurada por el
teorema se verifica en el orden dado; es decir, la serie es condicionalmente convergente.

2

22.— Si f € C?, las derivadas cruzadas coinciden. Por tanto no puede ser nula (si lo fuera,

2
o ) Ox
H| = — < 520 > < 0, lo que contradice el enunciado). Aplicando el criterio de Sylvester, resulta:
x0y
O%f 9 . .
1) Si 922 0y |H| > 0= d*f es definida positiva.
x

2

2) Si % <0y [H > 0= d?f es definida negativa.

23.— Aplicamos el criterio de la raiz n—ésima al valor absoluto del término general:

—2)2 _9)2
I = lim Y fn(@)] = 1Lm(x4)\/n*4:(ff)

4
z—2|
I<1l= 5 <l=-2<7-2<2=0<2<4
Resulta el intervalo (0,4). Estudiamos sus extremos:

(=2)* 1 . :
)z=0=>" vy > 3> due es una serie de Riemann con o =4 > 1 = convergente.

(2) . .
2) z=4=)>" T > vt idem al caso anterior.

El campo de convergencia es C = [0,4].

24.— Que z = a + bi sea un complejo no real significa que su parte imaginaria es no nula, luego
|z| = a® +b? = 1; b # 0. Entonces:

1tz _dtatbi _ (ta)+bi (I—a)+bi __1-a’—b4+20i b
T 1-2z 1—a—-bi (1—a)—bi (1—a)+bi 1+a*—2a+b 1—a

<1

El complejo z; existe siempre pues a # 1. Si a = 1, como b = 1 — a?, b serfa nulo, contra el
enunciado. Entonces z; es un nimero imaginario puro.

25.—

a) Decimos que > anz™ es un desarrollo en serie de f en C siy sélo si su suma coincide con
el valor de fenC: Y ana" = f(z), Vo € C.

b) Si f tiene desarrollo en serie, entonces f(z) = ag + a1 + a2x® + -+ + apx™ + ..., por lo
que f admite derivadas de cualquier orden, ya que (a,z") = na, 2"~! ¥n € N. Por tanto,
f es derivable tantas veces como se quiera. En este caso se dice que f € C°.

c) El valor de f(z) en cada x € C es la suma del desarrollo para ese valor de . Por lo tanto,
en general necesitamos todos los términos del desarrollo, es decir infinitos. Tomando un
nimero finito de términos, obtendriamos sélo una aproximacién del valor exacto de f.

d) Ejemplo: f(x) = ax? + bx + ¢, que cumple: f(0) =c, f'(0) =b, f”(0) = 2a. Entonces

x br  2ax
> fn' =ct T+ +0+0+- - =ar’ +br+c

n=0
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26.— Cumpliran la condicién los complejos z = x + y¢, no nulos, tales que
1

==z —=2.2=1= \z|2:1:>x2+y2:1
z

El lugar geométrico pedido es la circunferencia de centro el origen y radio 1.

27—

a) Condicién necesaria: “Si f es diferenciable en P, tiene derivadas direccionales en ese punto
segin cualquier direccion y se cumple: Dgfp = Vfp - dJ, Vdi/ ] =17.
Si f no cumple la C.N., puede ser diferenciable en P, pero no podemos asegurarlo.

b) Condicién suficiente: Si f tiene derivadas parciales en un entorno de P y son continuas en
ese punto, entonces f es diferenciable en P.
Si f no cumple la C.S., no podemos asegurar que sea diferenciable en P, pero podria serlo.

c) Lo anterior nos dice que f puede ser diferenciable, pero no lo asegura, por lo que usaremos
la condicién necesaria y suficiente de diferenciabilidad de f en el punto @, es decir

f(@) = f(@) = df (@) + o(Z — a)
Haciendo & = (2,y), @ = (a,b), £ —d = (x —a,y —b) = (h,k), df = (f1, ) - (h, k), la
condicidn, escrita en forma de limite, es
it f(a+h,b+k)—f(a,b)—hfg'c(a,b)—kf;(a,b)
im
(h,k)—(0,0) Vh?+ k2

28.— Sean z; y z3 en forma trigonométrica: z; = pj(cosf; + isenb;), zo = pa(cosby + isenby).
Calculando su producto, resulta:

z1-20 = pi(cosf) +isenby) - pa(cosba + isenby)
= p1p2 [cos 01 cos By + i sen 6 sen Oy + i cos 0 sen By + i sen O cos 92]
= p1p2 [cos by cos by — sen by sen by + i (cos Oy sen Oy + sen Oy cos 2)]
= pip2[cos (01 + O2) + isen (61 + 62)]

Resulta un complejo de médulo el producto de médulos y de argumento la suma de argumentos.

29.— Si f € C?, las derivadas cruzadas son iguales, luego el hessiano es simétrico y puede
diagonalizarse por congruencia. Es decir, existe una matriz C / |C| # 0, que cumple:

CHCT =D = |C|[H||CT| = |C)*|H| = |D|

con lo que |H| y |D| tienen el mismo signo. Como |H| < 0,= |D| = d;j d2 d3 < 0, luego ningtin
d; es nulo y deben ser negativos uno de ellos o los tres. Entonces:

- Si uno de los d; es negativo y los otros dos positivos, la d?f es indefinida y no hay extremo.

- Si los tres d; son negativos, la d?f es definida negativa y hay un maximo.

Luego puede haber maximo o punto de silla, pero no puede haber un minimo.

30.— Las soluciones de la ecuacion son las raices cuartas de la unidad, es decir:

0+ 2kn

24:1:1-€Oi:>z:p69i,p:%:1,0: 1

 k=0,1,2,3

Obtenemos los complejos €%, e2%, €™ e2 ¢ es decir 1,7, —1, —i. Sus afijos forman un cuadrado
de centro el origen, con dos vértices en el eje real y dos en el imaginario.
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31.— > a,z™ es un desarrollo en serie de f en C si y sélo si su suma coincide con el valor de f
en C (T. IV, apdo. 3.5). La serie considerada es geométrica de razén x, por lo que converge para
|z < 1y susuma vale S = (1 — x)~! = f(z). Es decir, la suma de la serie coincide con el valor
de la funcién, pero sélo en C = (—1,1).

Fuera de C, la funcién existe (salvo en x = 1), pero su valor no coincide con la suma de la serie
(que no converge). Asi pues, Y anz™ no es el desarrollo de f(x)Vx # 1.

Nota. Otra forma de verlo es obteniendo el desarrollo de Taylor de f(x) en torno al punto a = 0,
comprobando que coincide con ) z™. Calculando el campo de convergencia del desarrollo, vemos
que es distinto del dominio de la funcion.

32.— La solucién de la ecuacion es z = Cﬁ, es decir el conjunto de las raices n-ésimas de la
unidad. Sabemos (T. V, apdo. 7) que todo complejo de mddulo p tiene n raices n-ésimas, cuyos
afijos estdn equiespaciados en una circunferencia de radio pl/ ™. por lo que son los vértices de un
poligono regular de n lados.

Como p =1, la circunferencia tiene radio r = 1 y corta al eje real en z = +1. Si n es par, ambos
valores satisfacen la ecuacién, luego existen dos raices reales. Si n es impar, sélo z = 1 satisface
la ecuacion, luego existe s6lo una raiz real.

33.— La condicién necesaria de gradiente nulo se deduce para una funcién que posee un extremo
en un punto P interior a su dominio D, siendo f diferenciable en P. De este modo, los posibles
extremos estardan en puntos que cumplan las condiciones anteriores o en puntos no estudiados
aun, es decir:

1) Puntos interiores de D, que cumplan v fp= 0.
2) Puntos frontera del dominio.
3) Puntos del dominio en los que f no es diferenciable.

En el caso que estudiamos, al no existir puntos de D en que f no es diferenciable y ser P un punto
cualquiera de D, el extremo podria estar en la frontera y no tiene por qué cumplirse v fp = 0.
Luego no es condicién necesaria de extremo.

Ejemplo: la funcién f(z,y) = z+y (plano), definidaen D = {(z,y) € R? /0 <2 < 2,0 <y < 2}.
Esta funcién alcanza su valor maximo en P(2,2), que pertenece a la frontera, donde su gradiente
es el vector (1,1).

34.— Lo estudiamos en dos partes.

Limite puntual. Si z € [0,1), 2™ — 0, cuando n — co. Si x = 1, " = 1Vn. Entonces:

3=

lim f,(z) = lim (14 2")

n—oo n—o0

J1+0°0=1 sizel0,1)
Cla4+1)°=1 siz=1
Luego f,(x) converge simple o puntualmente a f(z) = 1.

Convergencia uniforme. Para ver si existe, calculamos la distancia d( f,,, f) y vemos si tiende
a 0 cuando n — oco.

d(fo /) =sup [T+ a7 —1] = YT+ 17 1= Y21

zel

Como lfm ({¥/2—1) = (1—1) =0, la convergencia es uniforme.
n—oo

- La afirmacién es cierta: {f,(x)} converge uniformemente a la funcién constante f(z) = 1.
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35.—

a) Verdadera. La funcién vale —1 para x < 0, 0 para x = 0, +1 para = > 0, por lo que es
mondétona creciente. Ademds es constante (por tanto, continua) para x > 0 o x < 0 y tiene
limites laterales finitos en x = 0, por lo que es continua a trozos. Entonces cumple dos
condiciones suficientes de integrabilidad (T. I, apdo. 2.3.), por lo que es integrable.

x
b) Falsa. Al ser f integrable, existe su funcién integral F'(x) = / f(t)dt, luego
a

a b b
Fla) = / FOdt=0; F(b) = / F(O)dt — / F(O)dt = F(b) — F(a)

por lo que la primera parte de la afirmacién es verdadera. Sin embargo, como f tiene una
discontinuidad de salto en z = 0, no tendré primitiva en ningin intervalo que contenga al
origen. Luego la afirmacién es falsa.

a) Oscilante, absolutamente convergente: no existe. Si una serie es absolutamente convergente,
serd incondicionalmente convergente (T. de Dirichlet), luego no puede ser oscilante.

b) Oscilante, absolutamente divergente: > a,, = 1—14+1—1+. .., cuyas sumas parciales valen 0
6 1, segtin n sea par o impar, por lo que es oscilante. Sin embargo, > |ap| = 1+14+1+1+. ..
diverge, por lo que ) a, es absolutamente divergente.

c) Convergente, absolutamente oscilante: no existe, pues una serie no puede ser absolutamente
oscilante. En efecto, |a,| es una serie de términos positivos por lo que serd convergente o
divergente, nunca oscilante.

37.— Al ser f € C?, las derivadas segundas cruzadas son iguales, por lo que la matriz hessiana
Hp es simétrica y puede diagonalizarse por congruencia, es decir:

3C /CHC" = D = |C||H||CT| = |D| = |Cf |H| = |D|

luego los signos de |H| y |D| coinciden. Como |H| > 0 = |D| = dydad3dys > 0, siendo d; j—123.4
los elementos de la diagonal. Entonces el nimero de elementos negativos debe ser par o nulo y
tenemos tres opciones:

a) Son positivos los cuatro, luego H es definida positiva y existe un minimo en P.
b) Son negativos los cuatro, luego H es definida negativa y existe un méximo en P.
¢) Dos son positivos y otros dos negativos, luego H es indefinida y en P hay un punto de silla.

Asi pues, en P puede haber minimo, maximo o punto de silla.

b
38.— Laregla de Barrow dice que “si f es continua y g es primitiva suya, / f(x)dx = g(b)—g(a)”.

a

a) Se puede aplicar a la funcién seno, pues ésta es continua en R.

™
/ senzdr = —cosx|) = —cosm+cos0=1+1=2
0

T
b) No se puede aplicar a la funcién tangente, pues no es continua en r = 5
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39.— A partir de las condiciones del enunciado, de la sucesion {a,} sabemos: a) que cumple
lim a,, = 0; b) que sus términos son decrecientes en valor absoluto; 3) que cada término tiene el
n—oo

signo contrario al del anterior. Entonces:

a) La serie ) a, cumple las condiciones del T. de Leibnitz, por lo que converge. Un ejemplo
1

es la arménica alternada > (—1)"*+!—.

n

b) La serie ) |ay| es de términos positivos, por lo que no puede ser oscilante. Cumple la con-

dicién necesaria de convergencia, luego puede converger, pero también diverger. Ejemplos:

1 1
Si ap, = (—1)"+1E, > |an| es la serie arménica, divergente. Si a, = (—1)”*1?, > Jan] es

la serie de Rieman ) —. Como a = 2 > 1, es convergente.
n

40.— A partir del Teorema de Cauchy-Hadamard, si una serie de potencias tiene un radio de
convergencia 7, su campo de convergencia contendra los valores de x entre —r y 4+ r, incluyendo
los extremos o no. Por tanto tomara una de las siguientes formas:

[—r,r], [-r7r), (=r7], (—=r7)

Si derivamos una serie de potencias, se mantiene el radio de convergencia pero no el campo (T.
IV, apdo. 3.3.). Luego hay que comprobar la convergencia para los valores extremos x = =+r.
De igual modo, si la suma de la serie ) anz™ es S(z) en su campo de convergencia, la suma de
la serie derivada >_ na,z" ! serd S’(z) en (—r,7) (no conocemos la suma en los extremos).

41.— Dibujando los afijos de z1, 22, 23 observamos que forman un tridngulo rectangulo isésceles,
de perimetro P = 2 + 21/2. Sabemos que, al multiplicar por z los complejos cuyos afijos forman
una figura geométrica, las dimensiones de la figura se multiplican por |z| (T. V, apdo 3.).

Como |z|> = 12 + (v/3)% = 4, la figura formada por los afijos de 24, 24, 24 serd un tridngulo
rectangulo isdsceles, cuyos lados tendran longitud doble que en la figura original. Por tanto, el
perimetro pedido valdrd P’ = 2P = 4 + 4/2.

42.— La funcién y = |z| es continua, luego tiene primitiva por el Primer Teorema Fundamental

del Célculo.
{ z, x>0
y fr
-z, <0

22
1. SixZO,/|$ dxz/:ndeQ—i-k:l.

Entonces

2

2. Sia:<0,/|x dx:/(—x)dx:_;v—i-k:g.

En todo R, la funcién estd definida y es continua, por lo que su primitiva existe y es derivable,
luego es continua. Entonces, en = 0 (punto frontera de los dos intervalos de definicién)

2 2

x x

—+tk = —— + ko —= k1 = ko

2 =0 2 =0

La primitiva es
22
—+k, x>0
2
/|m| dx =
L 0
_ , <

5 + x
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43.—

0
1. a—f = Iny eVesenzy sen:ny—{—\/fycoszny}
x

1
2T

or _ 1 eVEISNTY 4 I g eVISNTY [ g cog gy = VIS TY [1 +Iny z*/? cos zy
Yy

2. =L
dy vy

44.— Para obtener el desarrollo de f sin usar la férmula de Taylor, derivamos la funcion, calcu-
lamos el desarrollo de la derivada e integramos dicho desarrollo.

1. f(z) = arctanz = f'(z) = 1+1$2

2. Podemos obtener el desarrollo de f’ dividiendo directamente o bien observando que coincide
con la suma de la serie geométrica de razén A = —x? (convergente si |z| < 1):
1 1

_ _ _ 2 4 6
= 1+x2_1—(—x2) =l—-a"4+2"—2"+...

f'(x)

3. El desarrollo de f(z) se obtiene integrando el desarrollo de f/(x)

T t3 t5 t7 T :L‘3 $5 I‘7
= Q-C+t*—t"+. Ydt=t——+———+..| =z -+ — -4+ ..
f(z) /0( + +...) gTe =7 . s-gtp-—+
Es decir
o len—l
tan z = —1)"
arctan nzz:l( ) —

45.— No existe ninguna funcién continua que no tenga primitiva pues, a partir del Primer Teorema
Fundamental del Célculo, sabemos que toda funciéon continua tiene primitiva. Es decir:

1. Toda funcién f, continua en [a, b] es integrable en [a, b] (es una de las condiciones suficientes
de integrabilidad). Entonces existe su funcién integral

F(z) = / " rdt

2. Por el Primer Teorema Fundamental del Célculo, se cumple F'(z) = f(x), luego F(x) es
primitiva de f(x).

46.— Calculamos la derivada del volumen respecto al tiempo, usando la regla de la cadena para
funciones de varias variables y la igualamos a 0 (volumen constante). Despejamos la derivada de
h y simplificamos (r no puede ser nulo pues valia 1 m. y estd aumentando).

dVv or oh oh 2mrh Or 2h Or
V =nr’h = — =n2r—h 270 ) = T
™ T TRT ot~ w2 ot r oot
Calculamos r y h a los 10 segundos.
1% 12.2
ri0=1r0+10-0.1 =2; h10:72:7r72:0.5
Trig T2

Obtenemos la velocidad de descenso de la superficie del agua.

oh 2-0.5
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47.—

a) Si f es mondtona, es integrable. Si f es discontinua, no es derivable. Sirve como ejemplo
una funcién monétona discontinua, como E(z).

b) Si f es derivable, es continua. Si f es continua, es integrable. Entonces no existe ninguna
funcién derivable, pero no integrable.

48.— Se trata de una serie de Riemann con v = 2 > 1, luego converge a un cierto valor S. Al ser
de términos positivos, converge absolutamente, luego converge incondicionalmente.

Al ser incondicionalmente convergente, podemos separarla en las subseries de inversos de los
cuadrados de los impares y de los pares, despejando la primera de ellas.

=1 > 1 =1 > 1 1 X1
;ﬁ:;(Qn—l)QJr;(2n)2:>nz::1(2n—1)2:;112;(271)2

Sacando fuera el factor comin de los denominadores de la serie de los pares, calculamos la suma:

> 1 1 11 IN\e=1 3
szzz—%,ﬁ(lw);m:ﬁ

n=1

49.— Es una serie de términos positivos V. Estudiamos su convergencia con el criterio de la raiz.

’. z n _ ‘. {L/ﬁ — 1 J—
o v = iy e = i =

Sil < 1, la serie converge; si [ > 1, diverge; y si [ = 1 es caso dudoso. Entonces:

a)

<le=1<1+2? <+ 22>0, que se cumple Vz # 0.

2 +1
b) 1 >1<=1>1+2% <<= 22 <0, que no se cumple para ningin valor de x.
x
1
c) R =1<=1=1+2><= 22 =0, que se cumple para x = 0. En este caso, la serie se
x

convierte en Y n, que es divergente.

Asi pues, la serie converge Vz # 0 y diverge para x = 0. Luego C = (—00,0) U (0, c0).

50.— Estudiamos por separado ambas expresiones. Al ser f(z) < 0, Vz € I, resulta

1L f<0=1f] =—f:/ablf(x)ldfvz/ab(—f(:r))dwz—/abf(:ﬂ)dw

/abf(a:)da: = —/abf(a:)da:

b
La integral del valor absoluto, / | f(x)| dx, coincide con el valor absoluto de la integral,
a

b
2. f<0:>/ f(x)dxr < 0 =

/abf(a:)dzn

51.— Calculamos el valor de una suma parcial de la serie B.

n

Sn=>_ (ai—aiy1) = (a1 — 929) + (95— 98) + (96 — 90) + - + (@ — A1) = @1 — A

i=1
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La serie B serd convergente si y sé6lo si S, tiene limite finito S, es decir

lim S,, = lim (a1 — an+1) =a1 — lim Apt1 = SeR
n—00 n—00 n—00

lo que equivale a decir que
lim a1 =a1 —S=keR
n—oo

Es decir, la serie B converge si y sélo si a,, tiene limite finito k, en cuyo caso S = a; — k.
Entonces no es necesario que a, — 0 (condicién necesaria de convergencia de la serie Y ay,).

En efecto, si a, — k, resulta
lim (ap, — apt1) = lima, — lim api1 =k —k =0
n— o0 n—oo n—oo

con lo que la serie B cumple la condicién necesaria de convergencia.

1
Por ejemplo, la serie ) <1 + > no converge, pues su término general tiende a 1. Pero la serie
n

obtenida a partir de ella si lo hace:

1 1 1
Sl o) =3 (145 -1 10) = Xy

52.— La curva es la rama derecha de una hipérbola equilatera, para x > 1. Si £ — oo, entonces
1/22 — 0, por lo que el eje OX es una asintota horizontal. Como la curva y el eje no llegan a
tocarse, la region R no se cierra y podemos decir que su perimetro es infinito.

Para obtener el area de la regién, planteamos la integral de la funcién entre xt =1y z =ay

calculamos el limite cuando a — oo.
¢ d 11]® 1

Ar = lim Y — lim —= :1m1<—+1>=1
1 a—00 a

a—oo Jq LU2 a—o0 I

Como este limite vale 1, decimos que el area de la regién es finita.

53.— Escribimos los 3 primeros términos del desarrollo de Taylor de f en @, llamando dZ a Z — a:
- 1
f(&) = f(a)+ Vf(a)- dz+ Edft_g‘f:d’dff+ .

Pasamos ahora f(@) a la izquierda, quedando f(Z) — f(@) = Af. Y vemos que Vf(@) - dZ = 0
por ser ¥ = @ un punto critico.

También observamos que d¥'H|3—z d% = d?f(a@) y los siguientes sumandos son infinitésimos de

orden superior (despreciables frente a dZ si & estd muy préximo a @). Entonces
Af =d*f(@) +...

por lo que d?f(@) nos da la parte principal (y, por tanto el signo) de Af, al pasar de @ a #. Ahora
podemos justificar las tres afirmaciones:

1. Si la forma cuadrética es definida positiva, d2f(@) > 0, V& € Uz = Af > 0. Entonces la
funcidén crece al pasar de @ a Z, por lo que en £ = @ hay un minimo.

Si la forma cuadrética es definida negativa, d?f(@) < 0, VZ € Uz = Af < 0. Entonces la
funcién decrece al pasar de @ a Z, por lo que en ¥ = @ hay un méaximo.

2. Si la forma cuadrética es semidefinida, d?f(@) > 0 o d%f(@) < 0, dependiendo de dZ.
Entonces d?f(@) = 0 para algiin d#, en cuyo caso el signo de Af lo daran los siguientes
términos del desarrollo, por lo que se trata de un caso dudoso.

3. A pesar de lo anterior, si d?f(@) es semidefinida positiva, significa que para algin dZ,
d?f(@) > 0. En este caso Af > 0, luego para algiin d7 la funcién crece y en & = @ no puede
haber un maximo.
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54.— Debemos movernos en la direccién y sentido de su vector gradiente v f(P). Lo justificamos
en el caso de 2 6 3 variables.

Si una funcién es diferenciable, su derivada con respecto a la direccién dada por & (unitario) es
Dgf(P) =V f(P)-d

En 2 6 3 variables, el producto escalar de dos vectores se obtiene multiplicando sus moédulos por
el coseno del angulo que forman. Entonces, al ser & unitario,

Dgf(P) = |V F(P)|||G]| cos o = [V f(P)] cosp

Este producto serd méximo si cosp =1 = ¢ = 0. Asi pues, la variacién de f serd la més rapida
posible en la direccién y sentido del vector gradiente, es decir, segiin el unitario

V(P)

W=—="—

V(P
Para obtener el valor de este crecimiento, calculamos la derivada segin la direccién de &:

= = 2
VAP (VP

Dsf(P)=Vf(P)-&=V[(P)-
El maximo crecimiento viene dado por el médulo del vector gradiente.

55.—

s (6" s €
a) La serie E (—) es geométrica de razén — < 1, por tanto convergente.
0 0
n=0

o0
1
b) Por la equivalencia entre un infinitésimo 6,, y el seno de 6,,, el término general de g sen —
n

n=1

1
es equivalente a —, luego la serie tiene el mismo cardcter que la armonica (divergente).
n

11 =1
c) Para todo n € N se cumple Inn < n, por lo que — > — (¥n > 1), luego la serie Z —
Inn "~ n ‘= Inn

es mayorante de la armoénica, por tanto divergente.
56.— Sacamos factor comtn *:
S(k) — Z'k-i-l + ,L'k+3 4 ik+5 + ,l:k+7 — ,L'k) (’l, + Z'3 + Z'5 + ,1/7)

Estudiamos los sumandos del paréntesis:

Con lo que S(k) resulta:
S(k)y=i*Gi—i+i—i)=i"-0=0

Nota. La potencia i¥, que no afecta al resultado, toma sélo cuatro posibles valores.
a) Sik >0, i¥ vale 1, i, —1, —i, segun k sea, respectivamente, 4, 4 +1, 4+ 2, 4 4 3.

b) Si k < 0, hacemos k=Kl =1 / il¥l obteniendo los inversos de los cuatro posibles valores
anteriores. Es decir, i* vale 1, —i, —1, 4, segtn |k| sea 4, 4 +1, 4+ 2, 4 + 3.
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57.— Calculamos las derivadas parciales:

0
of =€"seny — ¥senz; == = €% cosy+ €Ycosx

ox oy

que son funciones continuas en R?, luego f es diferenciable. Obtenemos el vector gradiente en el
origen y, a partir de él, la derivada direccional en ese punto:

- {8f of

V£(0,0) = { ==, } = (0,2) = Dgf(0,0) = V£(0,0) - @ = (0,2) - (wa,wy) = 2w,
oz’ Oy (0,0)

El valor méximo de esta derivada se obtendra cuando w, valga 1, es decir & = (0,1), que es el
vector unitario de la direccién positiva del eje y, no la del eje x.

Asi pues, la primera parte de la afirmacién es cierta, pero la segunda es falsa.

Nota. Se podria también haber razonado recordando que la direccién de crecimiento més rapido
de una funcién es la del vector gradiente (0,2). Y que la derivada segiin esa direccién vale |V f]|
(véase la cuestién 54). Entonces el valor méximo de la derivada direccional serd ||(0,2)||=2 y la
direccién vendra dada por la del vector unitario de v f, es decir (0,1).

58.— A la hora de elegir el nimero de términos de una suma parcial encontramos tres opciones:
3n,3n+103n+2,neNU{0}. Es decir, un nimero de términos miltiplo de 3, o multiplo de
tres mas 1 o multiplo de 3 més 2 (obviamente, multiplo de 3 més 3 vuelve a ser miltiplo de 3).

Esas tres posibles sumas parciales se relacionan de la siguiente forma:

S3n+1 = S3n + 3415 S3n42 = S3n + A3n41 + A3042

Los términos de la serie son inversos de los naturales, por lo que cumplen lim a,, = 0. Entonces:
m—0o0
lim S3n+1 = lim (Sgn + a3n+1) = lim S5, + lim a3n+1 = lim S3n
n—o0 n—oo n—o0 n—oo n—oo
lim S3n+2 = lim (Sgn + agn4+1 + a3n+2) = lim S5, + lim asn+1 + lim a3n+2 = lim Ss,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
Asi pues, tenga o no limite la suma parcial Ss,, a las sumas Ss3,11 ¥y S3n42 les ocurre lo mismo.

Es decir, las tres tienen igual limite o las tres carecen de él.

Calculo de la suma. Si tomamos 3n términos, es decir n grupos de 3, obtendremos los n
primeros sumandos de la arménica (con signo +) y los 2n primeros (con signo —). Entonces:

Ssp = Hyp — Hop =Inn+ vy +¢e, — (In2n + v + £9,) :M—i-)/—i—an— (ln2+lnﬁ+7/+€2n)
Tomando limites:

lim S3, = lim (¢, —In2—¢9,) =0—-In2+0=— 5= —1n2

n—oo n—00

59.— Observando los sucesivos términos, los dos primeros sugieren que a,, = n, lo que no concuerda
con el tercero. Descomponiendo éste en factores obtenemos az = 3%/22. El cuarto no nos da mucha
informacién. El quinto, descompuesto, queda as = 52/24, luego, igual que el tercero, sigue la ley
n?/2"~1. Probando esta ley con los demds términos, resulta

1z 22 4 6% 9
al—?—l, (IQ—;—Q, CL4—?—27 a6—?—§
n? 2n?

lo que nos permite concluir que el término general de la serie es a,, = o T = o

Aplicando el criterio de la Raiz —y el limite de la raiz n-ésima de un polinomio— obtenemos
) o Von?2 1
lim ¥a, = lim 5 =5 < 1 = convergente
n

n—o0 — 00
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60.—

a) La forma mads directa de estudiar la continuidad en el origen es utilizar coordenadas polares:
x=0+4pcosh; y=0+psend. Para calcular el limite de f cuando (z,y) — (0,0) siguiendo
cualquier camino, hacemos que p — 0, dejando libre 0:

1
psenf

lim f(pcos@, psend) = lim pcos @ sen
p—0 p—0

El factor p — 0, mientras que tanto el coseno como el seno estdn acotados, luego el producto
de los tres tiende a 0. Entonces

lim f(pcos@,psend) =0 = f(0,0)
p—0

por lo que la funcién es continua en el origen.

b) Calculamos las derivadas parciales en el origen:

f(h,0) — f(0,0) 0-0

! . _ 12 —
12(0,0) = lim 7 = Jim == =0
0,k) — f(0,0) 0sent —0 0-0
/ :1/ f(u ) :1/ 7]4;:1/ e
£,(0,0) = Jim, z M —— fm —— =0

donde hemos aplicado de nuevo que el seno estd acotado. Asi pues, las derivadas parciales
en el origen existen y son nulas.

61.— Sea z = pe?. A partir de la férmula

0+2km

Yz=p""e n, k=0,1...n—1

sus raices cuadradas seran , ,
0= p2e5t, o= p1/2€(§+7r)z

Ambas tienen igual médulo y sus argumentos se diferencian en 7 radianes, luego corresponden a
complejos opuestos, de donde se obtiene la primera expresion:

Zp=—21=—=>21+22=0
Obtenemos la segunda de dos modos:
a) 2120 = pl/2pt2e(3+54m)i —  p0mi — _,

b) 29 = —Z] == 212 = 21 (—Zl) = —z% = —2Z.

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 24



3. Problemas de examen

Curso 10/11. Examen de junio

1.— Se considera la funcién:

allad b
fe) = om0 700
B (z,9) = (0,0)

a) Halla la relacién entre o y 8 para que existan

af of
% y 87y en (0,0)

b) Estudia la diferenciabilidad de f en (0,0).

‘,L,Tl

[o¢]
2.— Halla el campo de convergencia de la serie potencial Z Sl

n=1
3.— Dadas las curvas: f(z) = €%, g(x) =|senz|, x =0, x = 27, se pide:
a) Dibujar la regién que delimitan y plantear su drea mediante integrales definidas.

b) Calcular por integracién el volumen que genera dicha regién, al girar alrededor del eje OX.

Curso 10/11. Examen de julio

1
4.— Sea la funcién f(z,y, z), dos veces diferenciable. Haciendo x = ut, y = §(UQ —12), z =,

obtenemos la funcién compuesta w(u,v,t). Se pide calcular el valor de

"

E:f:;/w+fg;/:g+f;{z_ (wZu—i_wZﬁ)_wvv

u? + t2
o0
9 2 2n+1
5.— Dada la serie potencial Z %, a > 0, se pide
a
n=1

a) Hallar el campo de convergencia.

b) Calcular la suma de la serie.

6.— Se considera la regién R del plano encerrada por las curvas:
2?2 4+y2 =16, y=4—2>, >0, y>0
a) Dibuja la regién y calcular su érea.
b) Plantea el célculo por integracion del volumen que genera R al girar alrededor de OX.

c) Plantea el calculo por integracién del volumen que genera R al girar alrededor de OY .
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Curso 11/12. Examen de junio

7.— Determina la relacién que debe existir entre o > 0y 5 > 0 para que la funcién

el P sen (313 ) (0 # (0.0
0 (@) = 0,0

flzy) =
sea diferenciable en (0, 0).

8.— Sea la funcién r(z,y) = f(3x + 2y) + g(x — 2y). Demuestra que se verifica:

2 2 2
Jor 0 G0
Ox? Ox 0y oy?

1
9.— Calcula la derivada n-ésima de g(z) = T Utiliza este resultado para obtener el desarrollo
x
241
(1—x)%

de MacLaurin de f(x) =

10.— Seala curva C: (y —1)2 — 2 — 1 = 0. Se considera el drea A comprendida entre C y OY,
asi como el arco S de la curva, comprendido entre los puntos P(0,0) y Q(0,2). Se pide:

a) El volumen del cuerpo obtenido al girar A en torno a OX.

b) El 4rea de la superficie generada al girar S en torno al eje y = 1.

Curso 11/12. Examen de julio

11.— Consideramos la funcién z = vf(w), siendo f una funcién diferenciable. Ademads, u =
—2z + 2y y v = 4z, con w = wv. Obtén el valor maximo de la derivada direccional de z con
respecto a x e y en el punto P (x = 1/2, y = 1), sabiendo que f(2) =1y que f/(2) =1

1
12.— Sea la serie de término general a, = n®tan —.
n

a) ;Para qué valores de a se verifica la condicién necesaria de convergencia?

b) ;Para qué valores de a converge la serie anterior?

1 o
c¢) Estudia, para a = 5 el cardcter de la serie Z (=1)™ay,.

n=1

13.— Sean a y b dos numeros reales distintos. Halla el lugar geométrico de los afijos de los
complejos z que cumplen: |z —a| = |z — b|.

14.— Obtén por integracién el volumen limitado por la superficie 22 + y2 + (z — 2)2 = 9, que se
encuentra por encima del plano XY.
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Curso 12/13. Examen de junio

15.— Dada la funcién w = 23 f (%, %), se pide:

0 0 0
a) Encontrar el valor de £ = 2 2 + y—w + Pl

Ox oy 0z

2
b) Obtener (;9 v

xdy’
oo
. . [ [ . - 2n—1
16.— Estudia, en funcién del parametro A € R — {0}, el caracter de la serie numérica: Z 0
n=1
22 g2
17.— Sea el paraboloide eliptico de ecuacién z =1 — 33 Se pide:

a) Calcular el volumen comprendido entre el paraboloide y el plano horizontal.

b) Representar la curva interseccién del paraboloide con el plano Y'Z. Obtener el drea de la

superficie generada al girar, en torno al eje z, la parte de dicha curva situada por encima
del plano XY

Curso 12/13. Examen de julio

18.— Dado el sistema

F(x,y,2,t) =e® %) 4yt +3=0
G(x,y,2,t) = Wt — 22 =0

se pide:

a) Comprobar que el sistema anterior define a z y a t como funcién implicita de z e y en un
entorno del punto (z,y, z,t) = (1,2,1,-2).

b) Hallar el gradiente de z = z(x,y) en el punto (1,2).

c) Hallar la derivada direccional de t = t(z,y) en el punto (1,2) segin la direccién del vector
u=(1,1).

n—2

136"_1, se pide:

n —

o
19.— Dada la serie potencial Z
n=2

a) Hallar su campo de convergencia.

a) Calcular su suma cuando sea convergente.

20.— Sea R la regién del plano limitada por la grafica de la funcién y = 22 —z y el eje OX, entre

x =0y x = 2. Se pide calcular el area de dicha region y el volumen que genera R cuando gira
alrededor del eje OX y cuando gira alrededor del eje OY.
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Curso 13/14. Examen de junio

21.— Se considera la ecuacién xe® (y2 — 2y) +9(2z+senz) =0

a) ;Qué condiciones debe cumplir la funcién g (2z + sen z) para que la ecuacién defina a z =
¢(x,y) como funcién implicita de x e y, en un entorno del punto P(z,y,z) = (0,3,0)?

b) Comprueba que la funcién g(u) = e* — 1 verifica las condiciones anteriores. Para este caso,
determina la derivada de ¢(z,y) en (0, 3) segin la direccién dada por la tangente a la curva
y = 22 + 22 + 3 en el mismo punto.

22.— Se pide:

k™ (n3 + 2n)

i FER

a) Estudiar el cardcter de la serie numérica: |

1
b) Dada la serie convergente de términos positivos Y a,, estudiar el cardcter de > —.
n

23.— En el plano XY se considera el recinto R limitado por las curvas C; : 22+ 32 —1 =0y
Cy:x+1y%>—1=0, en el semiplano z > 0. Se pide:

a) Dibujar el recinto R y calcular el volumen generado por el giro de R en torno del eje y.

b) El giro anterior produce un sélido hueco. Plantear (sin resolver la integral) el célculo del
drea de la superficie interior de dicho sélido.

Curso 13/14. Examen de julio

2

2
Y sen xy. Se pide:

24.— Sea la funcién f(z,y) =

a) Definir la funcién f en los puntos de la forma (0, b) para que sea continua en todo R2.

b) Sabiendo que f es diferenciable en el punto (1, ), encontrar en dicho punto la ecuacién del
plano tangente a la superficie z = f(z,y).

[e.e]
25.— Sea la serie funcional Z an ", cuya suma vale S(z) = sen®z, Vo € (—r,7). Calcula la

n=0
o
suma de la serie Z n(n — 1)a, 2" 2 en (—r,r).
n=2
26.— Sea la regién R, limitada por las curvas y = —22+5 y y = |z — 1|, siendo = > 0. Se

pide:
a) Calcular su 4area.

b) Plantear la expresién integral para calcular el volumen generado por el giro de R alrededor
del eje OX.
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Curso 14/15. Examen de junio

27.— Halla los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = 2z + y? en el conjunto

M= {(z,y) eR*/2* +y* <2, y* — 2 >0}

28.— Sea la funcién f(z) = In(1 + 23), cuyo desarrollo en serie de potencias es

o :L,3n+3
3 -1H"
7;)( ) 3n+3

con z € (—1,1). Justifica si dicho desarrollo es vélido en los extremos del intervalo (—1,1).

29.— Se considera el trazado del tranvia de una estacién de montafia. La via es rectilinea en
planta, mientras que la cota de cada punto viene dada por la expresién z = 0.22!5, siendo x
la distancia horizontal en kilémetros desde el punto de salida del tranvia al punto de la curva
considerado. La longitud de la via en horizontal es 5 km. Se pide:

a) Teniendo en cuenta que el tranvia se desplaza (tanto en ascenso como en descenso) a una
velocidad de 12 km/h, calcular el tiempo que emplea en realizar el recorrido de ascenso.

b) Silas ruedas del tranvia tienen un radio de 0.5m y ruedan sin deslizar sobre la via, obtener
el nimero de vueltas que da cada una durante el ascenso (se desprecia la longitud del
tranvia).

Curso 14/15. Examen de julio

30.— Sea z = f(x,y) = e* cosy, donde x e y son las funciones de ¢ definidas implicitamente por
las ecuaciones

et =+t +1;
yt? +y*t+y—t=0

3}
y tales que 2(0) = 0 e y(0) = 0. Obtén el valor de 8—? ent=0.

31.— Estudia la convergencia del siguiente desarrollo y obtener su funcién suma, si converge.

0 p3n+3
3 -1)"
7;)( ) 3n+3

32.— Un tranvia realiza un recorrido de ascenso a una montana a una velocidad de 12 km/h en
un tiempo de 30 minutos. Sus ruedas tienen un radio de 1/7 metros, ruedan sin deslizar sobre
los railes y la posicién de cada punto del exterior de la rueda viene dado por las coordenadas
(zr,y,) definidas por las ecuaciones:

0 —sen @ 1—cosb
Tp=——""7} Yp=—"7
s T
siendo 6 el dangulo de giro de la rueda respecto del punto de partida.
Se pide calcular por integracion simple la distancia total recorrida por un punto exterior de una

de las ruedas del tranvia. Se considera el recorrido rectilineo tanto en planta como en alzado.
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Curso 15/16. Examen de junio

0 0
33.— Dada la funcién z = z(x,y) = z¥ + f(y*), calcula el valor de E = xa—z —ylny 0—Z
x y
34.— Estudia la diferenciabilidad en el punto (0,0), de la funcién:
$2 .2
T , (=, 0,0
flzy) = y<:v2 +y2) ) 70.0)
0, (x,y) = (0,0)
35.— Calcula el radio y el campo y de convergencia de la serie de potencias
o0 n
—1 (30)
D (n +(1)(T)L oy )
n=30
IE4
36.— Sean las curvas de ecuaciones Cf :y = 3 + 323 — 222 y Co:y = 32> + 22, Se pide:

a) Dibujar la regién del plano encerrada entre ambas curvas para x > 2 y calcular su area.

b) Plantear la integral que permite calcular el volumen generado al hacer girar el drea definida
alrededor del eje OX.

c) Plantear la integral que permite calcular la superficie del cuerpo de revolucién que se genera
al hacer girar C'1 en torno al eje OY, entre x =2 y x = 5.

Curso 15/16. Examen de julio

37.— Se sabe que el nivel de contaminacién de una zona de la costa depende principalmente
del tréfico maritimo (nimero de barcos v por unidad de tiempo) y de los vertidos en la costa
(toneladas de vertidos u por unidad de tiempo). Se ha comprobado que una estimacién fiable del
nivel de contaminacién viene dado por la expresién z = 2v + u g(u - v), siendo g diferenciable.
Ademds, se sabe que u y v dependen de la altura media de ola (z), asi como del nimero de horas
de sol en la costa (y), segin las expresiones u(z,y) = 2y, v(z,y) = —x + 3y.

Utilizando la derivada direccional, se pide determinar el valor maximo de la tasa de variacién
del nivel de contaminacion en la costa, para los siguientes valores de las variables: x = 2, y = 1,

9(2) =1, 9(2) = —1.

38.— Estudia el caracter de la siguiente serie numérica en funcién de los parametros a > 0 y

b>0 (a,beR)
i n+a ”l
n+b n

n=1

39.— Se considera un cono recto de altura H y base circular de radio R. Se pide obtener por
integracién simple las expresiones de su volumen y su superficie lateral.
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Curso 16/17. Examen de junio
40.— Sea f : R? — R la funcién definida por la expresion:

zk

flz,y) = x4+ y?’

donde k € N. Se pide:
a) Estudiar para que valores del pardametro k la funcién es continua.
b) Estudiar para que valores del pardmetro k las derivadas parciales son continuas en el (0,0).

c) Estudiar para que valores del pardmetro k la funcién es diferenciable en el (0,0).

41.— Estudia la convergencia del desarrollo siguiente y obtener la funciéon suma, si converge
oo
p2ntl

(20 + 1)

42.— Se considera la regién plana: R = {(z,y) € R? : 2? + y> <4, y > |a]}.
a) Plantea el célculo por integracién del drea de la regién R.
b) Plantea el célculo por integracién del volumen que genera R al girar alrededor del eje OY.

c) Calcula por integracién la superficie que genera la frontera de R al girar alrededor de OX.

Curso 16/17. Examen de julio

1 —
43.— La temperatura de una placa viene dada por la funcién T'(z,y) = TQy?
7y

a) ;En qué direccion tendremos que desplazarnos desde el punto (1, 1) para que la temperatura
decrezca lo mas rapidamente posible? Justificar la respuesta.

1
b) (En qué direccién, desde el mismo punto, la tasa de variacién de la temperatura es de Z?'

-/

c) Dada la curva en paramétricas @(t) = (cost,1+sent), calcula (T o F)' (0). ;Qué representa
dicho valor?

44.— Estudia el cardcter de las siguientes series y, de ser posible, calcula su suma.

o o
1 2n+1
b —_
a)nz;nlnn );n3+2n2+n

2
x
45.— Considera la elipse de ecuacion v +y2 =1
a) Plantea el célculo por integracién del perimetro de la elipse.
b) Calcula por integracién del drea interior a la elipse.

c) Calcula por integracion el volumen que genera dicha region al girar alrededor del eje OX.
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Curso 17/18. Examen de junio

46.— Calcula los extremos de la funcién f(x,y) = xy, definida sobre la parte de la elipse de
ecuacién 222 + 2y% — 22y = 1 que verifica que y > 0.

47.— Estudia el caricter de las siguientes series de niimeros reales:

DI ) SE 16T

n=1 n=

48.— Calcula el radio, campo de convergencia y funcién suma de la serie de potencias

n—1

0o

>
n—1

n=1 2

49.— Dados el cilindro de ecuacién z? + % = 16 y la esfera de ecuaciéon z? + y? + 22 = 25, se
pide hallar por integracién el volumen exterior al cilindro e interior a la esfera.

Curso 17/18. Examen de julio

50.— Demuestra que la funcién z = x f(2? — 3?), siendo f diferenciable, satisface la ecuacién:

3y — +2x— =
y8$+x8y x

Calcula la direccién de méximo crecimiento de z como funcién de x e y en el punto P(1,1)
sabiendo que f(0) = f/(0) = 2.

51.— Estudia el cardcter de la siguiente serie y calcula su suma si converge:

oo 2 oo n
n“ —2n T
E _— Dato : E — =€
n! n!
n=0 n=>0

52.— Estudia la convergencia puntual y uniforme de la siguiente sucesién funcional en [0, 1].

n 1
ful) = 1° ln(x)’ 770
0, z=0

2
53.— Calcula por integracién el volumen del elipsoide de ecuacién 22 + yz +22=1.

Curso 18/19. Examen de junio

54.— Obtén, a través de la correspondiente funcién lagrangiana, los extremos de la funcion
f(z,y) = 23 + 22y + y? que se encuentren en la recta x +y = 0.
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55.— Estudia el cardcter de las siguientes series y, de ser posible, calcula su suma.

oo

(e}

1 n+2 In2

il : b s
g 2 n(n+1) )2:1 nlnnln (Inn)

56.— El plano z = 0 representa el suelo horizontal de una aldea esquimal. Sobre este suelo se
construye un igli, cuya superficie exterior viene dada por 22 + y?> + 3z = 9,z > 0, y su superficie
interior por 2 4 42 + 22 = 4, 2 > 0 (unidades en metros). El coste por m? del hielo ya colocado,
f(2), depende de la altura. Se pide, utilizando integracién simple:

a) Calcular el volumen de hielo necesario para la construccién del igli.
b) Plantear la expresién del coste de construccién del igli.

Nota: No se consideran puertas ni ventanas.

Curso 18/19. Examen de julio

57.— Determina el punto en el que alcanza un extremo la derivada direccional de la funcién
f(z,y) = 23 + 3y3 — 22 + y? segiin la direccién del vector (1,2). Averigua el tipo de extremo del
que se trata, asi como el valor de la derivada direccional en ese punto.

58.— Estudia el cardcter de la siguiente serie en funcién del parametro a.

Indica si hay algun valor de a para el cual la serie es condicionalmente convergente.

59.— Calcula el radio, campo de convergencia y funcién suma de la serie de potencias

0 2n+1

xn+1

n:0n+1

60.— Calcula por integracién simple la superficie y el volumen de la esfera de radio R.

Curso 19/20. Examen de junio

61.— Sea la ecuacién 22 + Inz = cost — t.

a) Justifica que esta ecuacién define a x como funcién implicita de ¢, diferenciable en un
entornode t =0, x = 1.

b) Sea ahora la ecuacién y?t — € — yt +y = 0, que define a y como funcién implicita de t,
diferenciable en un entorno de ¢t = 0, y = 1 (no hace falta justificarlo). Obtén la derivada
de y con respecto a t en t = 0.

c) Se define la funcién z = f(z,y) = sen(x,/y), siendo = e y las definidas en los apartados
anteriores. Calcula la derivada de la funcién compuesta z(t) respecto a t en el punto ¢ = 0.
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62.— Sea la serie:

Se pide estudiar la convergencia y -si converge- obtener la suma, indicando de qué tipo de con-
vergencia se trata.

63.— Sean las curvas Cy : 22 +9> —2=0,y >0 y Cy: 22 —y = 0, que delimitan la regién R.
Sean P y @ sus puntos de interseccion. Se pide calcular:

a) El area de la regién R, dibujdndola previamente.
b) El volumen obtenido al girar R en torno al eje y.
c) La longitud del arco de C1 comprendido entre Py Q.

d) El 4rea de la superficie generada por el giro del arco anterior en torno al eje x.

Curso 19/20. Examen de julio

64.— De un cilindro de madera de diametro d = 1m. se obtiene una viga de seccién rectangular
de anchura z y altura y. La rigidez R de una viga rectangular es proporcional a la anchura y al
cubo de la altura. Obtén la funcién lagrangiana y halla, por el método de extremos condicionados,
las dimensiones de la viga de maxima rigidez.

Nota: se sugiere maximizar el cociente de R y la constante de proporcionalidad.

65.— Estudia el cardcter de la serie: 5
n

Z (2n)!

66.— Se considera el arco A de ecuacién:
2y—x2+%lna}:0 (1<z<2)
Se pide:
a) El drea comprendida entre la curva, el eje de abscisas y las rectas x = 1y x = 2.

b) La longitud del arco.

c) El édrea de la superficie obtenida al girar A en torno al eje OY'.

Curso 20/21. Examen de junio

67.— El caricter de cada una de las siguientes series se puede obtener por uno o mas de los
siguientes criterios: raiz, Raabe, logaritmico y condensacién. Sabiendo que cada criterio puede
utilizarse solo una vez, asigna a cada una el més adecuado y obtén su caracter.

I 1 I e(e+1)(e+2)...(e+n)
VD b)zﬁ’ ) g d>Z7r(7r+1)(7r+2)...(7r—|—n)

68.— Calcula los extremos de la funcién f(z,y, z) = x + z, situados en la esfera de centro el origen
y radio unidad. Justifica el tipo de extremo que resulte.
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69.— Sea la funcién f(z,y) = €Y. Se pide obtener el desarrollo en serie de Taylor en torno al
punto (0,0).

70.— Sea un terreno horizontal, al que corresponde un valor nulo de la coordenada z. Se considera
una esfera de radio R = 4m cuyo centro estd 1 m por encima del plano del terreno. Se pide:

a) Calcular por integracién el volumen de la esfera que se encuentra bajo la superficie.

b) Deseamos excavar el volumen del apartado anterior. Si el coste de la extraccién de tierra
es f(z), funcién de la profundidad en euros/m?, plantea la expresién integral que nos da el
coste de la excavacién en euros.

Curso 20/21. Examen de julio

71.— Se pide el término general, el cardcter y la suma (si convergen), de las series cuyos términos
0 2
1 T
son los inversos de los cuadrados de: a) Los pares; b) Los impares. Dato: g 2=
n
n=1

72.— Obtén la suma y el campo de convergencia de la serie

e
x2n+1

o 2n +1

73.— Calcula los extremos relativos de la funcién f, justificando el tipo de extremo que resulte.

fla,y) = @ +y?)e”

74.— Sea la curva de ecuacién y = |[sennzx|, n € N. Se pide:
a) El area limitada por la curva y el eje x, entre x =0y z = 7, para n = 1.
b) El drea limitada por la curva y el eje z, entre x = 0 y = 7, para n cualquiera.

c) El volumen obtenido al girar en torno a OX el drea plana del apartado b).

Curso 21/22. Examen de junio
75.— Se pide:

a) Hallar el desarrollo de Taylor de segundo orden en torno al origen, de la funcién f(z,y) =
TrCcosy + ysenx.

b) Obtener un valor aproximado de la expresién A = 0.2cos(0.1) + 0.1sen(0.2), indicando el
error relativo cometido (considera como valor exacto A = 0.2188).

76.— Sean cuatro ntmeros reales positivos de suma 20. Demuestra que la suma de sus cubos vale
como minimo 500.
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77.— Sea un tridngulo de lado unidad (7%). Si unimos entre si los puntos medios de sus lados
obtenemos cuatro tridngulos. Tomamos el tridngulo central (73) y repetimos con él la operacion,
obteniendo otros cuatro tridngulos. Tomamos de nuevo el tridngulo central (73) y repetimos la
operacion. Y asf sucesivamente. .. Se pide:

a) La expresién de la suma S, de las dreas A; de n tridngulos T; ;-1 2 ., consecutivos asi ob-
tenidos: S, = A1 + Ay + A3+ -+ A,

b) El limite de S,, cuando n — co.

c) Ahora consideramos en cada paso los perimetros de todos los tridngulos producidos (no sélo
del central). Es decir P; representa el perimetro del tridngulo 71, P, representa la suma de
perimetros de los cuatro tridngulos en que se divide T, P; representa la suma de perimetros
de los dieciséis tridngulos obtenidos tras una nueva divisién, etc.

Calcula el limite de la suma de Py + Po» + P3 + ..., cuando n — oo.

78.— Se considera la superficie S, de ecuacién z + 422 + y> — 4 = 0. Se pide:
a) Obtener la ecuacion de la curva interseccién de S con el plano XY e identificar dicha curva.
b) Calcular por integracién el area encerrada por la curva.

c) Calcular por integracién el volumen limitado por la superficie y el plano XY

Curso 21/22. Examen de julio

79.— Se considera un depdsito de agua con forma de cilindro recto de altura h y base circular
de radio r. El depdsito no tiene tapa superior y el espesor de las paredes es despreciable. Si su
superficie exterior vale S = 127 m?, se pide calcular las dimensiones 7 y h que hacen méxima su
capacidad, obteniendo ésta y justificando que se trata de un méaximo.

80.— Sea la funcién f(x,y) = €*5"Y. Sea el punto P(1,0). Se pide obtener:

a) La direccién por la que debemos movernos en el plano XY, a partir del punto P, para que
la variacion de f sea maxima; y el valor de esa variacion.

b) La diferencial segunda de la funcién f en P.

81.— Calcula la suma de la siguiente serie, con ayuda de la serie de potencias »_ z".
> 3
n=1
82.— Sea la funcién f(x) = x€™*. Se pide:
a) Calcular el drea limitada por la curva y el eje z entre x =0y z = 1.

b) Estudiar el comportamiento de la curva cuando z — oo y obtener el area total limitada
por la curva y la parte positiva del eje x.
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Curso 22/23. Examen de junio

83.— Calcula la suma (si converge) de la serie:

> [1“ (1 * 2)) - 2>}

n=3

84.— Obtén las dimensiones de la caja paralelepipédica de volumen maximo y diagonal dada L.

85.— Sea la serie de potencias:

o0
Z (_ )n $2n+1
o 2n+1

Se pide:
a) Radio y campo de convergencia.

b) Funcién suma.

1
c) A partir del resultado anterior obtener el desarrollo en serie de Taylor de f(x) = T2
x

86.— Se considera la regiéon R del primer cuadrante, encerrada por las curvas l; y Iy siguientes:
li:a?4+y?>=4; Iy : 22 +y = 2. Se pide:

a) Plantear el calculo por integracién del drea de R.
b) Calcular por integracién el volumen generado por R al girar alrededor del eje OY'.
c¢) Calcular por integracién la longitud de l;, razonando si era esperable el resultado.

d) Calcular por integracion el drea de la superficie generada por [ al girar alrededor del eje
OX, razonando si era esperable el resultado.

Curso 22/23. Examen de julio

87.— Sea una ventana formada por un rectangulo de altura A con un semicirculo de radio r en la
parte superior, de modo que el didmetro del semicirculo coincide exactamente con el lado superior
del rectangulo. Si el perimetro de la ventana es 4 + m, se pide obtener las dimensiones que hacen
méaxima el drea de la ventana, justificando que se trata de un maximo.

88.— Se considera una mosca posada en la cara superior de un cilindro recto de altura 4 metros
y base circular de radio unidad. En un momento dado el radio de la base del cilindro empieza
a crecer a una velocidad de 20 centimetros por segundo, manteniéndose la forma cilindrica y el
volumen constante. Se pide:

a) Velocidad a la que desciende la mosca posada en el cilindro a los 5 segundos de iniciarse el
movimiento.

b) Tasa de variacién de la superficie lateral del cilindro en ese mismo instante, indicando las
unidades de dicha tasa.
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(z —1)"

onZ 1y Se pide:

oo
89.— Sea la serie de potencias: Z (=)™
n=1

a) Calcular el radio y campo de convergencia.

b) Obtener la suma de la serie numérica para el caso particular z = 0.

90.— Calcula el volumen comprendido entre la superficie esférica de radio /2 centrada en el
origen y la superficie de ecuacién z — 22 — y% = 0.

Curso 23/24. Examen de junio

91.— Sea una elipse de centro el origen y de semiejes horizontal 2a y vertical a. Se pide obtener el
rectangulo inscrito de area maxima, justificando que se trata de un méaximo y calculando dicha
area. ;Qué proporcién guarda el area del rectangulo con la de la elipse?

92.— Se pide:
a) Obtener la funcién suma y el campo de convergencia de la serie de potencias:

x—323 +52° — 72" + ...

b) Estudiar la convergencia y obtener la suma, Vn € N, de la serie numérica de término general:
2n—1
-1
an = (=1)""" St
93.— Los afijos de los complejos z1, 2o v 23 son los vértices de un triangulo equilatero, numerados
en sentido antihorario. El primero de ellos tiene mddulo nulo; el argumento de 2o es 7/4; la
distancia entre z3 y 21 es igual a 2. Se pide obtener los tres complejos.

94.— Sea un paraboloide de revolucién, de ecuacién z + a(x? + y?) = B. Su vértice es el punto
V(0,0,4) y su interseccién con el plano XY es una circunferencia de radio 2. Se considera la
parte de paraboloide situada por encima del plano XY. Se pide:

a) Obtener los coeficientes « y 3.
b) Calcular el volumen del cuerpo considerado.

c) Obtener el drea de la superficie lateral de dicho cuerpo.

Curso 23/24. Examen de julio

95.— Se considera un paralelepipedo situado en el primer octante. Sus caras son paralelas a los
planos coordenados y uno de sus vértices estd en el origen de coordenadas, mientras el vértice
opuesto esta en el plano z + y + 2z — 6 = 0. Calcula las dimensiones que maximizan el volumen
de este paralelepipedo, justificando que se trata de un méaximo.

(x+1)" .

96.— Calcula el campo de convergencia y obtén la funciéon suma de Z on

n=0

97.— Halla el lugar geométrico de los afijos de los nimeros complejos que equidistan de z; =1y
29 = —1+ 2.

98.— Calcula el volumen limitado por las superficies siguientes.

Si:a? 442 —22-6=0; So:2?4+4°+32—-6=0
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10.—

11.—

12.—

13.—

14.—

15.—

16.—

17.—

18.—

Soluciones a los problemas
a) Las derivadas parciales sélo existen (son nulas) si a = §.
b) La funcién sélo es diferenciable en el caso a = 5 = 0 (funcién nula).
c=1[-1,1)
s 2w . 5

T T s uy
a) A:/O (e —sen:c)ah—k/7T (€' +senx)dx. b))V = 7(6 — 21— 1) v
E=0

24
a) C=(—a,a). b) S(z)= oL Ve el
127 —1
a) A= 2m — 16 W2
3
4 2 4

b) Vox = 27T/y<\/16 —y2— /4 y)dy. O bien Vpox = 7T/(7:U2 —x4)d:x+7r/(16—:v2)d:c.

0 0 2

4 2 4
c) Voy =2r| zv16 — a2 dx — 271'/ z(4 — 2%) dz. O bien Voy = 7T/ (12 — y* + y) dy.

0 0 0
La condicién de diferenciabilidad se cumple si a + 8 — 1 > 0.
Se demuestra haciendo 3x + 2y = u, * — 2y = v y expresando (regla de la cadena) las
derivadas de r respecto a z,y en funcién de las derivadas segundas de f y g respecto a u, v.

n n! = 2 n
gl (@) = gyt f(x)—n;‘) (n? +n+1)a",
V—81u3 A—E(5%—1) u?
=g w.A=¢ :

Viene dada por el médulo del vector gradiente en P : ‘W} = 4/5.

a)a<l1l. b)a<0. c) Converge condicionalmente (Teorema de Leibnitz).

b
El lugar geométrico pedido es la recta de ecuaciéon: x = a—2k .
100
V= 3 T s,
a) F=3w.
0w 0 [ow of 0 f 0% f

b) Llamando u = z/x y v = y/x obtenemos: =

3x8y:87y or )~ o0 Fouow  Yaur

Suponiendo que se cumplen los requisitos del Teorema de Schwarz, puede también calcularse

mas brevemente como 8— a—w = 8— mQﬁ , obteniendo el mismo resultado.
Oz \ 0y oz ov

A < —1, converge; —1 < A < 0, no converge; 0 < A <1, diverge; A > 1, converge.

6 2 2
a)V = 7”{ u3. b) Ecuacién de la curvaen YZ: z=1— % A= g (3v3-1) u?
a) F'y G se anulan en P. Las 8 derivadas parciales de F''y G respecto a x,y,z,t son

continuas en todo R*. El determinante de § = (F, G) respecto a (z,t) en (1, —2) vale 1 # 0.

o 1
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19.—

20.—

21.—

22.—

23.—

24.—

25.—

26.—

27—

28.—

29.—

30.—

31.—

32.—

33.—

34.—

35.—

36.—

11

a) C — [3, 3). b) S(z) = %mu ~ 32).

16
a) A=1u% b) Vox = Bﬂu?’. c) Voy = 3mud.
a) g(0) = 0; ¢’ debe existir y ser continua en un entorno del origen; ¢'(0) # 0.
1 2
V5 V5

a) La serie converge absolutamente para |k| < 4. b) La serie diverge.

1 1
—14
a) Vy:%W.b)A:2/O 21(1 — y*)\/1 + 492 dy. O bien A:2/0 27rx“i_4ida:.

a) f(0,b) =blb|, YbER. b)z=—-aV1+7n2x—V1+72y+21V1+ 72
Z n(n—1)a,z" 2 =5"(x) =2cos 2z, Yz € (—r,r).

n=0

b) El vector unitario en (0,3) es & = ( ) La derivada direccional es Dg¢ = —

L
75

Y

2 1
a) A= ?u? b) Vox = 7r/ (=22 +5)%dx — 277/ (1 — 2)da.
0 0

No hay puntos criticos en el interior del dominio. Los extremos absolutos (en la frontera)
son: minimo absoluto en (—v/2,0) y méximos absolutos en (1,1) y (1, —1).

En x = —1 la funcién no existe, por lo que no tiene sentido estudiar su desarrollo. En z =1,
la validez del desarrollo puede justificarse de dos modos:

1) El mas sencillo es calcular la suma de la serie en = 1 (resulta la armonica alternada,
de suma In 2), comprobando que coincide con f(1), por lo que el desarrollo es valido.

2) En x = 1 la funcién f existe. Sabemos (teorema de Leibnitz) que en ese punto la serie
converge. Entonces (segundo teorema de Abel) la funcién suma es continua en x = 1, por
lo que su valor se obtiene como limite del valor de f cuando x — 1, es decir f(1).

14555 — 1000 S
—————— km. Tiempo empleado: t = — seg.

a) Longitud recorrida: S = 135 1

~|
SRS

b) Longitud de la circunferencia: | = 2rR = mm. Numero de vueltas: N =

El valor pedido es Zjho =1

C=(-1,1. S(z)=In|1+ 23|

Distancia D = N - S, (N = numero de vueltas, S = longitud del arco de cicloide). N =

l vt 2 8 24000
_—— = lt S. = 12 0 12 9 de = — D - .
5 R R 3000 vueltas. S ; Va%(0) + y'2(0) — = -

E=yzY(1—-Inxlny).

Sus derivadas parciales en el origen son nulas. La funciéon cumple la condicién necesaria y
suficiente de diferenciabilidad.

Radio r = 3. Campo C = [2,8].

a) A= E
15

3 3
b)VOX:/W(yg—y%)dx:/w
2 2

1 2
(3933 + :C2)2 — <3a:4 + 323 — 2$2> ] dz.
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37.—

38.—

39.—

40.—

41.—

42.—

43.—

44.—

45.—

46.—

47—

48.—

49.—

2
c) Soy—/ 2rxdS = /27‘(‘58\/ dx—/ 271'33\/ x3+9x2 41:) dzx.
2

El valor méximo vendra dado por el médulo de la derivada direccional: ‘ﬁz‘ = V68.

1
Su término general a,, es equivalente a €*~® —. La serie diverge Va,b € R, ya que > — es
n n

la serie armonica, divergente.
1
V= §7rR2H, S, =mRVR?2+ H? =7RD (D es lalongitud de la generatriz del cono).

a)k>3. b)k>4. c)k>4.

La serie converge en C = (—2,2). La funcién suma es S = In 5|
x —_—

3:—1—2‘

V2 V2 2
WA=z [ (Vica-a)ar=2 [ yay+2 [ Vi
0 0 V2

V2

b)V:/Oﬂgwx<\/m_x>d$:/o

2
my? dy + /\[W(4 —y?) dy.
2

V2 — 2 V2
— — 2 = 2 —
C)S_2/0 2y 4 x\/l—l—(m) dm—i—?/o 2z 1+ 1%dx =

V2 L2|V2?
2/ 47rdx+4x@7r5 =8mV2 +4rV2 =[127V2|.
0 0
1 1
a) Segun el vector ¥ = (0,1). b) Segin 7} = (?, —2> o bien Uy = (—\ég, —2>.

c) La funcién (T o @) (t) = T (F(t)) evalia la temperatura en los puntos de la curva dada en
paramétricas. El valor (T o ¢)’ (0) mide la variacién de la temperatura respecto al pardmetro
t en el punto de la curva B(0) = (cos0, 1+ sen0) = (1,1). Resulta (T o @)’ (0) = —1/2.

a) Divergente (usando el criterio de condensacién). b) Convergente a S = 72 /6.

a)P_4/ \/ 16 — 4:,;2
2 2
b)A:4/ 1- 2 dr = 2m.
0 4
2 x2 8
V=2 1-2) do =
c) /07r< 4) x 3

1 1 1 1
La funcioén tiene un maximo en P; ( ) y un minimo en P, <— >
V2 /2 V6 V6
a) La serie converge (por el criterio logaritmico o por comparacién de series).

b) La serie converge si y sélo si a € (0o, —€] U (€,00).

Radio de convergencia r = 2. Campo C = (—2,2). Funcién suma S(x) = oo
-z

3 3
V:2/ m(r? —r)dz—2/ 7(9 — 2%) dz = 367 u®.
0 0
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50.—

51.—

52.—

53.—

54.—

55.—

56.—

57.—

58.—

59.—

60.—

61.—

62.—

63.—

64.—

)

La direccién de maximo crecimiento viene dada por el unitario & = <

Convergente. S = 0.
Fijado z € [0,1], lim f,(x) = 0, luego converge puntualmente a f(z) = 0.
n—o0

1
Para hallar el supremo de f,(x) en [0, 1], hacemos f/ (x) = 0, obteniendo sup f,(z) = o
n

que tiende a 0 si n — oo, luego la convergencia es uniforme.

2
8
Las secciones y = cte. son circunferencias. V = 2 / T (1 — 2 / 4) dy = g

Otra solucién es rotar en torno a OY la elipse seccion del elipsoide con el plano z = 0.

2 2
Existe un maximo relativo en P;(0,0) y un minimo relativo en P» (3, —3>.

a) Convergente. La suma vale S = 1 (serie telescopica).
b) Aplicando dos veces el criterio de condensacion, resulta divergente.

Se puede resolver cortando por planos z = cte o bien calculando la diferencia de las expre-
siones correspondientes a cada uno de los volimenes.

4
a)V = gwm:s.

2 3

bl) 0271'/0 (22—3z+5)f(z)dz—|—7r/2 (9—32)f(2)dz.
3 2

b2) C:T('/O (9—3z)f(z)dz—7r/0 (4 — 2% f(2)dz.

1 5
La funcién derivada direccional tiene un minimo relativo en P <3, —9), donde vale — 5

La serie es absolutamente convergente para a € (—oo, —2)U (0, 00). Fuera de esos intervalos
no converge. Es decir, no es condicionalmente convergente para ningin valor de a.

1 11
Radio r = 7 Campo C = [—2, 2). Suma S(z) = —In(1 — 2x).

a) Generamos la superficie esférica girando en torno al eje OX la circunferencia de ecuacién
z? + 3% = R?. Resulta S = 47 R2.

b) Podemos obtener el volumen cortando la esfera 22 + 32 + 22 = R? por planos z = cte o

4
bien girando en torno a OX el area plana limitada por z2 + y? = R2. Resulta V = gwRP’.

a) La ecuacidn, en la forma F' (¢, x) = 0, cumple las condiciones del T. de la funcién implicita.
dy
o)

cos 1

dz

t=0 6

. - - 3
La serie cumple las condiciones del T. de Leibnitz, por lo que converge a S = 1——=In 2. Al ser
divergentes las subseries positiva y negativa, la convergencia es condicional (T. Riemann).

b) V= T(8v2 - 17); c)5:%2; d) Ay, = 473,

_37r—|—2‘

A
a) A=

SES

a) L=x2y>+ \(22+y?—1); b) Dimensiones: x = =, y =
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65.—

66.—

67.—

68.—

69.—

70.—

71.—

72—

73—

74.—

75.—

76.—

77—

78.—

79.—

80.—

81.—

82.—

83.—

Se puede ver que diverge de varias maneras: a) por el criterio del cociente; b) por el criterio
de la raiz, aplicando la férmula de Stirling; ¢) al ser de términos positivos, con a,, — oo.
17— 6In2 6+ In2 31

D ; b) L= 1 c)S—Fﬂ.

a) A=
a) Divergente por el criterio de condensacion.
b) Convergente por el criterio logaritmico.

c) Convergente por el criterio de la raiz.

d) Convergente por el criterio de Raabe.

1 1 -1 -1
Existe un maximo en P —,0, — un minimo en —,0,— ).
<ﬂ \/§> Y Q(x/i \/§>

flwy) =) o)l

n!
n=0

a) V =27t m3.

b) C = TF/_(;(15 + 22 — 22 f(2)dz.

2

o o0
a) nz::l 2n)2’ convergente; S, = YR b) ; m, convergente; S; = 3

1+2
1—=x

)

Derivando, sumando la serie geométrica obtenida e integrando, resulta: S = 3 In

cuyo campo de convergencia es C = (—1,1).

Aplicando la condicién necesaria de extremos se obtienen tres puntos criticos: P(0,0),
Q(0,1) y R(0,—1). Estudiando los hessianos, resulta que d?f es definida positiva en P
e indefinida en los otros dos puntos, luego existe minimo en P y punto de silla en QQ y R.

T/n T 2
a)A=2. b) An:n/ sennzdr =2,VneN. ¢)V, :/ WseHandm:%,VnGN.
0 0

a) PZ(xvy) =z +«'17@/+T2(55,y)

AA 0.0012
b) P(0.2,0.1) = 0.22. E lativo F, = — =
) P»(0.2,0.1) =0 rror relativo I, " 09183

Usando como Lagrangiana L = 23 +y%+ 23 +3+ \(z+y+ 2+t —20) se obtiene P(5,5,5,5).
La matriz hessiana resulta definida positiva.

i3 1\" ) /3 G
a)Sn—[1—<4>]7 b) th_?, c) hm;Pi—oo.

~ 0.6 %.

3 n—00 n—004

a) 2% + 32/2 =1, elipse de semiejes 1 y 2; b) S=2m; c¢)V =4nx.

r=h=2; C=38m,; al2L|dg:0 < 0 = maéximo.

Direccién dada por @ = (0,1); Dgf(P)=1; d*f(P)= 2dzdy + dy>.

S = 6 (se deriva y multiplica por = dos veces la serie > z". Luego se hace x = 1/2).

o0 a
A=—; / x€ *dr = lim x€ ¥dr = 1.
0

a—0o0 0

El primer sumando del término general corresponde a una serie telescépica. El segundo se
descompone en fracciones simples. La suma resulta S =1In2 — 3/4.
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84.—

85.—

86.—

87.—

88.—

89.—

90.—

91.—

92.—

93.—

94.—

95.—

96.—

97.—

98.—

Volumen V' = xyz. Diagonal L? = 22 +y2 + 22. Lagrangiana £ = xyz + A(2? +y% + 22— L?).
Resulta el cubo de lado I = L/+/3.

Radio r = 1; campo C' = [—1,1]; suma S(z) = arctanz; = Z (—1)nz?n,

2

V2
a) AR:/ (\/4—x2+x2—2)da:+/ V4 — x%dx
0 2

"
b) Voy = 107/3.

c) S;, = m. Corresponde a 1/4 de la longitud de la circunferencia de radio 2, (27r/4).
d) Apx = 8w. Corresponde a 1/2 de la superficie de una esfera de radio 2 (4772/2).

Area A = 2rh + 7r? /2. Perfmetro P = 2r + 2h + 7r = 4 + 7. Lagrangiana £ = 2rh +
7r?/2 + A2r +2h +7r —4 — ). Resultar = h = 1.

a) V =—-0.2 m/s (ver cuestién n® 46). b) % = —0.4mm?/s.

Radio r =1. Campo C =[0,2]. Suma S =2In2.

V:8\f6_77r.

Tomando el punto (z,y) de la elipse en el primer cuadrante como vértice superior derecho
del rectangulo, el area vale A = 4zy. La ecuacién de la elipse y la Lagrangiana son:

“+ 5 =1;  L=dxy+ \N2® +4y° — 4d?)

Resulta: zp; = v/2a, yyr = a/v/2. Proporcién A, /A, = 4a*/2ma® = 2/7.

Los pasos para calcular la funcién suma son: 1) sacar factor comun x; 2) reconocer la
derivada de una serie geométrica G(z), que sumamos y derivamos, obteniendo g(z); 3)

multiplicar g(z) por z. Estudiando los extremos del campo de convergencia, resulta:
r— 23

S(iﬁ):m;

C=(-1,1)

Aplicando el criterio de la raiz n-ésima a |a,|, vemos que la serie numérica es incondicio-
nalmente convergente. Su suma se obtiene particularizando: S(1/2) = 6/25.

Los tres complejos pedidos son: z3 =03 20 = 2e1! ;23 = 2e131,
4

a)a=1;8=4. b) V:/ (4 —z)dz = 8.
0

c) Cortamos el paraboloide por el plano X Z (y = 0) y giramos en torno al eje OZ la curva
obtenida. Resulta:

2
A :/ 2rx\/ 1+ 422 dx = %(17\/?— 1)
0

V=xyz;g=2+y+22—6=0=L=xzyz+ Axr+y+22—06). Solucibn z =y =2, z = 1.

$+1. Campo C = (—3,1). Suma S(x) = 2

C1l—z

Es una serie geométrica de razén \ =

Si z = x + yi, a partir de la condicién |z — z1| = |z — 23], se llega a la ecuacién y = = + 1.

0 2
V= / (6 — 3z) dz+/ (6 4 2z) dz = 157.
-3 0
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5. Cuestiones tipo test V-F

1.— Seala funcién f: I - R, I =[a,b] CR.

___e Si f es continua, tiene primitiva.

___® Si f es continua a trozos, es integrable.

___e Si f es integrable, ff f(t)dt es una primitiva de f.

e Si f es discontinua, puede tener primitiva.

2.— Sean f y g dos funciones integrables en [a, b].

y ' Fla)ate) = [ 1@ dr- [ o) a.
b

b
e Si / g(x) dx > 0, entonces existe / ) dx.

a

e /abf(x) dw:/acf(m) d:c—i—/cbf(a?) dx, Ve € R.

/ (e do

3.— Sea la funcién f: R?2 — R. Sea el punto @ € R?.

< [y .

e Si en @ existe limite funcional, existen los direccionales y viceversa.
e Sien @ los limites direccionales existen y coinciden, existe limite funcional.
e Si f es continua existen y coinciden los limites segin cualquier trayectoria.

e Si los limites direccionales en @ dependen de la direccién, f no es continua en d.

4.~ Sea la funcién f:R? > R, f € C?.

___e f es diferenciable.

___e Se cumple el teorema de Schwarz, de las derivadas cruzadas.
e No podemos asegurar que la matriz hessiana sea simétrica.

e La derivadas parciales de f son continuas.

5.— Sea la funcién f : R™ — R. Sea el punto @ € R™.
___e Para que f sea diferenciable en @, las derivadas parciales han de ser continuas en a.
___e Sila derivada direccional en @ depende de la direccién, f no es diferenciable en d.

e Si la derivada direccional en @ depende de la direccién, las derivadas parciales en @ son
distintas siempre.

e Si f es diferenciable en @, se cumplirda: Dgf = g en d.
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6.— Sea la funcién f: R™ — R y @ interior a su dominio D C R".
e Sisecumple Dgf = g- & en @, la funcién es diferenciable en a.
e Si f € C?, entonces tiene limite funcional en @.

__e Si Dz f(@) =0 Vd, la funcién es continua en d.

__e Si f(&) tiene un extremo relativo en @ y es diferenciable en @, entonces V f(&@) = 0.

7.— Para el cédlculo de extremos relativos, hemos de determinar qué tipo de forma cuadratica es
la diferencial segunda de la funcién. Entonces

e Si todos los menores de la matriz hessiana son negativos, la f. c. es definida negativa.
e Si diagonalizamos la matriz hessiana obtenemos el tipo de forma cuadratica.
e Si el determinante hessiano es nulo, la forma cuadratica es semidefinida.

e Si la forma cuadratica es semidefinida, no existen maximos ni minimos relativos.

8.— Indiquese cudles de las siguientes expresiones son ciertas.

—

e Sean § = f(Z); Z=g(§) = ®(Z); f,7 diferenciables. Entonces,

0%, ~— g 0f;
81,‘@' N Z Oyj ze

(p
__e Sea z = f(&). Si f es suficientemente regular, d’z = (gj dxi) )

__e Siu= f(¥), entonces du? = d(u?).

__e Sea f : R®™ — R", diferenciable. Entonces,

df (&) [df@)]
gz | dy | .
g=f~1(2)

9.— Sea z = f(z,y) la ecuacién de una superficie en R3.
e Si existe v f en un punto, es perpendicular a la superficie en dicho punto.

e Siexiste V f en un punto, nos indica la direccién del plano XY en que f crece mas rapido,
a partir de dicho punto.

___e Si f es diferenciable, las componentes de v f son las derivadas parciales de f.

e Dsf = g- W es condicidn necesaria y suficiente de diferenciabilidad.

10.— Sea la funcién f(x,y) = xseny. En el (0,0), la funcién
e Tiene un maximo.

e Tiene un minimo.

e No tiene ni maximo ni minimo.

e No cumple la condicién necesaria de extremo.
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11.—

Sea X C R. Se dice que F(z,y) = 0 define a y como funcién implicita de  en X si y sélo

si Ve e X IY(x)/ F(x,(x)) = 0. Entonces

oF
Es condicién necesaria para que exista funciéon implicita que e sea continua.
x

Para que exista funcién implicita en un entorno de (a,b), es condicién suficiente que

OF OF
——, —— sean continuas y F'(a,b) = 0.

"oz’ Oy
Si F(z,y) = 2% + y? + 1, no existe funcién implicita.
di OF/0x
Si existe funcién implicita, se ¢ le: —— = —
i existe funcién implici umple: — OF /0y

Sean la funcién f: R? - R; f € C? y el punto P (a,b, f(a,b)) € R?. Entonces
z = f(a,b) es la ecuacién de un plano horizontal.

La ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto P es z = f(a,b) +

fr(a,b)(z —a) + fy(a,b)(y — b).
La matriz hessiana de f es simétrica.

No podemos asegurar que f sea dos veces diferenciable.

Sea f una funcién de varias variables y g una condicién de ligadura.
Si f tiene un extremo relativo en @, el extremo se mantiene cuando imponemos g.

Si f tiene un extremo relativo condicionado en @, entonces f (sin ligadura) tiene también
un extremo relativo en ese punto.

Cuando la forma cuadrética d?L es definida, no es preciso utilizar la restriccién dg = 0.

Si la forma cuadratica d?L es indefinida, puede convertirse en definida con la restriccién
dg = 0.

Sean j = f(@); 2= () = 7 (f(#) = (o Fl(a).

Es condicién necesaria y suficiente que f y g sean diferenciables para que g o f lo sea.
Si f y g tienen derivadas parciales, se cumple la regla de la cadena.

Si f y ¢ tienen derivadas parciales, g o f es diferenciable.

Si go f no es diferenciable, al menos una de las dos funciones no lo es.

Si la serie de términos positivos Y a,, es divergente, la serie > (a,)”, a >1
Es divergente.

Es convergente.

Puede ser convergente o divergente.

Puede ser oscilante.
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16.—

Sea {ay} una sucesién oscilante. Se cumplira que
Su término general no tiende a 0.

Es de términos positivos y negativos.

La serie ) ay, es absolutamente divergente.

Podemos calcular el cardcter de ) a,, mediante el Teorema de Leibnitz.

17.— Una serie tiene como término general el infinitésimo a,, cuyo signo es alternativamente
positivo y negativo. Entonces

La serie es absolutamente convergente.
SiVnlay| < |an—1] , la serie es convergente.
Si dn/|am| < |am+1] ¥Ym > n, la serie es convergente.

La serie es convergente pero no absolutamente convergente.

Bln) g

La convergencia de una serie de término general ——, r
r

No depende de los coeficientes del polinomio Py(n).
No depende de 7.
Depende del grado del polinomio Py(n).

Este tipo de series converge siempre.

Si al aplicar el criterio de D’Alembert a Y a,, se obtiene un valor de [ = —1,
La serie es convergente.

La serie es divergente.

La serie es absolutamente divergente.

El criterio ha sido incorrectamente aplicado.

Si la serie de término general a,, es absolutamente convergente, la de término general ai
n

Puede converger o diverger.
Es convergente.
Es absolutamente convergente.

No es convergente.
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21.—

Sea {a,} una sucesién de términos positivos, tales que ant1 < an, ¥n € N, verificindose

que lim a, = 0. Entonces la serie ) a,
n—oo

24.—

Es divergente.
Converge sélo si es geométrica de razon menor que uno.
Es convergente.

Puede converger o diverger.

Sea {f,} una sucesién funcional definida en todo R.
Dado z € R, {fn(z)} es una sucesién numérica.

Si para cada x € R podemos obtener lim fn(z) = ¢(x), decimos que {f,} converge unifor-
n o0

memente a ¢.

Si las funciones f, son continuas y convergen a una funcién no continua, la convergencia
no es uniforme.

Si la sucesién {f,} es convergente Vx € R, la serie de término general f,, también lo es.

n
Sea la sucesién funcional {f,}, definida en I C R. Sea F), = Z fi. La serie > fn
i=1

Es la sucesién de sumas parciales {F}, }.
Converge en [ si, Vo € I, se cumple: Ve > 0 In € N/ |Fp(z) — Fy(x)| < e ¥p,q > n.

Converge uniformemente en I C Rsi ) f,, tiene como mayorante en I a una serie numérica
de términos positivos, convergente.

Converge siempre que lim f,(z) =0, Vz € I.
n—oo

Sea la serie de potencias ) a,z™ y sea r su radio de convergencia, calculado por el Teorema

de Cauchy-Hadamard, utilizando el criterio de la raiz n-ésima. Podemos afirmar que

25.—

Utilizando el criterio del cociente se obtiene el mismo radio de convergencia.
El campo de convergencia serd de la forma (—r,7) o, si no, de la forma [—7,7].
r puede valer 0 6 oco.

La expresién lim {/|a,| existe siempre.
n—o0

Sea A el conjunto de nimeros complejos cuyo argumento cumple 62 = a € R. Entonces el

lugar geométrico de los afijos de los elementos de A serd

Una recta de pendiente tan a.
Dos rectas simétricas respecto al eje X, de inclinacién :l:% radianes.
Dos rectas verticales de ecuacién x = ++/a.

Una hipérbola equiléatera.
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26.— Sea el complejo z = a + bi. Se verifica

1 _
— e
z*z
° E =+va? + b2.
z

e La parte imaginaria de 22 vale 2ab.

___e La parte real de €* vale eb cos a.

27.— Sea z un ntmero complejo no nulo.

___e Su inverso tiene el mismo argumento que su conjugado.

__e El conjugado de su cuadrado es igual al cuadrado de su conjugado.
___e Su potencia n-sima cumple: 2" = p"(cos™ 0 + i sen” §).

e La expresién {/z representa un conjunto de n complejos, de afijos equiespaciados en una
circunferencia de radio |z|.
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6. Soluciones a las cuestiones tipo test

Ejercicio | Respuestas validas
1 a, b, d
2 d
3 c, d
4 a, b, d
) Ninguna
6 b, d
7 b
8 a, b, d
9 b, c
10 c
11 c
12 a, b, c
13 c,

14 d
15 ¢
16 a, ¢
17 b
18 a
19 d
20 d
21 d
22 a, c
23 a, b
24 c
25 Ninguna
26 a, b, c
27 a, b
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