5. Segundo Teorema Fundamental del Calculo (.20

b
Si f es integrable en [a,b] y g es primitiva de f, se cumple /f(x)dx =g(b) — g(a).
Demostracion:
Sea P(xy, ..., x,) una particién de [a, b]. Consideramos un subintervalo cualquiera [x;_1, z;].

Al ser primitiva de f, g es derivable en [a, b]. Entonces, por el teorema de Lagrange

3¢, € [wi1, 4] /g/(fz) _ g(r;) — g(zi 1) (1)

T — T
Como ¢'(&) = f(&) v @ — 21 = Axy, de la igualdad (1) obtenemos
f(&)Ax; = g(x:) — g(wi1) (2)
Sean m; = inf f(x), M; = sup f(x), « € [x;_1,x;]. Para todo i =1,...,n se cumple
m;Az; < f(&)Ar; < M;Ax;
luego, teniendo en cuenta (2),

miAx; < g(x;) — g(xim1) < MjAz;, i=1...n (3)

Repetimos ahora la expresién (3) para cada uno de los valores de ¢ y sumamos. Obtenemos

Z m;Ax; < Z (9(x:) — g(zi1)) < Z M;Az;
i=1 i=1 i=1

donde el primero y tercer términos son las sumas inferior y superior de Darboux para la
particion P, mientras que el segundo término resulta

9(x1) — g(zo) + g(x2) — g(z1) + ... g(xn) — g(xn1) = g(b) — g(a)
Entonces tenemos que, para toda particion P,
s(P) < g(b) — g(a) < S(P)
es decir que el valor g(b) — g(a) estd acotado por las sumas inferior y superior de Darboux.

Al ser f integrable, tomando particiones P,, cada vez mas finas, las sumas de Darboux
tienden al limite comun

lim S(P,) = lim s(P,) = /f(x)dx

m—00 m—00

por lo que

/ f(x)dz = g(b) — gla)
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