2.5. Condiciones suficientes de integrabilidad (1.0s.202)

a) Toda funcién mondétona en [a,b] es integrable en [a,b].

D: Supongamos que f es mondtona creciente y f(b) > f(a) (si f(b) = f(a) la funcién es
constante y su integrabilidad inmediata). Entonces, en cada subintervalo [x; 1, z;],

m; = inf f(x) = f(x;_1)
M; =sup f(x) = f(x;)

Elegido € > 0, tomamos una particién tal que Ax; < ;, con la cual
f(b) = f(a)
n é‘ n
S(P) — s(P) = (M; —m;) Az < ————— (M; —m;) =
2 0~ Fa) 2

=1

[f(zn) = f(en1) + f@n) = flon2) + -+ fl21) — flwo)] = ¢

€

f(b) = f(a)

luego S(P) — s(P) < e y se cumple la condicién de integrabilidad.

b) Toda funcién continua en [a,b| es integrable en [a, b)].

D: Si f es continua en [a, b, serd uniformemente continua en [a, b, por lo que dado un
e > 0 cualquiera, existird un ¢ tal que, para x,z’ € [a, b] se cumple

72| <0 = |f(@) = f&)] < 7— 1)

Sea P(xg,x1,...,T,) una particién de [a, b] tal que Az; < §. Como f es continua, en cada
intervalo [z;_1, z;] alcanzard valores maximo y minimo, es decir m; = f(z},) y M; = f(x))
para ciertos z, x! de [z;_1,x;].

EBad)
Entonces, al ser z; — x;—; = Ax; < 6, se cumplird x; — z! < d; luego, debido a (?7?),

€

M —m; = |M; —my| = |f(x]) — f(x)] < b—a

Por tanto, para la particion P, se cumple

S(P)—s(P) =Y (M —m;) Az, < bfa ZAxi:bia(b—a):g

i=1 =1

con lo que se cumple la condicion de integrabilidad.

c) Toda funcién continua a trozos en [a,b] es integrable en [a,b].

Decimos que una funcién es continua a trozos si tiene un nimero finito de puntos de
discontinuidad, existen en ellos limites laterales y son finitos.

D: Puede verse en J. Burgos, 296.
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