Tema 6

Integracion Definida

6.1 Sumas de Riemann e integral definida

Supongamos que estamos interesados en calcular el area que se encuentra
bajo una curva y = f(z) en un intervalo [a, b] (para simplificar, consideremos
el caso en el que f es positiva). Una forma sencilla de aproximar dicha drea
es dividir el intervalo [a,b] en pequenos subintervalos y sumar las dreas de
los rectangulos que tienen por base los subintervalos y por altura el valor de
la funcién f en un punto de dicho subintervalo (véase la figura 6.1). Cuanto
mas pequena sea la base de los rectangulos mejor serd la aproximacion.

'y

Figura 6.1: Aproximacién de un area por rectangulos

Para precisar un poco la idea que acabamos de exponer, vamos a intro-
ducir algunos conceptos.

Definicién 6.1.1 Dado un intervalo cerrado [a, b] de IR, se llama particién
de [a,b] a cualquier conjunto finito P = {zg, x1,...,2,} de puntos de [a, b
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2 TEMA 6.

tal que a = 29 < 1 < -+ < x, = b. Se denotard por Pla,b] al conjunto de
todas las particiones de [a, b].
Se dice entonces que [ry_1, k] es, para k = 1,2,...,n, el subintervalo

k-ésimo de la particién y llamamos amplitud del subintervalo a Az, =

T — Tp_1. Se llama didmetro de la particion a la mayor de las aplitudes, es
decir, |P| = max{Axy,...,Az,}.

Definicién 6.1.2 Sean P;, P, € Pla,b]. Se dice que P, es mas fina que P,
si Py C P, (es decir, P; tiene los puntos de P; y, posiblemente, més).

Podemos dar ahora una definicién precisa del area sumada por los rec-
tangulos.

Definicién 6.1.3 Sea f : [a,b] C R — IR una funcién acotada y sea
P = {x¢,x1,...,2,} € Pla,b]. Se llama suma de Riemann de la funcién
f relativa a la particion P, a

n

S(P) =7 f(tx)Axy,

k=1

siendo ¢;, un punto arbitrario de [zy_1, %] (K =1,...,n).

Observacion 6.1.1 Para una misma funcién f y una misma particion P,
podemos obtener distintas sumas de Riemann, segtin la eleccién de los puntos
tr € [Tr—1, k] que se haga.

Figura 6.2: Interpretacién geométrica de la suma de Riemann

El problema inicial de calcular el drea bajo una curva positiva y = f(x)
podemos resolverlo ahora calculando las sumas de Riemann para particiones
cada vez mas finas. Si cuando el didmetro de la particion tiende a cero la
suma de Riemann tiende a un nimero real habremos obtenido el area bajo
la curva (si ésta es positiva) y diremos que la funcion es integrable.
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Definicién 6.1.4 Una funcién f : [a,b] C IR — IR acotada se dice inte-
grable en el sentido de Riemann o Riemann-integrable en el intervalo
[a,b], si existe un ndmero real A verificando que para todo ¢ > 0 existe
P. € Pla,b] tal que para cualquier P € Pla,b] mds fina que P. se tiene que
|S(P) — Al <e.

En ese caso se dice que A es la integral de Riemann de f en [a,b] y
se representa por

A:/abf(x)dx

Al conjunto de todas las funciones que son Riemann integrables en [a, 0]
se le denota por R|a, b].

Observacién 6.1.2 En la definiciéon anterior, decir que A es la integral de
Riemann de f en [a,b] es equivalente a decir que

A= lim S(P)

|P|—0

donde P € Pla,b], si este limite existe.

Como no es facil determinar a priori si una funcién es Riemann integrable
o no teniendo sélo en cuenta la definicién vamos a enunciar el siguiente resul-

tado en el que representamos el conjunto de las funciones continuas en |a, b|
por Cla, b].

Teorema 6.1.1
fella,bl = f € Rla, ]
Es decir, todas las funciones continuas en [a, b] son Riemann integrables

en [a, b].

6.2 Propiedades de la integral definida

A continuacién mencionaremos algunas propiedades de la integral definida
que nos seran utiles en el calculo de las mismas.
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Linealidad:
Sean f,g € Rla,b] y a, f € R. Entonces (af + Bg) € Rla,b] y

/ab(af(sc) + Bg(z))dx = oz/abf(a:) dx + 5/:9(;(;) dx

Aditividad:
Sean f € Rla,b] y ¢ € (a,b). Entonces f € Rla,c], f € Rlc,b] y

[ i@y de= [ @) dot [ @) o

Monotonia:
Sean f,g € Rla,b], f(x) < g(z) para todo x € [a,b]. Entonces

b b
/ f(z) dzx §/ g(x) dx
En particular, si f € Rla,b] y f(z) > 0 para todo z € [a, b], entonces
b
/ f(z)dx >0

Valor absoluto de la integral:
Sea f € Ra,b]. Entonces |f| € R|a,b] y se tiene que

[ @y s < [ 17z

Otras propiedades relacionadas con los limites de integracion:
Sea f € Rla,b] (a < b). Entonces

/aaf(x)dx—(), /baf(x)dx——/abf(z)dx

6.3 Teorema de la media

Cuando tenemos n valores reales z1, ..., x,, resulta muy sencillo calcular su
valor medio (x1 + -+ + x,)/n, que viene siendo el resultado de repartir por
igual la suma de los n valores entre todos. ;Qué podriamos entender por el
valor medio de una funcién f : [a,b] C IR — IR en el intervalo [a, b]? Pues,
siguiendo la linea argumental anterior (por simplicidad pensemos en el caso
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de una funcién positiva f > 0), el drea bajo la curva sustituirfa a la suma de
los n valores y la longitud del intervalo al nimero de valores, de modo que
el valor medio serfa ([’ f(x)dz)/(b — a), valor constante que tendrfa bajo si
el mismo drea que la funcién f (véase figura 6.3).

Definicién 6.3.1 Sea f € Rla,b]. Se llama valor medio de f en [a,b] al

valor
1

b
— /a f(z) dx
En relacion al concepto de valor medio se tiene el siguiente resultado,
conocido como teorema de la media o también como teorema del valor
medio del calculo integral.

Teorema 6.3.1 (de la media)
Sea f : ]a,b] C R — IR y sean m = inf{f(z)/x € [a,b]}, M =
max{f(z)/x € [a,b]}.
1. Si f € Rla,b|, entonces existe n € [m, M] tal que
b
| f@) de=n(o—a)

2. Si f € Cla,b], entonces existe & € [a,b] tal que

[ 1) dz = 50— 0

0 =)

a b* “a = b*

Figura 6.3: Teorema de la media

Observacién 6.3.1 El teorema anterior significa que el area bajo la curva
(en el caso f > 0) es igual a la que hay bajo el valor medio (es decir, bajo la
recta y = 1) y ademds, si la funcién es continua, el valor medio es la imagen
por f de un cierto valor £ € [a, b] (véase figura 6.3).
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6.4 Teorema fundamental del Calculo Inte-
gral. Regla de Barrow

El siguiente teorema demuestra que existe una estrecha relacion entre la
integracién y el cdlulo de primitivas (y de ahi que se hable de integral in-
definida a la hora del calcular las primitivas de una funcién y se utilice el
mismo simbolo para la integral definida y la integral indefinida, pese a que
se definen de forma muy diferente).

Teorema 6.4.1 (Fundamental del Calculo Integral)
Sea f € Rla,b|. Si definimos F : [a,b] C IR — IR de modo que

z € [a,b] — F(x) :/mf(s) ds
entonces se verifica que
1. F € Cla,b]

2. Si [ es continua en xo € [a,b] entonces F' es derivable en xq y se tiene

F'(z0) = f(0).

Observacién 6.4.1 El teorema anterior nos dice que si f es continua en
[a, b], entonces F' es una primitiva de f.

Otro teorema muy importante en el cdlculo integral es el siguiente, que
nos permite calcular una integral definida si conocemos una primitiva del
integrando.

Teorema 6.4.2 (Regla de Barrow)
Sea f € Rla,b] y supongamos que F es una primitiva de [ en [a,b].
Entonces

dx

1+ 2?2
1/(1 + 2?%), aplicando la regla de Barrow obtenemos que

1
Ejemplo 6.4.1 Calculemos / . Como arctan z es una primitiva de
0

/1 du tan 1 — arctan 0 =
—= arctan 1 — arctanv = —
o 1+ 22 4
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6.5 Integracién por partes y cambio de varia-
ble en integrales definidas

Los métodos de integracién por partes y de cambio de variable que habiamos
visto en el tema 5 (para el clculo de primitivas), son aplicables al célculo de
integrales definidas sin més que aplicar la regla de Barrow. Asi tenemos los
dos resultados siguientes:

Teorema 6.5.1 Sean u,v : [a,b] C IR — IR dos funciones continuas con
derivada continua en |a,b]. Se verifica que

Observacién 6.5.1 Si usamos la notacién du = u'(x)dz, dv = v'(x)dz y
[uv]z = u(b)v(b) — u(a)v(a), el resultado anterior puede escribirse de la si-
guiente forma mas abreviada

b ) b
/udv:[uv]a—/vdu

w/2
Ejemplo 6.5.1 Calculemos / rcosx dr.
0
Si para integrar por partes, tomamos u = x y dv = cosx dx, resulta que

du = dx y v =senz, por lo que

/2 /2
/ T COST d:c:[:csenx]g/2—/ sen x dx:g—[—cosx]g/ng—l
0 0

Teorema 6.5.2 Sea f : [a,b] C IR — IR una funcion continua y sea
¢ le,d] — [a,b] continua y con derivada continua tal que [a,b] = ¢([c,d]),
a=¢(c), b= ¢(d). Entonces se verifica que

b d
| f@) da = [ fo@)@) at

Observacién 6.5.2 Podemos utilizar la siguiente regla para recordar el teo-
rema anterior: si el cambio de variable es © = ¢(t) entonces dx = ¢'(t)dt vy,
por tanto, f(z) = f(¢(t))¢'(t)dt. Ademds, como tenemos que a = ¢(c) y
b= ¢(d), resulta que = a cuando t = ¢ y x = b cuando ¢t = d, y los limites
de integracion deben de transformarse del mismo modo.
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w/2
Ejemplo 6.5.2 Calculemos / T
. ' 0o l+4sen?x
Si hacemos el cambio de variable sen x = t, obtenemos que cosz dx = dt

yecomox=0=t=0,x=mn/2=1t=1, resulta que

/2 cosx dx L dt T
/ ittt —arctanl — arctan(0 = —
0o 1+sen?zx 0o 1+1¢2 4

6.6 Aplicaciones de la integral definida

La aplicacion més inmediata de la integral definida es, como ya hemos co-
mentado en alguna seccién anterior, el calculo del area bajo una curva.
Asi, el drea comprendida entre la curva y = f(x) (con f > 0), el eje Ox
(y = 0), y las rectas verticales z = a y x = b, viene dada por la expresién

A:/:f(x) dx

Si la curva y = f(x) no estd siempre sobre el eje Ox, habré que tener en
cuenta que en aquellos tramos en los que f < 0, el darea viene dada por la
integral cambiada de signo, es decir, si f(x) < 0 para x € [c,d], entonces el
area comprendida entre la curva y = f(z), y =0, x = ¢y x = d viene dada
por

A:—/Cdf(x) dx

De las consideraciones anteriores se deduce que, en general, si queremos
calcular el drea entre una curva y = f(z) (que puede cambiar de signo en el
intervalo [a,b]), y =0, x = a y x = b, ésta viene dada por la expresion

A= [ 1f@ldr

para cuyo calculo serd necesario conocer previamente los puntos de corte de
la curva y = f(x) con el eje y = 0, es decir, los puntos donde y = f(x)
cambia de signo.

Ejemplo 6.6.1 Calculemos el drea comprendida ente la curva y = xsenx,
el eje Oz y lasrectas c =0y z = 7.

Puesto que tanto x como sen x son positivos entre 0 y 7, tenemos que el
area buscada viene dada por

A:/Wxsenx dz
0
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Integrando por partes y tomando u = z, dv = senz, obtenemos que
du = dr y v = —cosx, por lo que

A= [—:ccosx]g+/ cost dr = —mcosT+0+senm —sen0 =7
0

Ejemplo 6.6.2 Calculemos el area comprendida entre la curva y = senz, el
eje Ox y las rectas x =0y x = 2.

Puesto que senz > O entre xt =0y xz =7, ysenx < Oentrez =7y
x = 27 (es decir, y = senx cambia de signo en z = 7), obtenemos que el
area buscada es

A

2m ™ 2w
/ | sen z|dx = / senz dr — / senz dx
0 0 s

= —cosm + cos0 — (—cos(2m) + cosm) =4

2
Obsérvese que / senx dr = 0 no nos da el area entre la curva y el eje
0

Oz.
Si queremos calcular el area comprendida entre dos curvas, habrémos

de tener en cuenta los puntos de interseccién de ambas. Por situarnos en un
caso sencillo, supongamos que tenemos dos funciones f, g : [a,b] C R — R

tales que f(a) = g(a), f(b) = g(b), f(x) > g(x) para todo x € [a,b] y fy g
no tienen mas puntos de intersecciéon que x = a, x = b (véase figura 6.4). En
este caso, el drea comprendida entre y = f(z) e y = g(z) es

A= [1f@) ~ g(w)dr
y = f(O

y = g(x)

Figura 6.4: Area comprendida entre dos curvas
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En general, si las curvas tienen mas de dos puntos de interseccion, habra
que considerar los subintervalos en los que una de las curvas esta sobre la
otra y viceversa, teniendo en cuenta los cambios de signo. Esto se puede
resumir diciendo que dadas dos curvas y = f(z) e y = g(x), si su punto de
interseccién “maés a la izquierda” es x = a, y su punto de interseccién “mas a
la derecha” es x = b, entonces el area comprendida entre ambas curvas viene
dada por

A= [ 1f@) - g(w)ldr

Ejemplo 6.6.3 Calculemos el area comprendida entre las curvas y = /x+2
ey=a>+2.

En primer lugar calculamos los puntos de corte de ambas curvas. Para
ello resolvemos la ecuacion

Vi+2=2’4+2e Vr=2> =2
sr'-r=0&z"-1)=0

que tiene por soluciones x = 0y = 1. Asi, los puntos de corte son el (0,2) y
el (1,3). Puesto que para z € [0, 1] claramente tenemos que \/z +2 > 2%+ 2
(compruébese, por ejemplo, para z = 1/2), el drea entre ambas curvas vendra
dada por

1 1

A :/ [\/5+2—(x2+2)}dx:/(\/§—x2)dx
0 0
e )21
103 3], 3 3 3

es decir, el area buscada es A =1/3.

Ejemplo 6.6.4 Calculemos el drea comprendida entre las curvas y = f(z) =
?—x+ley=g(x)=2%—-32* +2z+ 1.
Para calcular los puntos de corte de ambas curvas resolvemos la ecuacion

fl@)=g(z) ©*—ax+1=2"-3"+2+12° -4’ +32=0
S —4r+3) =0 2(r—1)(z-3)=0

que tiene por soluciones x = 0, x = 1 y x = 3, por lo que los puntos de corte
son (0,1), (1,1) y (3,7). Se comprueba facilmente que g(x) > f(x) para
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€10,1] y f(z) > g(z) para z € [1, 3], por lo que el drea buscada es
:/ |2° —32® +224+1— (2" — 2+ 1) |dx—/ |2° — 42* + 3z|dx

3
:/ (2% — 42? —|—3x)dx—/ (z® — 42 + 37)dw
1

= x x? 2t 43 322
—[z—? h—[z—?+ﬂl
_1_%+§_0_|:§_@+2_7_1+é_§]:3_7
4 3 2 4 3 2 4 3 2 12

Hemos obtenido, por tanto, que el drea entre ambas curvas es A = 37/12 (las
unidades vendran especificadas por las de los datos del problema).

Ademas de las formulas anteriores para el calculo de areas, se puede
utilizar la integral definida para el calculo de muchas otras magnitudes. Como
ejemplo (y sin d4nimo de ser exhaustivos) senialaremos aqui las siguientes:

La longitud de una curva y = f(z) entre x = a y = = b viene dada

por
L:/a V14 (f(2))? do

El volumen de un sélido de revolucion obtenido al hacer girar la
curva y = f(x) (f > 0) entre = a y = b alrededor del eje Oz viene dado
por

Vzw/j(f(x))2 dx

La superficie lateral del sélido de revolucion indicado en el parrafo
anterior viene dada por

—27r/f Vit (@) da

También se puede utilizar la integral definida para el cdlculo de magni-
tudes fisicas como el momento de inercia, el centro de masas, etc. El alumno
puede completar informacién sobre este punto en particular y sobre el tema,
en general, en cualquiera de los libros recomendados en la bibliografia.



