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Objetivo de estos apuntes

El presente texto se propone ser una ayuda para los estudiantes de la asignatura Célculo
Infinitesimal 2.

Contiene las ideas fundamentales que se exponen en las clases de teoria, acompanadas de
ejemplos resueltos y ejercicios propuestos. Al recoger una parte importante del contenido de
dichas sesiones, permite dedicar mayor atencién a la explicacion, facilitando asi la comprension
de la materia. Los ejemplos resueltos y los ejercicios propuestos facilitan asimismo el estudio
personal posterior.

Estos apuntes pretenden ser un apoyo a las clases, pero no sustituirlas. En el aula se desa-
rrollan y comentan las ideas aqui contenidas, se relacionan conceptos, se resuelven ejercicios y
se dibujan algunos graficos que complementan los apuntes. Por ello se recomienda vivamente la
asistencia a clase para facilitar el dominio de la materia. En la medida de lo posible, es deseable
una lectura de los apuntes previa a las clases, que ayude a conocer con antelacién los principales
aspectos del tema que se va a tratar.
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Tema 1. Integracion sz

1. Primitiva de una funcion

1.1. Definicién

Sea f: I — R. Se dice que F': I — R es una primitiva de f en I si F' es derivable en I y se
cumple F' = f. En ese caso escribimos

Flz) = / F(a)da
Si F' es primitiva de f, seran primitivas las funciones F + K, VK € R y s6lo ellas. En efecto:

a) Si I es primitiva de f
(F+K)=F=Ff

luego F' + K es primitiva de f.
b) Si G es también primitiva de f, es decir G’ = f, entonces
G-F)=G ~-F=0=G-F=K=G=F+K

luego G es de la forma F + K.

1.2. Funciones discontinuas con primitiva

Veremos més adelante que toda funcién continua tiene primitiva. Pero existen funciones
discontinuas que tienen también primitiva. Por ejemplo, la funciéon

1
r?sen—, z#0
x

flz) =
0, z=0
tiene como derivada fuera del origen a f'(z) = 2z sen; — cos 2 En el origen aplicamos la
definicion de derivada, obteniendo
r?sen— — 0 1
1'(0) = :}:li%x——x() = glﬁig(l)xseng =0

luego f es derivable también en z = 0. Sin embargo, la funcién derivada

1 1
, 2esen— —cos—, = #0
f'(x) = x x
0, =0

no tiene limite cuando x — 0. Es decir, f’ es discontinua, pero tiene como primitiva a f, V.
Luego existen funciones discontinuas que tienen primitiva.

Ejercicio. Estudia si se puede aplicar lo anterior a la funcion

1
3
fla) = z° o8 —, x#0
0, =0
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1.3. Condicion necesaria para la existencia de primitiva

Acabamos de ver que existen funciones discontinuas con primitiva, lo que no significa que
cualquier funcion discontinua la tenga. Veremos a continuacién que es condicion necesaria para
que una funcion tenga primitiva en I que no tenga discontinuidades de salto en I.

Demostracion. Vamos a considerar una funcion derivable f, que sera por tanto primitiva de
su funcién derivada. Estudiaremos la continuidad de f’.

En primer lugar recordamos lo visto en “La derivada como limite de derivadas” (Célculo Infini-

tesimal 1, tema IV, apdo. D.5):

Sea f : I — R, definidaen I = [a,a+0). Si f es continua en I, derivable en I'\{a} y 3 lim, f'(x),
T—a

entonces f es derivable en at y se cumple

fla®) = lim f'(x)

z—at

(y la afirmacién correspondiente para a™).

Es decir que, si la funcién f’ tiene algun limite lateral en a, la derivada lateral correspondiente
de f en a tendra el valor de dicho limite.

Por lo tanto, si una funcién f es derivable en I, en cada punto de I existira la derivada, que
coincidira con las derivadas laterales en dicho punto

Vo € 13 f'(wo) = f'(ag) = f'(x0)
y tenemos dos opciones:

a) Vzo € I existen los limites laterales de f’(z), que deben coincidir con las derivadas laterales,
por lo que coinciden entre si y la funcién f’ es continua en I.

b) En algin punto de I no existe alguno de los limites laterales, con lo que f’ tiene en dicho
punto una discontinuidad de 2* especie.

Pero no puede ocurrir que existan limites laterales distintos pues serian iguales a las respectivas
derivadas laterales, que coinciden.

Asi pues, si una funcién es derivable, su derivada puede ser discontinua en algiin punto, porque
no exista algun limite lateral; pero no puede tener discontinuidades de salto (limites laterales
distintos). Por lo tanto, si una funcién tiene en un punto ¢ € I una discontinuidad de
salto, podemos asegurar que no tiene primitiva en I.

Ejemplo. La funcién continua

0, 0<x<1
Flz)=<x—1, 1<z<?2
20 —3, 2<x<3

es primitiva de y = E(x) (funcién Parte Entera) en los intervalos (0,1),(1,2) y (2,3). Pero
acabamos de ver que E(x) no posee primitiva en los puntos en que tiene discontinuidad de salto.

Efectivamente, la funciéon F' no es derivable en = 1 y x = 2, los puntos de discontinuidad de
E(z), lo que esta de acuerdo con lo afirmado por la condicién necesaria.

Ejercicio 1. Dada f, derivable, jqué podemos afirmar de la continuidad de f? ;y de f'?

Ejercicio 2. Sea la funcién Parte Decimal en el intervalo [0,3]. Calcula su primitiva en los
intervalos en que dicha primitiva exista.
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2. La integral de Riemann

2.1. Particion de un intervalo

Dado un intervalo I = [a, b], lo dividimos en n partes (iguales o distintas), intercalando n — 1
puntos entre a y b. Se llama particion al conjunto de puntos

P(mo,xl...xn)/a:x0<x1<:c2<...<xn:b

Relacién entre particiones. Sean Py P’. Si todo punto de P estd en P’, se dice que P’ es
maés fina que P o que P estd contenida en P’ (P C P’).

Se llama diametro de P a la longitud de la mayor de las n partes en que se divide I:

§(P) =méx(z; —x;—1), i=1,2,...n

La longitud de cada parte (o subintervalo) suele denotarse como Az; = x; — x;_;.

Ejercicio. Comprueba que la relaciéon C entre particiones de I es de orden parcial.

2.2. Sumas de Darboux

Sea f, acotada en I = [a, b]. Sea una particiéon P de I. En cada subintervalo [z;_1, z;] llamamos
M; al supremo y m; al infimo de los valores de la funcién:

M; =sup f(x), m;=1inf f(z), x € [ri1,Ti]iz12, 1
Llamamos M y m respectivamente al supremo y el infimo de f en todo el intervalo:
M =sup f(z), m=1uf f(x), x € [a,]
Entre los extremos de f en cualquier subintervalo y en el intervalo I se da la relacién:
m<m;, <M, <M, 1=12...,n

de donde, multiplicando cada término por Ax; y sumando para i = 1,2,...,n, obtenemos

n

i=1 =1 =1 i=1

En el primero y cuarto términos, sacamos factor comtin a m y M, y sumamos los Ax;, obteniendo
respectivamente m(b — a) y M (b — a).

Los términos segundo y tercero (suma de los productos de las longitudes de los subintervalos por
los valores extremos de f en ellos), se llaman respectivamente suma inferior y suma superior
de Darboux para la particién P del intervalo I.

s(P) = i m;Ax;| ;5 |S(P) = i M;Ax;
i=1 =1

y la desigualdad (1) se convierte en

m(b—a) <s(P)<S(P)<M(b—a) (2)

que se cumple para toda particion P de [I.
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Propiedades. Las sumas de Darboux cumplen las propiedades siguientes (la primera es inme-
diata y se demuestra la tercera):

a) Sy s estdn acotadas (superiormente por M (b — a), inferiormente por m(b — a)).
b) Al tomar una particiéon P’, més fina que P, la suma superior decrece y la inferior crece:

PcC P = S(P)>S8(P), s(P)<s(P)

c) Cualquier suma superior es mayor o igual que cualquiera inferior
VPl,P2 =54 S(Pl) 2 8(P2)

D: Definimos P = P, U P, con lo que P, C Py P, C P. Entonces, aplicando la rela-
cién (2) (entre s(P)y S(P)) y la propiedad b) (entre sumas correspondientes a distintas
particiones), resulta

S(P)) > S(P) > s(P) > s(P) = S(P1) > s(P), VP, P,

En la figura 1, las dreas de los rectangulos que contienen el area bajo la curva por exceso y por
defecto representan las sumas de Darboux superior e inferior, respectivamente.

F ()] :

fla) |-

a X1 X2 X3 e b

Figura 1: Sumas de Darboux.

2.3. Funcion integrable segin Riemann

Tomamos ahora particiones Py, Ps, ..., P, cada vez méas finas, de modo que 6(P,,) — 0
cuando m — oo. Obtendremos dos sucesiones de sumas de Darboux {S,,} v {sm} v, aplicando
la propiedad b), se cumplira:

- Las S, forman una sucesion decreciente acotada inferiormente, luego convergen a un limite
S, que se llama integral por exceso de f en I.

- Las s,, forman una sucesion creciente acotada superiormente, luego convergen a un limite
s, que se llama integral por defecto de f en I.

(m es el subindice de las distintas particiones y las sumas de Darboux correspondientes, por lo
que no representa el nimero de puntos. Pero, si m — 0o, el nimero de puntos también lo hace).

Decimos que f es integrable segiin Riemann en [ si y sélo si S = s. En este caso a ese valor
comtn se le llama Integral definida de Riemann de f en [a, b]:

- / ’ Ha)de
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A partir del proceso seguido, observamos que, si f tiene signo constante entre a y b, el area
comprendida entre la curva y = f(z), las rectas x = ay x = b y el eje x es:

AL =I(sif >0); A'=—I(sif<0)

a p—
Si f no tiene signo constante, la integral nos da el valor del area neta, en la que las partes por

encima del eje x tienen signo positivo y las situadas por debajo, negativo.

Ejercicio. a) Demuestra que y = E(x) es integrable en [5/4,7/4]. b) Demuestra que la
funcion de Dirichlet no es integrable.

2.4. Condicion necesaria y suficiente de integrabilidad

La condicion de integrabilidad enunciada consiste en que, al tomar particiones cada vez mas
finas, coincidan los limites de S,, y s,,, 0 que el limite de su diferencia sea nulo.

lim S, = lim s,, = [ = lim (S, — s,,) =0

n—oo n—o0 n—oo

Podemos expresar lo anterior diciendo que la diferencia entre los términos respectivos de ambas
sucesiones se haga tan pequena como queramos, si la particién es suficientemente fina, es decir

Ve>03P/S(P)—s(P)<e

(para cualquier particién mas fina que P, se cumplird la misma condicién).

Teniendo en cuenta las expresiones de ambas sumas, vistas en 2.2,
n n

s(P) = Z m;Az; ; S(P) = Z M;Ax;
i=1 i=1

llegamos a la condicién buscada: Fs condicion necesaria y suficiente para que una funcion f,
acotada en [a,b], sea integrable en |a,b] que

Ve >0,3P /| S(P)—s(P) = i (M; —my)Az; < e

i=1

siendo M; = sup f(x), m; = inf f(z), © € [xi—1, Ti|iz12. 0

2.5. Condiciones suficientes de integrabilidad

Tres casos particulares en los que se cumple la condicién anterior son los siguientes (puede
verse la demostracién en un documento de apoyo):

a) Toda funcién mondtona en [a, b] es integrable en [a, b]. Ejemplo: la funcién Parte Entera.
b) Toda funcién continua en [a, b] es integrable en [a, b]. Ejemplo: la funcién Seno.

c) Toda funcién continua a trozos en [a,b] es integrable en [a,b]. Ejemplo: la funcién Parte
Decimal (f es continua a trozos en [a,b] si tiene en [a,b] un nimero finito de puntos de
discontinuidad, en ellos existen los limites laterales y son finitos).

Ejercicio. Encuentra ejemplos de funciones integrables en un intervalo [a,b] € R: a) continua
no mondétona; b) mondtona no continua; ¢) continua y monétona; d) no monétona ni continua.
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2.6. Propiedades de la integral de Riemann

a) Sea f integrable en [a,b], a < b. Se define

a b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx| de donde se obtiene
b a

(A%ﬂxmx:o

b) Sea f integrable en [a,c| y en [c,b]. Entonces f es integrable en [a,b] y su integral es la

suma de las integrales.
b c b
/ f(x)dx—/ f(x)dx—i—/ f(z)dz

La aditividad respecto al intervalo se cumple también aunque ¢ no esté entre a y b. En
efecto, sea f integrable en [a, 8] y sean a,b,c € [a, (] /a < b < c. Entonces:

l%@m:l%@m+l?mwﬁf—f:§[:4ﬂZb

c) Sean f, g integrables en [a, b]. Se cumple:

- La combinacion lineal de f y ¢ es integrable en [a, b]. Su integral es la combinacién lineal
de las integrales.

b

b b
[ 0@+ pg@)dz =2 [ o+ [ glarde| (e R

- El producto es integrable en [a, b].

- Sig(z) #0, Vx € [a,b], entonces el cociente | f/g| es integrable en [a, b].

- Si f(x) < g(x), Vo € [a,b], entonces

/a ' fla)dr < / ' gla)da

d) Si f es integrable en [a, b], su valor absoluto |f| también lo es y se cumple

[3@@

3. Teorema de la media

< [ @las

Sea una funcion f, continua en [a,b]. Se cumple:

b
3¢elatl/ |79 == [ f

Interpretacién grafica. Existe un valor de f que, multiplicado por la longitud del intervalo,
nos da el drea neta bajo la curva (ver fig. 2.a, donde se utiliza ¢ en lugar de &).
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Demostracién. Al ser f continua en I = [a,b], se cumple que: 1) alcanza en I un maximo
M y un minimo m (Weierstrass) y 2) es integrable en [ (condicién suficiente de integrabilidad).
Entonces existe la integral de f entre a y by resulta (apdo. 2.2)

m(b—a)g/f(x)deM(b—a)ﬁmgﬁ/f(x)dxﬁM

La expresion acotada entre m y M es un valor comprendido entre dos que toma la funcién. Por la
propiedad de Darboux del valor intermedio, si f alcanza los valores M y m, alcanzara cualquier
valor comprendido entre ambos, es decir

3¢ e latl/ 1O = [ fa)da

Ejemplo. Sea f(z) = 2? — 1, z € [1,3]. Suponiendo conocida la regla de Barrow (4.3), obte-
nemos el valor &:

3
fo=e-1=3t [w-na=1 (5 -0) =P == ViR
1

Ejercicio. Calcula £ en [1,3] para f(z) = 2z + 1, justificando gréficamente el resultado.

f1b) J1b)

J

fl@) fla)

Figura 2: a) Teorema de la media. b) Funcién integral.

4. Primer Teorema Fundamental del Calculo.

4.1. Funcién integral

Sea la funcién f, integrable en [a,b]. Como hemos visto, el drea neta limitada por la curva
y el eje de abscisas entre dos puntos se obtiene calculando la integral de f entre dichos puntos.
Por otro lado, el area entre el extremo a del intervalo y un punto cualquiera x, serd funcién del
valor de z. Definimos entonces la funcion integral

Py = [ sl
que nos da el valor del drea neta desde el extremo del intervalo hasta el punto z (fig. 2.b).

Continuidad. La funcién integral es continua en [a, b]. Para demostrarlo, veamos que cumple
la condicién de continuidad en un punto cualquiera zy del intervalo.

F(x):/;f(t)dt:/jof(t)dwr/x:f(t)dt:F(xo)qL/xjf(t)dt
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El segundo sumando esté acotado, pues (apdo. 2.2)

m(z — xzg) < /fﬂ f(t)dt < M(x —xzg), m=nf(f), M =sup(f), t € [a,b

Si ademés x — x(, ambas cotas tienden a 0, con lo que la integral tiende también a 0. Entonces,
tomando limites, resulta

lim F(z) = lim (F(xo) + /; f(t)dt> = F(xg), Vg € [a,]

Tr—xQ Tr—T0

por lo que F(x) es continua en |a, b].

4.2. Teorema

Si f es continua en [a,b], F' es derivable en [a,b] y se cumple F' = f.

luego la funcién integral F' de una funcién continua f es primitiva de f.

Demostracién. Para calcular F'(z), obtenemos primero AF'.

Fath)— Py = [ fydt - / = [ fode+ / “wa= [ ot

a

Dividiendo entre h y aplicando el teorema de la media,

Flx+h)—F(x) 1 wth

A “n ) f)dt = f(§), &€ lv,v+h]

Si ahora hacemos que h tienda a 0, x + h tendera a x, por lo que también & tendera a x, al estar
comprendido entre z y x 4+ h. Pero, al ser f continua, si £ — x, entonces f(§) — f(x).

Asi pues, tomando limites, resulta

i LEEN ZE@) v = f) = [F@) = 1)

h—0 h E—a

Como consecuencia de este teorema, toda funcién continua tiene primitiva. Pero dicha primitiva
no tiene necesariamente que estar formada por un niimero finito de términos: puede ser una serie
de potencias, como veremos en el T. IV.

4.3. Corolario. Regla de Barrow

Si f es continua en [a,b] y g es primitiva de f, entonces

b
t/f@Mm=mw—ﬂ®

Demostracién. Al ser f continua, tiene como primitiva a su funcién integral F'. Por hipdtesis
b )
g es también primitiva de f. Entonces, la diferencia de ambas serd una constante, con lo que

F(r) —g(z) = K = F(b) — g(b) = F(a) — g(a) = 0 —g(a)

pues F(a) = / f(z)dx = 0. Por lo tanto

FO) = [ $(@)dz = 9(t) - 9(0)
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Ejemplo. Obtenemos la funcién integral de la funcién coseno en [0, 27] y calculamos el area
limitada por la curva y OX entre x; = 7/2 y x5 = 37/2.

T
F(x) :/ costdt = sent‘z)C =senz —sen( = senx
0

3z s
2 2

mdm:sen3z—senﬁz—1—1:—2:>/l =|-2| =2
2

2

jus
2

Wl

Como el coseno es negativo entre m/2 y 37/2, el drea es el valor absoluto de la integral.
Vemos que el drea neta entre dos puntos es la diferencia entre los valores de F'(z) en ambos.

c c b
Este resultado era de esperar, pues / f(z)dx = / f(z)dx — / f(z)dz = F(c) — F(b).
b 0 0

Ejercicio. Si I = [0,7/4], obtén la funcién integral y el drea comprendida entre los extremos:

a) fi(z) =32% (Fi(z) =23 A; =7%/64); b) fo(z) =tanz (Fp(z) = —Incosz, Ay =Inv/2).

5. Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Si f es integrable en [a,b] y existe g / ' = [, entonces

b
/ f(@)dz = g(b) — g(a)

Este teorema puede considerarse una generalizacion de la Regla de Barrow, pues permite calcular
la integral de f entre a y b como diferencia de los valores de una primitiva suya g en dichos puntos.
Pero ahora solo se pide que f sea integrable y tenga primitiva, lo que no exige que f sea continua
(ver apdo. 1.2). El teorema se demuestra en un documento de apoyo.

6. Integrales impropias

Hemos obtenido la integral definida para funciones acotadas en intervalos cerrados, por tanto
compactos. Si el intervalo no es compacto o f no estd acotada en él, llamamos impropias a esas
integrales y las resolvemos con un paso al limite. Es decir, calculamos el limite del valor de la
integral cuando uno de los extremos de integracion tiende a infinito o bien al punto en que f no
estd definida (tomaria valor infinito).

Ejemplo. Calculamos la integral de f(z) = 1/2% a) entre 0 y 1; b) entre 1 e oo.

Ldx i Ldx i 1t i 1

a) — =lm | w=lim ——| =lm(-1+-) =+oc0
0o a—0 a T a—0 T la a—0 a
>d " d 1t 1

b)/ 5 = Jim [ 55 = Jim ——| :h’m<———|—1):1
1 xT b—o0 1 T b—oco Il b—o0 b

El resultado de b) se puede interpretar geométricamente diciendo que el tridngulo mixtilineo
determinado por la curva y el eje x a partir de x = 1 tiene perimetro infinito, pero area finita.
En cambio, en el caso a) tanto el drea como el perimetro de la figura son infinitos.

Ejercicio 1. Integra f(z) =1/y/x: a)entre 0y 1 (I =2); b) entre 1 e co (I = o0).
Ejercicio 2. Calcula la integral de a) f(x) = €* entre —co y 0 (I = 1); b) g(z) = Inz

entre 0 y 1 (I = —1). Teniendo en cuenta que el logaritmo neperiano es la funcién inversa de la
exponencial de z, razona si era esperable el resultado obtenido.
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7. Ejercicios de autoevaluacion

7.1. Test verdadero/falso
Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

1. Una funcién discontinua en I = [a, b] puede tener primitiva en I. Esta debe ser continua.

2. Si f: I — R tiene una discontinuidad de salto en el punto a € I, la funcién no tiene
primitiva en I. Es decir, no existe ninguna funcién F : I - R / F' = fen I.

3. Una funcién es integrable en I = [a, b] si y sélo si es continua.

4. Si f y g son integrables en I = [a,b], y se cumple f(z) < g(x), Yx € I, entonces

[ e < [ gwas

5. Si f es continua en I = [a,b], su funcién integral F' es primitiva de f en I.

6. La Regla de Barrow puede aplicarse a la funciéon Parte Entera de x.

7.2. Cuestion

Hemos obtenido el concepto de integral definida para funciones acotadas en un intervalo com-

pacto. ;Cémo procedemos para estudiar la integral de una funcién en un intervalo no acotado?
0

Apliquese a la integral impropia / €’ dx

—00

7.3. Solucién del test verdadero/falso

1. V. Una funcién discontinua en I = [a,b] puede tener primitiva en I, siempre que la
discontinuidad no sea de salto (ver apdo. 1.2). Pero si la funcién tiene primitiva, esta
sera derivable y por tanto continua.

2. V. La derivada de una funcién puede ser discontinua, siempre que la discontinuidad no sea
de salto. Entonces, si f tiene una discontinuidad de salto, no puede ser la derivada de otra
funcién, luego no tendra primitiva (ver apdo. 1.3).

3. F. Si f es continua, es integrable; pero no viceversa. Por ejemplo, la funcién Parte Decimal
y = x — E(z) es discontinua en los puntos correspondientes a valores enteros de x. Y es
integrable entre a y b, Ya,b € R (ver apdo. 2.5).

4. V. La integracion de funciones conserva el orden (ver apdo. 2.6).

(@)

. V. Es lo que afirma el primer Teorema Fundamental del Célculo (ver apdo. 4).

(@)

. F. La Regla de Barrow se aplica a funciones continuas.

7.4. Solucion de la cuestion

En estos casos obtenemos la integral definida en un intervalo cerrado, sustituyendo el extremo
no acotado por un valor genérico. Luego se calcula el limite de la expresién resultante, cuando
el extremo tiende a infinito. Si existe limite finito, la integral impropia es convergente.

o m——oo [ m——00 m——o0

0 0
/ €"dr = lim €dr= lim (€"—€")=1— lim e"=1-0=1
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Tema II. Funciones vectoriales wss.20ms

1. Introducciéon. Tipos de funciones

Hasta ahora hemos trabajado con funciones reales de variable real, es decir que tanto la
variable x como su imagen f(x) son nimeros reales

fR>R = z— f(z)

En este tema estudiaremos funciones vectoriales de variable vectorial, en las que tanto la variable

—

Z como su imagen f(Z) serdn vectores

X1 f1($1 c. .’L'n)

— —

[iR*" 5 R" = Z— f(7), siendoZ={ : », f(Z)=
Antes de estudiar el caso general, veremos dos casos particulares (el segundo de ellos en detalle):

a) Funciones vectoriales de variable real.

()

f:R—R™ Ejemplo: #(t) = { y(t) p (vector de posicién)
2(t)
b) Funciones reales de variable vectorial.
f:R* = R. Ejemplo: T(¥) = T(z,y,2) (funcién temperatura)

Nota. Un vector se puede denotar en negrita (v) o con una flecha (¢). Asimismo sus compo-
nentes se pueden escribir como fila o como columna. La primera forma suele ser méas cémoda y la

—

segunda més clara, por ejemplo al desarrollar la expresiéon de f(Z). En ocasiones convendra es-
cribirlo como columna, por ejemplo al premultiplicarlo por una matriz.

2. Espacio euclideo

En este apartado repasaremos algunos conceptos de Algebra que vamos a utilizar en el tema.
Sea R? el conjunto de las agrupaciones de p niimeros reales

]Rp:{(:pl,...,xp)/miGR;i:1,2...p}

Se demuestra que R? es un espacio vectorial sobre R. Definimos tres aplicaciones.

2.1. Producto escalar ordinario

Es una aplicacién de RP x RP — R, que asocia un numero real a cada par de vectores
Z,y € RP.

51

= (21,...,2p)

p
. :f'g:xlyl"i_"'"i_xpypzzxiyi
J= 1Y) im1

Propiedades. (Son las propiedades constitutivas de cualquier producto escalar).
a) Positividad: #-Z>0,VZ#0; 0-0=0.
b) Conmutatividad: -y =¥ &, V¥, y € RP.
c¢) Distributividad de - respecto a +: Z-(ay+52) = a(Z-9)+5(Z-2), VI, 9,2 € RP; Va, f € R.

Llamamos espacio euclideo a un espacio vectorial dotado del producto escalar ordinario.
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2.2. Norma euclidea

Es una aplicacién (también llamada médulo) de R? — R* U {0}, que asocia un ntimero real
positivo o nulo a cada vector T € RP.

17l = VE-7 = /@) + o+ (2,)?

Propiedades.
a) Positividad: ||Z|| > 0, VZ #0; |0] = 0.
b) Producto por un escalar: ||[\Z|| = |A] ||Z]|, V& € RP, VA € R.

c) Desigualdad triangular: |7+ ¢| < ||Z|| + ||¥]|, V&, ¥ € RP.

2.3. Distancia euclidea

Es una aplicacién de R? x R? — RT U {0}, que asocia un niimero real positivo o nulo a cada
par de vectores ¥,y € RP.

A&, 9) = 17— G = /(@1 — 92 + - + (2, — 1,)?
Propiedades.
a) Positividad: d(Z,y) > 0, VZ # ¢, d(Z,Z) =0.
b) Simetria: d(Z,y) = d(y, Z), VZ,y € RP.

c) Desigualdad triangular: d(Z,2) < d(Z,y) + d(y, Z), VZ,y, Z € RP.

3. Funciones vectoriales de variable real

Estas funciones son vectores de m componentes, cada una de ellas funcion de una variable,
definidas en un dominio D. El punto genérico a € D debe tener puntos de D tan préximos como
se quiera, para poder calcular el limite de f cuando x — a, luego debe ser de acumulacién de D.

fiD=R™ DCR, acDnND

Veamos que un vector tiene limite si y solo si lo tienen cada una de sus m componentes.

Demostracion. Sea Z(t) = (21(f),...,2n(t)) y sea @ = (ay,...,an). Decimos que Z tiene
limite @ (cuando t — to), si ||Z — d|| puede hacerse tan pequeno como queramos (para t suficien-
temente cerca de ty), es decir, si

|7 —d|| <e, Ve>0

Por otro lado, cada componente z,(t) tiene limite a; (cuando t — ty), si |x; — a;| puede hacerse
también tan pequeno como queramos (para ¢ suficientemente cerca de ty), es decir, si

|xj—aj| <e,Ve>0, j=1,2,....m
Estudiamos la relacién que existe entre |7 — d|| y |z; — a;].

(71 — 01)2 = |171 - a1|

|7~ ll = /Gar =@+ o — o) 2

V (ij - am)2 = |xm - am|
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Es decir
|2 —d|| > ]a;j—aj\, j=12,....m

Entonces, si t — ty, resulta que

1) Si||# —d| < € entonces |x; —a;| < ¢

m m 2
- 5
2) Si|z; — aj| < —=, ent T—dl =/ TG <y vym) =
) Si |v; — aj N entonces |7 — d| 2 (x; — a) ; ( m) <

Luego un vector 7 tiene limite @ = {a;}._ si y sélo si cada componente z; tiene limite a;.
Jj=1,....m J J

Este resultado permite reducir el estudio del limite de una funcién vectorial al de los limites
de sus componentes. Ademas, las condiciones de continuidad y diferenciabilidad se expresan en
forma de limite, por lo que una funcién vectorial cumplira estas condiciones si y sélo si
las cumple cada una de sus componentes.

3.1. Limite

Decimos que una funciéon f tiene limite ¢ en x = a si para valores de x suficientemente
proximos a a, f(x) estd de ¢ tan cerca como queramos. Es decir

lim f(z) = F+=Ve>036>0/0< |z —a| <6 = | f(z) - | <¢
r—a

Como acabamos de ver, este limite existe si existe el de cada componente, luego el limite de la
funcién vectorial f es un vector cuyas componentes son los limites de las componentes de f

lim f{) = {1m fj(:c)}jzlwm

r—a r—a

3.2. Continuidad

La condiciéon de continuidad en forma de limite dice que f es continua en a si su limite
cuando x — a coincide con f(a). Pero esto equivale a que el limite de cada componente de f sea
la correspondiente componente de f(a), por lo que cada componente debe ser continua en a:

fcontinua ena | <= lim f(z) = f(a) < lim fi(x) = fi(a) j=1,..m <= | fjcontinua ena
r—a

r—a

3.3. Diferenciabilidad

Sea a un punto interior del dominio D de f Cada una de las m componentes f; de f es una
funcién real de variable real, por lo que su condicién de diferenciabilidad en a es

df;

fi(@) = fi(@) = g; + & = a)](w —a) (siendo g; = “Z(a) y lime;(x —a) = 0)

Tr—a

La condicién de diferenciabilidad de f en a se obtiene componiendo las condiciones para las m
componentes, es decir escribiendo la condiciéon para j = 1,2,...,m y agrupando los distintos
términos f; como f, g; como g, etc. Resulta

f($)—f(a)=[§+5($—a)](x—a) (limg(x—a):6>

r—a

El vector g es la derivada de f La diferencial de f es el producto de ¢ por la diferencial de x.

dac dz

d’ f — 9 =
m

yeeey
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Ejemplo. Sea el vector de posicién 7(t) = {t, 2t?, 3t*}. Vamos a obtener su limite y comprobar
la continuidad en ¢ = 1; calcular sus dos primeras derivadas y su diferencial.

a) 11r111 7(t) = {1,2,3} = 7(1). Cada componente, y por tanto 7(t), es una funcién continua.
—

b) 0(t) = % = {1,4¢,9t*}; d(t) = % ={0,4,18t}; dr = {dt,4tdt,9t*dt}.

Ejercicio. Haz lo mismo con 7(t) = {ﬁ, 2/t,sen 3t}.

4. Funciones reales de variable vectorial

Estudiamos ahora funciones reales cuya variable es un vector de n componentes, por lo que
el dominio es un subconjunto de R™. Como en 3, el punto @ € D debe ser de acumulacion de D.

f:D—-R, DCR" a€DND

4.1. Limite.
a. Limite funcional.

Decimos que una funciéon f tiene limite ¢ en ¥ = @ si para valores de ¥ suficientemente
proximos a d@, f(Z) estd de ¢ tan cerca como queramos.

lim f(Z) = ¢|<=|Ve>036>0/0< |[T—a| <d=|f(Z) —¢| <€

r—a

b. Limite direccional.

Al tener el conjunto de las variables dimensién n > 1, podemos acercarnos al punto @ a
través de distintos subconjuntos, es decir dando valores a & sélo en dichos subconjuntos. El mas
sencillo esta formado por una cualquiera de las rectas que pasan por d@, que determinamos por
medio de su vector unitario o, es decir

E={FeR"/F=d+X\d,\eR, |5 =1}

Entonces el limite direccional de f en a, segun la direccién dada por & es

—_

im f(&) = lim f(d+ \&J)

I—a,TeER A—0

Para calcularlo, escribimos  como @ + A& y calculamos el limite de f cuando A — 0.

=2 o (X;}) 2 @b+ A (Wxwy) |
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Ejemplo. Estudiamos el limite direccional en el origen de la funcion

, T+y#0
fla,y)=q*TY
0, r+y=0

Un punto genérico (z,y), en funcién del unitario (w,,w,) y del punto (a,b) = (0,0), toma la
forma
T =04 A, = Aw,

(2,9) = (a,) + Mwa, ) = {y B+ Ay = A,

Con lo que
Y L Awg oz wy
L= lim 7@+ 28) = fim f(hwa, dwy) =l S = I X 1wy~ ot

Vemos que el limite L depende de la direccién. Lo calculamos para distintos casos:
- Eje OX: &=(1,0)= L=1
- EjeOY: &=(0,1)=— L=0.
- Rectay =21 wy, =w, = L=1/2.
Ejercicio. En el ejemplo anterior, el limite en el origen segin el eje y vale 0. ;Hay alguna otra
direccién segun la cual sea nulo? ;Segin qué direccién el limite en (0,0) vale L = —17
c. Relacion entre el limite funcional y los direccionales.

Si se cumple la condiciéon de limite funcional, debe cumplirse cuando nos aproximamos al
punto por cualquier subconjunto particular. Entonces:

- Si existe limite funcional, existen los direccionales y coinciden.
- Si los direccionales no existen o no coinciden, no existe limite funcional.

- Si los direccionales existen y coinciden, puede existir el limite funcional. Si existe, to-
mara ese valor.

d. Obtencién del limite funcional en dos variables.

Como vemos, en ciertos casos se puede asegurar que el limite funcional no existe; en otros
que, si lo hace, toma un determinado valor, lo que no nos asegura que exista.

En funciones de dos variables podemos demostrar directamente la existencia utilizando coorde-
nadas polares con el polo en el punto @ = (a,b): como en la condicién de limite hacemos que &
esté de @ tan cerca como se quiera, imponemos la condicién de que p — 0, para un valor de 6
cualquiera y estudiamos el limite de la funcién de (p, 0). Es decir, escribimos

xr—a=pcosf, y—b=psenf

y calculamos
lim f(a+ pcos@,b+ psend)
p—0

Si este limite existe V 6, habremos demostrado que existe limite sea cual sea el modo de aproxi-
macién al punto, por lo que la funcién tiene limite en (a,b).
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Ejemplo. Estudiamos en el origen los limites direccionales y funcional de
3

o) Az @Y #0.0)

0, (z,y) = (0,0)
a) Limites direccionales. Al ser (a,b) = (0,0) = (z,y) = (Aws, Aw,), luego
lin £, Aoy) = Tin o0 g A
Ali%ﬂ We, wy) o )\g% )\2(2%% +w§) N /\gr(l) 1 —|—wg n

luego puede existir limite funcional, en cuyo caso serd nulo.
b) Limite funcional. Haciendo x = 0+ pcosf, y = 0 + psend, resulta, V6

3 3 3
, . , p”sen” 0 ., psen’d
lim r,y) = lim cosf, psenf) = lim =lim——— =
(z,9)—(0,0) f@.y) p—0 I P ) p=0 p?(2cos® 0 +sen’f)  p—01 4 cos? 0

Pueden verse otros ejemplos en los documentos de apoyo.

Ejercicio. Comprueba que la funcién ¢ tiene limites direccionales y funcional nulos en (0, 0).
2%y
g(z,y) = =%+ 3y*

4.2. Continuidad

Decimos que f es continua en Z = @ si su limite cuando ¥ — @ coincide con f(a), es decir

f es continua en d <= lim f(Z) = f(a)

T—a

4.3. Derivada direccional y derivada parcial

Como paso previo al estudio de la condicion de diferenciabilidad de una funcién analizaremos
o
los conceptos de derivada direccional y parcial en un punto @ interior del dominio, a@ € D.

a. Derivada direccional.

Como hicimos en (b) nos aproximaremos al punto a a lo largo de una de las rectas que pasan
por d, lo que da lugar al concepto de derivada direccional. Escribimos & como

F=a+\3, NeR, &) =1

Si A — 0, entonces ¥ — d, a lo largo de la recta determinada por . La derivada direccional de
f en @ segun la direccién dada por &, sera el limite del cociente del incremento de f y A:

Do @) = g 19 =@

La diferencia ¥ — @ es igual a A\, de mddulo |A|. Si A > 0 & se encuentra, respecto de @, en la
direccién dada por @. Si A < 0, estd en el lado opuesto. Es decir, nos acercamos a @, a lo largo
de una recta, desde los dos lados posibles, como en las derivadas laterales de funciones de una
variable (pero ahora existen infinitas direcciones dadas por &).

Obsérvese que A representa la distancia entre £ y @ con signo: positivo si ¥ esta en la direccién
de &, negativo en caso contrario.
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Ejemplo. Calculamos la derivada direccional en (0,0) de la funcién

x3—|—y3
fla,y) =L 2+ 42 (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

Al ser @ = (0,0), d + A\d = (Aw,, Awy) v la derivada direccional Dy f(a@) vale

f(Awz, Awy) — f(0,0) lim (()\wx)?’ + (wy)? 0) 1 AW+ W)

If =
S (Awz)? 4+ (Awy)?

A—0 A N A—0

hm—l—w?’—i-w3
A A%O)\Q(w +w))\ v Y

Nota. La derivada direccional depende en general de la direccién de aproximacion al punto,
al revés que el limite direccional en funciones continuas, que no lo hace.

Ejercicio. Calcula la derivada direccional en (0,0) de las funciones

z?seny + y? sen x
b) g(z,y) = 22 (z,y) # (0,0)

) ) 0, (ZB,y):(0,0)
s b) D5 g(0,0) = wiw, + wiw, .

a) f(z,y) = 2> +y*
0, ( )

Solucién. a) Dzf(0,0) = 2w3 —w

@wﬁ ~—~

b. Derivada parcial

Si tomamos como vector & uno cualquiera de la base candnica, estaremos acercandonos de ¥
a a modificando sélo una variable, por lo que a este caso particular de derivada direccional se le
llama derivada parcial. En dos o tres dimensiones, esto supone acercarnos al punto @ segun la
direccion de uno de los ejes.
En el caso general, los posibles vectores y las variables que se modifican son:

¢ =(1,0,0...0,0) = modificamos z;
Wy =(0,1,0...0,0) = modificamos x5

Wi = (0,...1...,0) = modificamos z;

&n =(0,0,0...0,1) = modificamos z,,

con lo que la expresion de la derivada parcial respecto a la variable x; es

Da f(d@) = lim f(al,...,aijt)\,..).\an) — flay,...ay) _ G_f(d)

A—0 ox;

0
Si VZ del dominio existe la 8f se le llama funcion derivada parcial de f respecto de x; en D.
T

Se denota también f; .

En la practica, para calcular la derivada parcial de una funciéon con expresioén tinica en su dominio,
se deriva solo respecto a una de las variables, considerando constantes a las demas.

0 0 0
Ejemplo. Sea u(z,y,z) = 2%yz3. Sus derivadas son: e _ 2y e _ 223, a_u
2

— 3a%y22.
o " Oy eyE

Ejercicio. Calcula en P(—1,1) las derivadas parciales de las funciones

a)% <Sol: (2,1)); b) z arctany <Sol: (ﬁ/47—1/2)); c)%ewy (Sol: (-2/@,0)).
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4.4. Diferencial

En funciones reales de una variable exigimos como condicion de diferenciabilidad que el
incremento de la funcién se aproxime bien por una funcién lineal (la diferencial), que es el
producto de la derivada de la funcién por el incremento (o diferencial) de la variable.

En funciones de n variables vamos a proceder de modo analogo, pero -como veremos- la derivada
respecto de la variable vectorial serd un vector de n componentes y la diferencial (su producto
por el incremento de la variable) se obtendrd como un producto escalar.

Sea d@ un punto interior del dominio D. Decimos que f es diferenciable en # = @ si y solo si se
cumple la condicién

f@) - fl@) =[g+e@—a)l-(F¥—a)
Si f es diferenciable, el vector g se llama derivada total de f o vector gradiente. Y la diferencial
de f es el producto (escalar) de la derivada de la funcién por la diferencial de la variable.

Antes de calcular las componentes de la derivada total vamos a obtener la derivada de una
funcién diferenciable segiin una cierta direccion.

Derivada direccional de una funcién diferenciable. Sustituimos en la férmula de la de-
rivada direccional el incremento de f por la expresion de dicho incremento en la condicion de
diferenciabilidad (teniendo en cuenta que ¥ — @ = Aw). Resulta

7 )\ — a g —'>\—» . —
Dwf(a)zili%f(a_{_ C;f\) f(a):}g%[g—kg(;u)] (X&)

expresion que nos dice que la derivada segin una cierta direccién de una funcion diferenciable
se obtiene como producto escalar del gradiente por el vector unitario de la direccion.

—

Componentes de la derivada total. Para obtenerlas, calculamos la derivada direccional
respecto al vector &; de la base candnica (es decir, la derivada parcial respecto a z;), resultando

of
8.1'i

Es decir, cada componente g; es la derivada parcial de f respecto a la variable x;, por lo que la
derivada total de una funcién diferenciable esta formada por las n derivadas parciales

af _ (of of of
Az~ \ 0z, 0z, Oz,

a partir de la cual obtenemos la diferencial de f

=Dz f= = (91,1 Gis---,9n) - (0,0,....1,....0) =g

g=

7 )
0xq ox,, o1, ox,,

Ejemplo. Calculamos la diferencial en P(1,1,1) de la funcién u(z,y, z) = x?yz3.
ou ou ou

du = a—dx + a—dy + 8—dz = 2y23dr + 2223 dy + 322y22dz £ 2dx + dy + 3dz

Ejercicio. Hallar la diferencial en P(1,1,7) de las funciones de 3 variables

\/_ dz>

a) f =senzyz (dfp = —mwdx —ndy —dz); b) g=/ryz <dgp = £das + —dy 2\/_
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4.5. Gradiente y curvas de nivel. Interpretacion geométrica

El vector gradiente § (o v f) nos indica la direccién de crecimiento més rapido de la funcién.
Es decir, como debemos modificar las variables para que f crezca de la forma més rapida posible.

Demostracién (para 2 6 3 variables). El producto escalar de dos vectores 4 y ¥ se obtiene
como producto de sus médulos (normas) por el coseno del dngulo que forman. Como la derivada
de f segun la direcciéon de & es el producto escalar del gradiente por &, resulta

Daf =Vf-&=|IVf]|&]cosp=|Vf]cosep

Este producto serd maximo si el coseno vale 1, lo que corresponde a un angulo ¢ nulo entre
Vfyd, es decir que & es paralelo a Vf (el producto valdrd 0 si ¢ = 7/2). Por lo tanto, la
variacion de f segun la direccién de V f es maxima y es nula en la direccién perpendicular.

Ejemplo en 2 variables. Sea la funcién f(z,y) = x? + y?, cuya representacién gréafica es un
paraboloide con vértice en el origen. Sea P = (1,1). El vector gradiente es

Vi=(flf) = (22,2y) = (2,2)

Esto significa que, al modificar las variables (x, y) —a partir de sus valores en P—segun la direccién
del vector (2,2), el incremento del valor de f es méximo. Efectivamente, al movernos segin dicha
direccion, el punto correspondiente en la superficie sube por la linea de maxima pendiente.

Por el contrario, si nos movemos en la direccién perpendicular a v f en cada punto, vamos
recorriendo una curva en la que la funcién no varia, es decir toma el mismo valor que en P(1,1).
Su ecuacién serd f(z,y) = f(1,1), es decir la circunferencia z? + y? = 12 + 1? = 2. Hemos
obtenido asi una curva de nivel (lugar geométrico de los puntos en los que la f es constante).

Vemos que el gradiente de f en P es perpendicular a la curva de nivel de f que pasa por P.

Interpretacion geométrica de la diferencial (funciones de 2 variables). En funciones de
una variable interpretdbamos geométricamente la diferencial como el incremento de la ordenada
de la recta tangente a la curva cuando la variable se incrementa x — a (ver figura).

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) es

y=fla)+ f(a)(z —a) &y — fla) = fa)(z — a) = df (a)

En dos variables la interpretacion es analoga: la diferencial representa el incremento de la coorde-
nada vertical del plano tangente a la superficie z = f(z,y) al pasar de P(a,b) a P'(a+dx,b+dy).
La ecuacion del plano tangente a la superficie z = f(x,y) es

z = f(a,b)+fz(a,b)(x—a)+ [, (a,0)(y—b) & 2= f(a,b) = f,(a,b)(x—a)+ fy(a, b)(y—b) = df (a,b)

)

(2) =o(r-a)

(1) = dfw)

fla)

a X
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4.6. Teoremas de diferenciabilidad

Sea la funcion f : D — R, D C R"™. Sea d un punto interior del dominio. Los siguientes
teoremas son muy utiles en el estudio de funciones de varias variables.

a. Condicién suficiente de diferenciabilidad

Si f tiene derivadas parciales en un entorno de a@ y son continuas en d, entonces f es
diferenciable en @ (si las derivadas parciales de f son continuas se dice que f € C').

Nota. Esta condicién es suficiente, pero no necesaria. De hecho, pueden exigirse menos condi-
ciones aun: se demuestra que si las n derivadas parciales existan en un entorno de @ y n — 1 de
ellas son continuas en @, f es diferenciable en a.

b. Condicién necesaria de diferenciabilidad

St f es diferenciable en @, sus derivadas direccionales en @ existen y toman el valor

d,
Dsf(d) = g-d| siendo § = d_f_’
L\ z=q

Las derivadas direccionales dependen en general de la direccion, no como los limites direccionales
de funciones continuas. No obstante, se demuestra que si una funcion diferenciable alcanza un
extremo en un punto @ interior del dominio, sus derivadas direccionales en @ son nulas.

Esta condicién es necesaria pero no suficiente. Al haber més de una variable, existen otros modos
de aproximarse a un punto, ademas de las rectas que pasan por él, por lo que la existencia de
derivadas direccionales no implica la diferenciabilidad.

c. Relacion entre diferenciabilidad y continuidad.

Si f es diferenciable en un punto, es continua en dicho punto, pero no viceversa.

En efecto, tomando limites en la condicion de diferenciabilidad,

F(@) = £(@) = [§+ (@ — @) - (7 — @) = [ 1m f(7) = /(@

La existencia de derivadas direccionales, que no asegura la diferenciabilidad, tampoco asegura
la, continuidad. Si f admite derivada en una direccién, el limite de f en @ coincidird con f(a)
s6lo en esa direccion.

Ejemplo. Vamos a aplicar los teoremas anteriores a tres funciones, obteniendo sus derivadas
parciales de distintos modos. Sean las funciones fi, fo v fs:

Y, zy
f=a2ty? =L+ ( 79)7&(070); f3:{m (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0) (z,y) = (0,0)

Comprobaremos que:

1. f; cumple la condicién suficiente de diferenciabilidad en @ (1, 1), luego es diferenciable en
dicho punto y cumple en él la condicién necesaria de diferenciabilidad.

2. fo tiene derivadas direccionales en el origen, pero no es diferenciable en dicho punto, pues
no cumple en él la condicién necesaria de diferenciabilidad.

3. f3 tiene derivadas parciales en el origen, aunque no es continua en dicho punto.
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Solucion.

1. fi = 22 +9y% Al estar definida en todo R2, obtenemos sus derivadas parciales directamente:
oh oh
R — _— = y
ox oy
Las derivadas parciales son continuas (condicién suficiente), por lo que f; es diferenciable,
como ya sabfamos por ser polindmica. Su gradiente en @ vale Vfi(1,1) = (2,2).

= 2z;

Calculamos la derivada direccional en a.
a+ \3) — fi(a@ T4+ Awe)? + (14 dwy)? -2
D fi(@) = lim hl@+ ) = /(@) = lim (L4 Mwa)” + (14 Awy)
A=0 A A—0 A
observando que se cumple la condicién necesaria de diferenciabilidad.

= 2wy + 2wy

Dgfl(a) = 2(,033 + wa = (2, 2) {Zx} = 6]”1(5) . (D
y
%y
) m= @y £, . . o
2. fo=<22+y Estudiamos su derivada direccional en (0, 0).
0 (z,y) = (0,0)
o fQwe, dwy) = f2(0,0) Nwiw, L
Dy f2(0,0) = lim 3 = lim N2+l 0] = wawy
de donde obtenemos las derivadas parciales

0 af
a—f = D1,0)f2(0,0) =0, 8_; = D,1)f2(0,0) =0

y vemos que fy no es diferenciable en (0,0), ya que no se cumple la condicién necesaria:

}zﬁmamw

2 W
D(Ef2(070) = Wy Wy # (O’ 0) {w

Y

Y (2,y) #(0,0)

3. fy =14 22 +y? """ . Estudiamos su derivada direccional en (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
o fa(Awe, Adwy) — f3(0,0) )\2wzwy 1wy
Dz15(0,0) = lim A = Jim N(w? + w?) 0 iy

limite que no existe en general (salvo si uno de los factores w,,w, es nulo).

Obtenemos entonces las derivadas parciales en (0, 0), usando los unitarios (1,0) y (0,1):

dfs o f3(h0) = £3(0,0) h0 L 0fs o
Bz (00) = i 2 oY= 5,00 =20
Entonces f3 tiene derivadas parciales en (0, 0), pero se puede comprobar que no tiene limite

en (0,0), por lo que no es continua.

Hemos visto, pues, tres modos de obtener las derivadas parciales: 1) derivando la expresién
de la funcién, 2) como caso particular de las derivadas direccionales y 3) directamente, a partir
de los vectores unitarios de los ejes.

Ejercicio. Aplica lo visto en el ejemplo anterior a
2
-4 (x 0,0 LY (2 0,0
f=a? 4y fo= R (ay)#(a); fy = 2t (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0) 0 (z,y) = (0,0)
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d. Condicién necesaria y suficiente de diferenciabilidad

Los teoremas anteriores nos sirven para reconocer funciones diferenciables (apdo. a) o bien
para descartar que lo sean (apdos. b y c). Pero existen funciones continuas que no cumplen
la condicién suficiente de diferenciabilidad y si la necesaria, por lo que necesitamos alguna
otra condicién. Para ello vamos a simplificar la expresion utilizada en la definicion de funcion
diferenciable, escribiéndola en forma de limite.

Sea f:D—R, DCR"yseadée D. Decimos que f es diferenciable en @ si se cumple:
f(@) = f@) =g+ - (- a)

Efectuamos el producto escalar del segundo miembro, recordando que el producto de g (derivada
de f) por el incremento de la variable es la diferencial de f. Y que el producto de £ por (¥ — @)
es un infinitésimo de orden superior a (¥ — @). Entonces,

f(@) = f@)=g- (T - a)+&- (7 —a) = df (@) + o(T — a)

de donde
f(&) = f(@) — df (@) = o(¥ — d)

Al ser el término de la izquierda un o(Z¥ — @), se debe cumplir

f(@) — f(a@) — df (@)

iy - — —
Tr—a ||ZL‘ — a||

=0

Funcién de dos variables. En este caso usamos la siguiente notacién (f;, f, se entienden
particularizadas en a):

A O IER fr M A IR 7 R R

Y la condicién (necesaria y suficiente) de diferenciabilidad de f en @ resulta:

i f(a+hyb+k)—f(a,b)—hfé—kf;_O
(hk)=(0.0) N B
2ty

Ejemplo. Estudiamos la diferenciabilidad en (0,0) de f(z,y) = { 22 + y2’ (z,4) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0)
Calculamos las derivadas parciales en el origen:
, f(hao)_f(0a0> ; h4_0 1 , f(O,k)—f(0,0)
I __ J— — - = . / — — e e e —
N N A T = ’
h* — k*
Al ser nulas f, f; y f, en (0,0), la condicién toma la forma: lim ————> = 0, que

(hk)=(0.0) (2 k2)3/2
resolvemos usando coordenadas polares (apdo. d):
p? (0084 6 — sen’ 9) ot

i 37 :lim—(cos46—sen20) =0
P70 [p? (cos® 0 + sen® 0) | p=0p

con lo que f es diferenciable en el origen.
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5. Funciones vectoriales de variable vectorial

Veremos a continuacion las definiciones de limite, continuidad y diferenciabilidad en el caso
general de funciones vectoriales de variable vectorial. Ello nos permitira definir en 6.1 la funcién
compuesta y analizar su continuidad y diferenciabilidad. A continuacién volveremos a las fun-
ciones reales de variable vectorial para estudiar las derivadas sucesivas, el desarrollo de Taylor y
el calculo de extremos.

Sea f: D —R™ DCR" a€ D ND.Como ya se dijo en la introduccién al tema, la

—

variable 7 y la funcién f(Z) toman la forma

T fl(wlxn)

8y

I
=
&

I

5.1. Limite

De lo visto en el apdo. 3.1, se deduce que en este tipo de funciones existe limite si y sélo si
existe para cada una de las componentes, en cuyo caso

lim fi(7)) (1 fi(er )
. r—a r—a
lim f(Z) = : = :
Tr—ra
lim f,,,() lm fr, (21 ... 2p)
Tr—a r—a

5.2. Continuidad

Teniendo en cuenta lo anterior, la condicion de continuidad en el punto @, en forma de limite,
se expresa

— —

f es continua en @ <> Iim f(Z) = f(d) < lim f;(z) = f;(@), 7=1,...m
T—r T—a

Qy

Luego f es continua en @ si y sélo si lo son cada una de sus m componentes.

5.3. Diferenciabilidad

Como en el caso del limite, a partir del apdo. 3.3 concluimos que estas funciones son dife-
renciables si y sélo si cada componente cumple la condicién de diferenciabilidad, es decir

. df:
f es diferenciable en @ <= f;(¥) — f;(d) = [d—fi +&(7 — d’)] (X—d), j=1,...m
T
Agrupando las m condiciones, obtenemos la condicién de diferenciabilidad en @ para funciones
vectoriales de variable vectorial:

—

F(@) — f(@) = [Gm ¥ (T — a)] (& — a)

donde
df of ofi
dz ox; Oz,
dfm Ofm 0 fm
dz oxy Oz,

es la matriz jacobiana, cuyas filas son las derivadas totales de las componentes de f. La matriz
Emxn (¥ — @) tiende a la matriz nula cuando ¥ — a.
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Si f es diferenciable, su diferencial se obtiene multiplicando la matriz jacobiana por el vector
dZ, resultando

df1 dfr 9 22!
) dfl a_;[;l e agjn dI’l a—xld 1+ ... +axn de‘n
df =q¢ + p=| : : o= :
df m O fm Ofm | | du, Of afm
_3551 B _@:m dri+ ... &Bn dx,,

Si las n derivadas parciales de cada componente f; de f son continuas, f; sera diferenciable,
de modo que una condicién suficiente de diferenciabilidad para f es que sus m x n derivadas
parciales sean continuas.

Ejemplo. Sea la funcién f : R® — R3, de componentes
U:fl(l’,y,Z) 2372“‘1'?/‘1‘1, U:fQ(Ivyaz) :$+y2, w:fg(x,y,z) :y+22

Hallamos la matriz jacobiana en P(1,1,1). Utilizando notacién simplificada,

X Y < 2x + 0 31 0
J_d(U,U,UJ)_ 81} 8?] 8’0 _ SEl Y ; 0 L 1 2 0
S dlwy,z) |0 Oy 0: 0 1y2 - 01 2
ow dw Ow o
Jdr 0Oy 0z

Como las nueve derivadas parciales son continuas, f es diferenciable. Su diferencial vale

B 310 dx 3dx + dy
dfp=11 2 0 dy p = ¢ dr + 2dy
01 2 dz dy + 2dz

6. Composiciéon de funciones

6.1. Funcién compuesta. Continuidad y diferenciabilidad

Dados los conjuntos R™*, R R"* se consideran las funciones f : Dy = R™ y g: D, — R",
siendo D, C R" y D, C R™ sus dominios.

Si f(D,) C Dy, definimos la funcién compuesta (g_]’o f) () = g( _)(f)) = (7). Se verifica:

a) “Si f es continua en @ € Dy y § lo es en § = f(@) € D,, la funcion compuesta g o [ es
=

continua en T = d

—

b) “Si f es diferenciable en @ € D, y G lo es en y = f(d) € D,, la funcion compuesta g o f
es diferenciable en ¥ = a”

Demostracion de la diferenciabilidad. Partimos de las condiciones de diferenciabilidad de
f ygenr=dadey= b respectivamente (con la notacién M simbolizamos la matriz M):

f(@) — _)(C_L’) = df + &.(Z — c_i)] (¥ —a), siendo lim &, =Q (1)
A7 L~ g &
ala; 7 s _ dg har g ™ — % . /.
§(y) — gb) = i +&/(W—b)| (y—10b), siendo lim&, = (2)
L Yy g=b -~ J—b ~

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 32



Haciendo 7 = f(Z) y b = f(@) en la condicién (2), obtenemos

—

y=fa

+&, (fl@) - “@)] (fi@) - fl@)

Sustituimos el factor ( F(@) — f1 (5)) por su valor en (1) y operamos. Resulta un producto de
corchetes, en los que omitimos las dependencias de ez y €5

i(f(@) — §(f@ dg df o
g(f (7)) — g(f(a)) [d_?jy*:fa—i_%’] [d_f f:a+(% (¥ —a) =
dg df dg df o
ng%ﬂ?_+dgg3%+§%ﬁtj+%% (7 — a)

— —

Cuando ¥ — @, f(¥) — f(a) por continuidad. Entonces los sumandos 2°, 3° y 4° del corchete
tienden a la matriz nula, por lo que son expresiones del tipo £(7 — @).

El primer sumando, por su parte, representa la derivada de la funciéon compuesta, formada por
el producto de las derivadas (jacobianos) de g con respecto a i y de f con respecto a . Si
go f = ¢, resulta la condicién de diferenciabilidad de ¢

dé

3() - 9(a) = [d—

+§@—®]@—®,

o
Tr=a

siendo la derivada de la funciéon compuesta, en ¥ = d@,

Si lo anterior se cumple VZ € D, la funcién compuesta es diferenciable en D,,.

6.2. Derivada de la funcion compuesta. Regla de la cadena

Hemos visto que la derivada de la funcién compuesta ¢7 =go f es una matriz que se obtiene
como producto de dos: la derivada de g respecto a ¢ por la derivada de f respecto a 7. Es decir, el
jacobiano de la funcién compuesta es el producto de los jacobianos de las funciones.

b6 oo\ (Om  du\ (on  of
S I N 7Y SV I ) T
0xy 0xp, Oy Yn, o0xq 0xp,

Desarrollamos ahora el producto de matrices. Observamos que el elemento (i, k) de la primera
matriz (derivada de ¢; respecto a xy) se obtiene multiplicando la i-ésima fila de la segunda por
la k—ésima columna de la tercera, es decir:

00; _ 09 0fr | 09i 0f2 | 0g: O, _ < 09 0y

Oxy, Oy Oz Oyo Oz O, 0Ty, N o Jy; Oy,

lo que podemos interpretar diciendo que la derivada de ¢; respecto a xp es la suma de las
derivadas obtenidas a través de todas las funciones f; que relacionan g; con xy.
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Ejemplo 1. Sean las funciones f : R2 —s R3; §: R3 —» R2. A partir de ellas definimos la
funcién compuesta

Tenemos:

U1 fl(xl, il‘2)
1 B Pt} S £ B ] B S S i)
Y Y3 f3(w1, 22) ’

Las derivadas de las funciones ¢, ¢5 respecto a las variables x1, o seran:

901 _ 09 0fi 09 0f2  Og0fy

(91'1 8y1 3x1 8y2 81'1 6y3 (9.1'1

% 891 67]'?1 L 99 o1 8f2 L 99 dg1 8f3

01’2 ayl 81‘2 8y2 8:62 @yg 01’2

% 892 afl 1 992 0o af2 4 992 dga 8f3

8x1 8y1 61’1 8y2 8x1 (‘3y3 8x1

% a92 afl 1 992 dga afz 4 992 Jga af3

8@ 83]1 8:62 ayg 8x2 3@/3 8@

Estas expresiones se simplifican notablemente utilizando el nombre de las variables para repre-
sentar a las funciones, es decir sustituyendo ¢; y g; por z;, f; por y;. Resulta:

% _ 0z 391 L 92 0% 8y2 L oA 0% 893
orq 8y1 8x1 o 8901 Jys3 8951
0z1 821 8y1 0z 8y2 0z 8y3
8_@ - 3y1 (9962 T o ys (9$2 e Y3 8x2
% _ 822 8y1 ) 029 8y2 L 9= 079 8y3
o0xq 83/1 8901 01 8951 0ys3 81;1
029 _ 029 8y1 ) 029 8y2 L 92 029 ay3

0_:E2 Oyl 8272 ayg 0232 8y3 81‘2

Conviene recordar que quienes dependen de las variables son las funciones: la funcién g;, de y;; y
las funciones ¢;, f;, de x. Y que una variable puede depender de otra segtn distintas funciones,
que debemos especificar. Por ello, esta notacion es mas sencilla a costa de perder rigor.

Ejemplo 2. Sea la funcién z = f(z,y) = 2% — 3y, siendo z = u — v; y = 2u + v%
Hallamos las derivadas de z respecto a u y v.

0z 0z0x 0z0y B _
%_%%+8_y8__2x 1+(-3)2=2u—-v)—6=2u—2v—06
0z 826$+828y
v Oz ov dy Ov

Se comprueba facilmente que obtenemos el mismo resultado escribiendo z como funciéon de u y v

20 (—1)+ (-3)2v = —2(u —v) — 6v = —2u — 4v
z = ¢(u,v) = 2% — 3y‘zz;:iv2 = u? — 20% — 2uv — 6u

y hallando directamente sus derivadas parciales.

Nota. Un ejemplo de aplicacion de la regla de la cadena es el célculo la derivada de la funcion
inversa. Puede verse en el documento “Obtencion del jacobiano de la funcién inversa’”.

Ejercicio. Haz las mismas operaciones del ejemplo 2, siendo z = zy+y3; v = 2u+1; y = u? —v.
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Caso particular. Es frecuente que una funcién dependa de varias variables y que una de ellas
sea a su vez funcién de alguna de las otras. Por ejemplo:

z = g(z,v), siendo v = f(z,y)

donde z depende de = directamente (a través de g) y también indirectamente (a través de f).

Para obtener en este caso la derivada respecto a x de la funcién compuesta hacemos lo siguiente:

op dg Og Of
Z= g(x’v)h):f(w,y) = ¢($,y) — % = % + %%

Es decir, derivamos respecto a x los términos que dependen directamente de esa variable y
tenemos en cuenta la funcién “intermedia” f para los que lo hacen a través de v.

Ejemplo. Sea z = 2? 4+ v?, siendo v = sen(4z + y?). Entonces
z = ¢(z,y) = 2° + sen’(4x + y°) = ¢, = 27 + 3sen’(4x + y°) cos(4x + y*) 4
La derivada respecto a y resulta

¢, = 3sen”(4x + y°) cos(4x + y*) 2y = 6y sen’(4x + y°) cos(4x + y°)

Ejercicio 1. Deriva respecto de z y de y la funcién z = tgx + v?, siendo v = cos(z + 2y).

Solucién. ¢, =1+ tg”z —sen(2z + 4y); ¢, = —2sen(2z + 4y).

Ejercicio 2. Deriva respecto de z y de y la funcién z = x €7, siendo v = xy>.

Solucién. ¢ = e’ 4 py2ery’; ¢y, = 202y ey’

7. Derivadas de orden superior

7.1. Definicién

Estudiamos a continuacion las derivadas sucesivas en funciones reales de variable vectorial.

Sea una funcion real de n variables x1, zs, ... x,, definida en un entorno del punto a.
f+D—=-R DCR" aeUz;CD
Si f admite derivada respecto de x; en Uz, en ese entorno existird la funcién derivada parcial de
of

. 1 /
f respecto de x;, que denotamos a2 © bien f; .

Si esta funcién derivada parcial es derivable respecto de la variable z; en el punto @, en ese punto
existira la derivada parcial segunda respecto de x; y de x; de la funcién f, es decir

L0 (o 92 f
x; (5%)

F—a 890, ox j
Y si esta derivada parcial segunda existe para todo & del dominio, hemos obtenido la funcién
derivada parcial segunda de f respecto de z; y de z;

0 f
axi (91:]-

Reiterando este proceso, podemos obtener las derivadas parciales de f, de cualquier orden.

o
Tr=a

"
= fxixj

En el caso de dos variables existen las cuatro derivadas segundas siguientes:
aZ_f — fl/ . 82]( — f// . an — f// . ﬁ — f//
Ox? o Qxdy T Oyoxr YT Oy? vy
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7.2. Derivadas cruzadas

En funciones de varias variables podemos respecto a las mismas variables en distinto orden.
Un caso particular en funciones de dos variables son las derivadas segundas cruzadas, es decir

las derivadas segundas respecto de z y de y, en los dos érdenes posibles (f}, v f,.)-

En las funciones derivables que manejamos habitualmente, observamos que el orden de derivacion
parece no influir. Por ejemplo:

fle,y) =2y = fI, = fi. = 10zy"

. 2
y lo mismo ocurre con g(z,y) = € o h(z,y) = zseny>.
Sin embargo, si consideramos la funcién

3

Ty
fay = Zrg @700

0 (z,y) = (0,0)

observamos que, fuera del origen, se cumple (compruébese)

f// _ f// _ y6 + 63/41’2 - 33/21’4
zy yx (1,2 +y2)3

pero f; (0,0) =1, f7.(0,0) = 0. Luego las derivadas cruzadas no siempre coinciden.

Nota. Las derivadas segundas del caso anterior se han obtenido de la siguiente manera:

1. Calculamos f; y f, fuera del origen, derivando. Y sus valores en (0, 0), por la definicién.

2. Obtenemos las derivadas segundas en el origen por la definicion, a partir de lo obtenido en

el apartado anterior:
0 (6f)
0.0) Jy \ Oz

Los teoremas siguientes establecen condiciones suficientes para que esto ocurra.

k—0 k

0 f
0x 0y

(0,0)

Teorema. Sea f, definida en Uz C R™. Si las derivadas parciales de orden k en @ son continuas,
su valor no depende del orden de derivacién. Por ejemplo, sin =2y f € C3, se cumplird
Pf B Bf B Pr Bf B Bf B Pf
0xdy?  Oydxdy  O0y20x’ 0x20y  Oxdydx  Oydx?

Nota. Si las derivadas parciales k-ésimas de f son continuas, se dice que f € C*.

Teorema de Schwarz. Sea f definida en Uz C R?. Si en U; existen las derivadas

of of o
ox’ Oy’ 0xdy
82
y la derivada sequnda es continua en d, entonces existe g0 en da y se cumple
o2f 02f
8x8y(a) - Oyox (@)

Obsérvese que el teorema de Schwarz no es un simple caso particular del anterior para n = 2,
sino que exige menos condiciones.
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7.3. Diferenciales sucesivas

Sabemos que la diferencial es una funcion lineal que aproxima muy exactamente A f a partir
del valor de f en @, si estamos suficientemente cerca del punto. Como vimos en 4.4, la diferencial
de f se obtiene como combinacion lineal de las diferenciales de las variables, siendo los coeficientes
las correspondientes derivadas parciales:

of of
df = axld 1+3_x2d 2+ Z

(%Z

Si cambiamos de punto, df varia, pues -en general- las derivadas parciales de f dependen del pun-
to considerado. Eso significa que podemos considerar a df una funcién y calcular su diferencial,
es decir la diferencial segunda de f:

d(df) = d* f
Repitiendo el proceso podemos obtener las diferenciales sucesivas. Esto nos servird para apro-
ximar mejor el incremento de una funciéon en las proximidades de un punto, asi como para
simplificar algunas expresiones, por ejemplo en el desarrollo de una funcién en serie de Taylor.

Diferencial de orden p de una funcién de 2 variables. Sea f(z,y), diferenciable. Su
diferencial es
of of ,

df = Gydo+ 5 dy

Si df es diferenciable, obtenemos su dlferenmal multiplicando las derivadas parciales de df por
las respectivas diferenciales de las variables:

d*f = d(df) = d (8fdx + %dy) . (8fd + %d ) dr + — (afd;p + g ) dy =

0 dy ox dy oy \ 0 oy
>’f 2f °f f
d d d d
<8x2 v Byor ) “(axay SR > y
Agrupando los términos que contienen los productos de las diferenciales de x e y, obtenemos
0 f o0 f o0 f 0 f
——dx? dedy + —=dy?
o2 T <8$0y + 8y8:n> a2
y, si las derivadas cruzadas coinciden, resulta
0*f *f 2f
d? ——d2® + 2——dxd
I ™ M R

Esta expresion, que recuerda al desarrollo del cuadrado de una suma, se puede abreviar utilizando

el cuadrado simbdlico
f f
Pf=|==de+—
/ {3 ay
Se demuestra por induccion que esta notacién es valida para una diferencial de cualquier orden,
luego podemos escribir

of of (p
Pf— | — —_—
dvf [&de—l—aydy}

Ejemplo. La diferencial tercera de una funcién de 2 variables vale:

3 3 3
d3f:[afd —l——fdy} i I 2dy+38fdxdy2+8fdy

dy T 0x20y 0x0y? oy?

donde hemos utilizado, para desarrollarla, los coeficientes del binomio de Newton.
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Diferencial de orden p de una funcién de n variables. Se demuestra también que la
notaciéon simbdlica para las diferenciales de orden superior es valida para cualquier niimero de
variables. Asi pues, la diferencial de orden p de una funcién de n variables se puede expresar

como (
of of 8f P
8:1:1d L+ Gxgd 2+ Oasn d%]

&P f(zy,x9,...0p) = [

Matriz hessiana. Hemos visto en el ejemplo un caso particular de la diferencial (2 variables,
diferencial de orden 3). Haciendo n = 3, p = 2, obtenemos la diferencial segunda de una funcién
de tres variables

f of of ;.
d’f = dr + =—dy
/ {a Ty T gt
cuyo desarrollo, suponiendo derivadas cruzadas iguales, es
0 f o f 0? 0 f 0 f 0 f
d —dy? + —=dz? +2 dzdy + 2 drdz + 2 dyd
gt gal + 5ade + 2 o dudy + 25 o drdz + 25 - dyds

que se puede escribir en forma matricial

*f  *f  f

0xr? Oxdy 0x0z du
*f  *f  f
Oydxr  Jy?*> 0yoz
*f  *f  f
0z0x 020y 022

&f = (dx dy dz)
dz

Esta matriz se denomina matriz hessiana. Serd simétrica si las derivadas cruzadas son iguales.
Ejercicio 1. Escribe la diferencial cuarta de una funcién de 2 variables f(z,y).

Ejercicio 2. Calcula la diferencial segunda de la funcién de 2 variables f(z,y) = 2%y + x3?,
particularizando en los puntos P(1,—1), Q(1,0).

Solucién. df|p = —2dx® + 2dy?; d*f|g = 2dy* + 4dxdy

8. Desarrollo de Taylor

Dada una funcién de n variables, buscamos su valor en un punto Z, a partir de los valores
—en el punto a— de f y sus sucesivas derivadas. Como hicimos en funciones de una variable,
podemos aproximar este valor por medio del polinomio de Taylor de grado k£ o bien expresarlo
exactamente como suma del polinomio de Taylor de grado £ més el término complementario de
orden k (desarrollo limitado de orden k de la funcién f).

f(Z) = P(T) ; f(Z) = Pi(T) + Ti(Z)

8.1. Expresion general

Veremos en primer lugar (sin demostracién) el caso de dos variables, lo que nos servird para
obtener una expresién simplificada de los sumandos de orden k y del término complementario.
Luego generalizaremos al caso de n variables.
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Funcién de 2 variables. Sea la funcién f, definida en D C R?. Los puntos (a,b) y (z,y) son
interiores de D y suponemos que f € C*™1 por lo que es k + 1 veces diferenciable (k > 1)).

Para obtener el desarrollo de Taylor, se suman las derivadas de orden creciente, multiplicadas
por los incrementos de las correspondientes variables. Por ejemplo, la derivada tercera respecto
de z dos veces y de y se multiplica por (z — a)?(y — b). Entonces:

- El sumando constante del polinomio (grado 0) es f(a,b) (derivada de orden 0).

- Los de grado 1 son

L ab)e—a)+ St -b)

- Las derivadas segundas de f son continuas, luego las derivadas segundas cruzadas son
iguales. Los sumandos de grado 2 resultan
1 [82 f 0 f 0 f

3 |G @D = + 25 @b = = 0) + G- 7]

y los escribimos como cuadrado simbélico de la suma de términos de grado 1 (apdo. 7.3):

of of ¢
{%(a, b)(z —a) + a—y(a» b)(y — b)}

Observamos que también los sumandos de grados 3,4, ... pueden escribirse como las po-
tencias simbdlicas tercera, cuarta, etc. de dicha suma.
- El término complementario de orden k toma la forma
1 af
Tu(z,y) = —— | =
k(2,y) [ B

of (k+1
(k+1)! (51,§2>($—a)+8—y(§1,§2)(y_b)}

siendo (&1, &) un punto intermedio entre (a,b) y (z,y), es decir

(€1,&) = (a,b) +0(x —a,y —b), 0<O<1

Asi pues, si [ -] representa la suma de los términos de primer grado, el desarrollo limitado de
orden k de la funcion f es

Flow) = £@8) 4 i1+ L8+ 21O 44 16 4 Tae, )

Plano tangente. Andlogamente a lo que sucede en una variable con la recta tangente a la
curva y = f(x), en x = a, los términos del desarrollo de grado 0 y 1 representan la ecuacién del
plano tangente a la superficie z = f(x,y) en P(a,b).

z=[f(a,b) + fi(a,0)(z — a) + fy(a,b)(y — b)

Funcién de n variables. La expresion del desarrollo es andloga a la de 2 variables, pero |- |

contiene ahora las n derivadas parciales respecto a x1,Za,...Z,, en @ = (aj,as, ..., a,):
. . 1 1 1 1 .
F@) = F@ + 1+ 1%+ L e S [ 4+ T(@)
siendo o o7 of
[-]= a_xl(a)(xl —ar) + 8_362(5)@2 —ag) + -+ a—xn(ﬁ)(% — an)
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8.2. Expresion matricial.

En el caso n = 2, los términos de grado igual o inferior a 2, escritos en forma matricial son
*f  0*f
of of
b - ZL
fla,b) + < B 8y>

r—a 1 022 0xdy T —a

+ = (m —a y— b)
M TR )
dydx Oy (a,b)
El segundo sumando es el producto escalar del gradiente de f por el incremento {(z,y) — (a,b)}
de la variable. El tercer sumando es la matriz hessiana pre y postmultiplicada por el incremento
de (x,y). Entonces, para cualquier n, la expresién de los términos del desarrollo de grado menor
o igual que 2 es

(@) = (@) + V(@) (7 = @)+ (7~ ) Hla—q {T — @} + ..

donde escribimos (¥ — @) para indicar que premultiplicamos la matriz hessiana por una matriz
fila y la postmultiplicamos por una matriz columna {Z — a}.

Ejemplo. Obtenemos el polinomio de Taylor de grado 3, en el punto P(1,—2) de la funcién

flz,y) = 2%y + 3y — 2
- Derivadas primeras: f; = 2zy; f, = % + 3.

: LN o, I . £l
- Derivadas segundas: f = 2y; vy = 05 Joy = Jo = 2.

3 . " __ . n - _n. " __ " __ n .fn " __ " __
- Derivadas terceras: [, = 0; fir, =05 foo, = foge = Jyae = 25 Type = Jyzy = Jagy = 0

Observamos que las derivadas cruzadas, tanto de segundo como de tercer orden, son iguales y
que todas las derivadas de tercer orden son constantes, por lo que las de orden superior a 3 son
nulas.

Particularizamos los valores de las variables en el punto P y escribimos los sumandos de grado
menor o igual que 2 en forma matricial. Resulta

r—1 a/c/:c ;/y r—1 33/6/; r—1)2 9
FP) + (£ f{,){ }+%(m—1 y+2)<// ,,){ }+ Jay( 3!)(y+ ) _

y+2 ve Jyy) (Y12

~10 + (-4 4){;;;}+%(az—1 y+2) <_;l 3) {i;;}+3'2(x—$)2(y+2)

Operando, resulta el polinomio de grado 3 en potencias de (x — 1) e (y + 2)

Py(z,y) = —-10—4(x — 1) +4(y+2) = 2(x —1)> +2(x — D)(y + 2) + (x — 1)*(y + 2)

Si operamos y simplificamos, obtenemos la funcién inicial. Esto era de esperar pues, al ser la
funcién un polinomio de grado 3, su polinomio de Taylor de grado 3 coincide con f.

Ejercicio. Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién f en P(—1,1)

flz,y) = zy* — 2?
Comprueba que, operando la expresion obtenida para el polinomio, resulta la funcion f.

Solucién. z=-2+3(z+1)-2(y—1)—(x+1)*+2x+D)(y—1)—(y—1)*+ (z+1)(y — 1)*
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9. Extremos relativos

Vamos a estudiar los extremos relativos de una funcién de varias variables. Empezaremos
suponiendo que existe un extremo y buscaremos los puntos que cumplan una cierta condicion
(condicién necesaria de extremo). A continuacién, analizando los primeros términos del desarrollo
de Taylor deduciremos si en los puntos anteriores existe maximo, minimo o ninguna de las dos
cosas, con lo que tendremos una condicion suficiente de existencia de extremo.

9.1. Condicién necesaria de extremo

Sea la funcién f
f:D—-R, DCR", feCF k>2

Supongamos que f tiene un minimo relativo en ¥ = @, siendo @ un punto interior del dominio
(para un maximo razonariamos igual). Entonces existird un entorno reducido del punto en el
que los valores de f serdan mayores que f(@), es decir

30Uz / f(@) < f(Z) VT e U;
(suponemos que el minimo es estricto, para minimo en sentido amplio usariamos <).
Sid=(ay,a9,...,a,)y T = (x1,%2,...,2,), tendremos que
flai,ag,...,a,) < f(x1,29,...,2,) V(x1,29,...,2,) € Uz C D

lo que significa que f crece al modificar cualquiera de las variables x;. Entonces, para cada una
de ellas existird un intervalo U;. en el que se cumplird

fla,as, ... a,) < f(x1,09,...,0,) = ¢1(21), Vo1 € Uy,
f(&l,ag, . ,Cln) < f(al,xg, ce ,an) = (bg(l’g), Va, € U:Q

flai,as, ... a,) < flay,aq,...,2,) = ¢n(xy), Vo, € U
Es decir, tenemos n funciones de una variable, f(aq,as,...,x;,...a,) = ¢;(x;), cada una de ellas
con un minimo en un punto interior.

El teorema del extremo relativo (para funciones de una variable) dice que “si una funcidn
derivable en un intervalo I tiene un extremo en un punto a, interior de I, su derivada en a es
nula”. Por lo tanto,

o1

d.Tl

_ 92
dﬂ?g

T dz,

T1=ai T2=0a32 Tn=0n

Pero cada una de estas derivadas equivale a la derivada parcial de f respecto a la variable
correspondiente, particularizada en ¥ = a, luego

9f
8:61

_..._ 97
Oz,

~ Oy

- = - = - -
r=a r=a xr=

0, lo que es lo mismo

Vi@ =0

que es una condicién necesaria para la existencia de extremo en el punto a. Los puntos
que verifican esta condicion se llaman puntos criticos.

Como hemos supuesto que f es diferenciable y @ un punto interior, hemos de comprobar también
los puntos frontera y aquellos en que f no es diferenciable, donde podria haber extremo
(ver documento de apoyo “Problema de extremos con 2 variables” donde se estudia la frontera).
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9.2. Condicion suficiente de extremo

Para determinar el tipo de extremo, utilizaremos los tres primeros términos del desarrollo
de Taylor en forma matricial. Al ser continuas las derivadas segundas, la matriz hessiana es
simétrica. .

(@) = f(@) + V(@) - (& = @) + (7 = @) Hlp=a (T = @) + ...

Si llamamos d7 al incremento & — @ y pasamos al otro miembro el f(a), tenemos
= 1
$() — £(@) = V(@) dif+ 5 A HlaadT + ..

donde observamos que:

El primer miembro representa el incremento del valor de la funcién entre @ y .

El primer sumando del segundo miembro es la diferencial df (@) de la funcién.

El segundo sumando es la diferencial segunda d? f(a@), multiplicada por 1/2.

Los siguientes sumandos son infinitésimos de orden superior: si Z estda muy cerca de @, son
despreciables frente a los anteriores.

Si el punto @ cumple la condicién necesaria de extremo, v f(@) es nulo, por lo que el signo de
Af lo da el primer sumando no nulo, d*f(@) (no da el valor exacto debido a los infinitésimos de
orden superior). A continuacién analizamos este término.

La diferencial segunda es una forma cuadratica, que asocia un nimero real a un vector
dZ — d¥' H d¥

Clasificamos una forma cuadrética segin el signo que tome VdZ # 0. Asi, d*f seré:

Definida positiva <= d?f > 0.

Definida negativa <= d?>f < 0.

Semidefinida positiva <= d>f > 0.

Semidefinida negativa <= d?f < 0.

Indefinida <= d*f = 0 (puede ser nula, aunque no es necesario).
Entonces, segin el tipo de forma cuadratica que sea d?f, tendremos:
- Si d?f es definida positiva, Af > 0 siempre, luego se trata de un minimo.

Si d?f es definida negativa, Af < 0 siempre, luego se trata de un maximo.

- Si d*f es indefinida, puede darse Af = 0, luego no hay ni maximo ni minimo.
Si es semidefinida, tenemos un caso dudoso. Lo analizamos para SDP (con SDN es andlogo).

Si es semidefinida positiva, d®f > 0, por lo que Af > 0 para algtin d; pero, para otros,
d*f = 0, luego el signo de Af lo dan los términos de orden superior (A f puede ser ; 0).

Lo tnico que podemos asegurar es que no existe maximo. Pues, si d*f > 0, para algin d¥
debe ser d*f > 0= Af > 0, por lo que la funcién crece. Luego no puede haber maximo.

En los documentos de apoyo se analiza la funcién f(x,y) = 2? + ky?, que tiene un punto
critico en el origen. Se muestra que, segun el signo de k, se obtienen distintos resultados.
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9.3. Determinacion del tipo de forma cuadratica

Veremos dos formas de clasificar una forma cuadratica, a partir de su matriz asociada.

Criterio de Sylvester. Una forma cuadratica es:
- Definida positiva si y sélo si los menores principales de la matriz son positivos.

- Definida negativa si y solo si los signos de los menores principales son —, +, —, ...

Diagonalizacion por congruencia. Toda matriz simétrica H es diagonalizable por congruen-
cia, es decir

H=H'=—=3C(|C|#0)/CHC'=D

Segun los signos de los elementos de la diagonal principal de D, la forma cuadratica sera:

Definida positiva <= d; > 0,i=1,2,...,n

- Definida negativa <—= d; < 0,1=1,2,...,n
- Semidefinida positiva <= d; > 0,i=1,2,...,n
- Semidefinida negativa <= d; < 0,1=1,2,...,n

Indefinida <= d; Z 0 (puede haber alguno nulo).

Nota. A partir de dos propiedades de las matrices cuadradas ( “el determinante del producto
es iqual al producto de los determinantes” y “el determinante de una matriz es igqual al de su
traspuesta”), se cumple:

Dl =[C||H]| [c| = |C[ |H]|

por lo que los determinantes de la matriz hessiana y su matriz diagonal tienen el mismo signo,
lo que nos permite utilizar el signo de |H| al clasificar la forma cuadratica.

A continuacién se muestran los pasos que conviene dar en el estudio de extremos.

9.4. Cdlculo de extremos. Resumen y ejemplos

O
Sea f : D —+ R, D C R*, f € C?. Para buscar sus extremos en D, interior del dominio,
tenemos en cuenta las condiciones necesaria y suficiente.

Condicion necesaria. Al ser el conjunto abierto y f diferenciable, sus extremos estan en puntos
que cumplan la condicién de gradiente nulo. Entonces los posibles extremos (puntos criticos)
vienen dados por las soluciones de la ecuacién

Vi=0

Condicion suficiente. Para saber qué puntos criticos son extremos, el primer paso es determi-
nar de qué tipo es la forma cuadrética d?f en ellos. Sabemos que:

- Si es definida, se trata de un minimo (positiva) o de un méximo (negativa).
- Si es indefinida, no hay maximo ni minimo (punto de silla).

- Si es semidefinida, solo sabemos que no puede haber méximo (si es SD positiva) o no puede
haber minimo (si es SD negativa).

Asi pues, procedemos del siguiente modo:
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a)

b)

iEs H definida? Se averigua aplicando el criterio de Sylvester. Entonces si es definida
positiva, existe un minimo. Si es definida negativa, un maximo.

Si H no es definida, estudiando su determinante tenemos dos casos:

b.1 [|H| # 0. Como |D| = |C|* |H|, resulta que |D| = dydy--- # 0, lo que significa que
ningun d; es nulo, con lo que tendran signos iguales o distintos. Si tuvieran igual signo,
H serfa definida, cosa que no ocurre. Entonces han de existir d; 2 0, por lo que H es
indefinida y tenemos un punto de silla.

b.2. ||H| = 0|. Entonces |D| = 0 por lo que los d; pueden ser > 0,< 0 6 § 0 (alguno ha

de ser nulo), por lo que H puede ser semidefinida o indefinida.
En estos casos se puede conocer el tipo diagonalizando por congruencia.

En el caso particular n = 2, sélo existen dos d;, de los que al menos uno es nulo. No
puede entonces ser indefinida, por lo que sera semidefinida.

Casos dudosos (H semidefinida): para solucionarlos podemos probar distintas direcciones
de alejamiento desde el punto @. Si en una direccion la funcién crece pero en otra decrece,
se trata de un punto de silla. Lo mismo ocurre si, en la misma direccién, crece en un
sentido y decrece en el otro. En el caso n = 2, podemos movernos desde (a, b) paralelamente
a los ejes, a las bisectrices y = x, y = —ux, etc.

Ejemplos.

a)

b)

d)

flr,y) =2+ y* +ay —z —2y.

Aplicando la condicién necesaria, resulta el punto critico P(0,1). La matriz hessiana es

Hpyy = (? é), definida positiva (Sylvester), luego se trata de un minimo.

fley) =zy+az—y—1
Aplicando la condicién necesaria, resulta el punto critico P(1,—1). La matriz hessiana es

Haq 1y = (1) (1)> En este caso H no es definida (Sylvester). Como |H| # 0, resulta que

H es indefinida, por lo que tenemos un punto de silla.
flzy) = VR — a2,
Aplicando la C.N. = P(0,y) (son criticos todos los puntos del eje Y). En todos ellos,

_1
H= ( OR 8) — |H| = 0 = H semidefinida (n = 2) = caso dudoso.

1
Para solucionarlo consideramos la diferencial segunda d?f = = dz? < 0, que toma valor

negativo Vdx # 0. Luego el valor de f disminuye si nos movemos, desde los puntos (0, y)
en cualquier direccion, salvo la dada por dx = 0. Pero esto significa movernos por el eje Y,
donde el valor de la funcién es constante y vale R. Es decir, en todo punto (0,y) —eje Y—
existe un maximo en sentido amplio, de valor z = R.

Lo vemos graficamente escribiendo la ecuacién en la forma 2%+ 22 = R?, que corresponde a
un cilindro de radio R y eje horizontal (el eje OY"). La expresion del enunciado corresponde
a la parte del cilindro sobre el plano XY (z > 0).

flr,y) =9* —2® =22 — 1.
Aplicando la C.N. = P(-1,0). H_10) = (_2 0). La matriz H, diagonal, es semidefi-

0 0
nida negativa (caso dudoso).
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Para resolverlo estudiamos —como en el apdo. anterior— la diferencial segunda d? f = —2dx?.
Esto nos indica que el valor de f disminuye al movernos en cualquier direccién, salvo la del
eje Y. Estudiando este caso (variacién sélo de la y), comprobamos que f crece si y crece y
decrece si y decrece, por lo que en P hay un punto de silla.

Otra opcién es movernos en distintas direcciones a partir de P(—1,0), donde f es nula: por
ejemplo en las de los ejes, incrementando alternativamente x e y en un valor A. Resulta:

d.1. En cualquier punto de coordenadas (—1 + A, 0), la funcién toma el valor —A?, luego
decrece, a partir de su valor en P, independientemente del signo de A.

d.2. En cualquier punto de coordenadas (—1,A), la funcién vale A3. Es decir, crece si nos
movemos desde P en el sentido positivo del eje Y (A > 0) y decrece en caso contrario.

Concluimos que, en P(—1,0), f no tiene méximo ni minimo (punto de silla).

e) f(x,y,2) = 32> — 6z +y* — 2%

6 0 0
Aplicando la C.N. = P(1,0,0). Hy 90 = [0 0 0

0 00
H es semidefinida positiva (caso dudoso) y la diferencial segunda vale d*f = 6dx?, por
lo que la funcién crecerd siempre que dx # 0. Si en cambio nos movemos a partir de P,
paralelamente al plano Y'Z (dz = 0), la diferencial segunda vale 0. Para identificar el tipo
de extremo, nos movemos paralelamente a dicho plano a partir de P, modificando el valor
de una de las variables y, z cada vez:

e.l. Valor de f en P: f(1,0,0) = —3.
e.2. Incrementamos y: f(1,A,0) = =3+ A* = Af = A%, luego f crece.
e.3. Incrementamos z: f(1,0,A) = =3 — A = Af = —A* luego f decrece.

Se trata, entonces, de un punto de silla. No hemos probado a modificar el valor de la x,
pues, como se ha dicho, la funcién crecera siempre que dx # 0 (compruébese).

10. Funcion implicita

A partir de una ecuacién que relacione dos variables, F'(z,y) = 0, en ocasiones podemos

despejar una de ellas en funcién de la otra. Por ejemplo

sen x
x3y—senx:O:>y:—3,‘v’x7éO
x

En otros casos no es posible obtener una expresién explicita de y en funciéon de x. Por ejemplo:
rseny —y— 1 =0=—= 7

Sin embargo, puede ocurrir que, para cada x, haya un tnico y que verifique la ecuacion. Eso
implicaria que y es funcién de x, aunque no exista una expresién explicita que las relacione. En
este caso decimos que y es funcién implicita de z.

A continuacion daremos una definicion de funcién implicita y enunciaremos el teorema de exis-
tencia y diferenciabilidad para dos variables. Luego generalizaremos al caso de n variables.

10.1. Definicion

Decimos que F(z,y) = 0 define a y como funcién implicita de x en el intervalo I C R siy
sélo si, para todo = € I, existe un unico valor ¥ (z) que verifica la ecuacion, es decir:

Ve el 3Y(z) eR/F(z,¢(x)) =0

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 45



10.2. Teorema de existencia y diferenciabilidad para dos variables
Lo enunciamos en dos partes:

a) Sea A C R?, abierto. Sea F(x,y) una funcién continua en A, tal que su derivada respecto
de y también lo es. Sea P(a,b) € A un punto en el que se anula la funcién y no la derivada.
oF oF
F(z,y), —, continuas en A; EI(a,b)/F(a, b) =0, —(a,b) #0
dy dy
En este caso la ecuacién F(z,y) = 0 define como funcién implicita de x a una tnica
funcién continua y = ¢ (x), en un entorno de x = a,y = b (U,).

b) Si, ademads, la derivada de F' respecto de x es continua en A, entonces y = ¢ (z) es dife-
renciable en U, y -aplicando la regla de la cadena- se cumple

dp  OF OF dv
F(z,9() = ¢(2) = 0= — = =~ A o ()
dz 0% |y O AT |,y
de donde
dy  OF/ox
do— OF/0yl,—ya

Es decir, aunque no exista la expresion explicita de y = 1(x), podemos conocer su derivada
en un cierto U,, y en particular en x = a. Esto permite, por ejemplo, obtener la tangente
a la curva definida por F'(z,y) = 0, sin conocer la ecuacién y = 1(z) de dicha curva.

Ejemplo. Sea F(x,y) = z* + y?> — 2 = 0. Sus derivadas parciales son F/ = 2z, F, = 2y.
Haciendo y = z en la ecuacién, obtenemos el punto P (1,1) en el que se anula F' y no F,.
Entonces existe un entorno de x =1, y = 1, donde

- _1>

B s
Obsérvese que F'(x,y) = 0 es la ecuacién de una circunferencia, de la que obtenemos dos posibles

ticul e
= ——, = —— |en particular —
dx F, P

funciones y = ¥ (x), correspondientes a las semicircunferencias por encima y por debajo de OX.

dx

P

Vemos también que todos los puntos de la circunferencia valen como punto P, excepto Pi(1,0)
y P2(—=1,0), en los que F, = 0. El motivo es que en todo entorno de esos puntos existen dos
funciones implicitas (las semicircunferencias mencionadas). Luego no cumplen las condiciones
del teorema, que garantiza la existencia de una tnica funcién implicita en un cierto entorno.

Nota. La derivada de ¢ en (%) es nula porque la funcién ¢(x) es constante (¢ = k = 0)
en un cierto entorno de z = a. En el ejemplo anterior, la funcién z = F(x,y) representa un
paraboloide. La condicién F' = 0 es la ecuacion de la curva intersecciéon del paraboloide con el
plano XY, es decir, un conjunto de puntos (x,(z)) en los que F' = 0. Por tanto, en el entorno
U, considerado, la variacién de I’ (x, w(a:)) = ¢(x) respecto a x es nula.
Ejercicio 1. Dada la ecuacién F(z,y) = y*cosx — 2% cosy = 0, se pide:

a) Comprobar que existe f. implicita en un entorno de P(7/2,7/2) y hallar 0¢)/0x en P.

b) Identificar la funcién, que en este caso tiene una forma explicita muy sencilla.

c¢) En Q(0,0) no se cumple F; # 0. ;Por qué?

Ejercicio 2. Aplica el teorema a F(z,y) = seny + secy — x = 0, hallando el punto P(a,b).
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10.3. Generalizacion del teorema a funciones vectoriales

Acabamos de estudiar una ecuacién con dos variables que define a una de ellas como funcién
implicita de la otra, y = ¥ (x). Vamos a enunciar el teorema en el caso general: ecuacién con
m + n variables que define a m de ellas como funcién (vectorial) implicita de las n variables

restantes (variable vectorial). Antes veremos, como introduccién, un caso con 3 variables.

Caso particular. Sea la ecuacion g(u,v,y) = 0. Andlogamente a lo definido en 10.1 -y pres-
cindiendo de dominios de existencia para simplificar- podemos decir que g(u,v,y) = 0 define a

y como funcién implicita de u, v si y sélo si

V(u, v) I (u,v) /g(u,v,w(u, v)) = ¢(u,v) =0

Si se cumplen las condiciones suficientes para ello, ¥ (u,v) serd diferenciable y -calculando las

derivadas parciales de ¢ y despejando- resulta

99 _dg 09 0¥ _ 9 _ _9g/0u
8u_8u+8y8u_0:> ou  0g/dy
dp 0g  0g o 8¢__8g/8v
81)_8v+8yav_oz> ov  0g/dy

siempre que la derivada parcial de g respecto de y no se anule.

Caso general. Consideramos ahora una funcién de m componentes (g, ga, - -
variables (z1,...Zn, Y1 ... Ym), que podemos expresar abreviadamente como §(Z, ¥/)

Gm) Y m+n

Las condiciones que exigimos a ¢ son andlogas a las exigidas en el caso de la funciéon de dos

variables F'(x,y):

- ¢ continua, es decir componentes g; continuas en A C R™™™ k=1,...m.

09k O
8@-’ 8yj

- Derivadas parciales

- Existe un punto (ay, ... an, b1, ...by) = (a@,b) /g(ﬁ, b) =0,

continnasen A CR"™™ i=1,...n; jk=1,...m.

Teorema: en las condiciones enunciadas, “la ecuacion ¢ = 0 define como funcion implicita de
a

T a una unica funcion § = J(i’), en un entorno de T =

Esto significa que:

a) La funcién implicita v verifica la ecuacién g = 0:

3@ 5) = 0= 3¢ = (@) /§ (2.6(@) = (&) = 0
La expresion anterior, desarrollada, significa que existen m funciones ¢, 9o, ..., ¥,,, todas
ellas de n variables (x1,...z,), tales que satisfacen las m ecuaciones g; = 0. Esto da lugar

a m funciones ¢;, de las mismas n variables cada una, que se anulan en Uz

)
)

gl(lj, s -l'n;wl; s ﬂbm) = ¢1(331, c.
QQ(xla . ~-$na¢1a s 7wm) = Cbz(l'l, R

Tn
Tn

G (T1y o Ty V1, ) = Gl . ) =0

0
0
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b) Para calcular las derivadas de las funciones ¢, respecto las distintas variables usamos la
regla de la cadena. La derivada de ¢, respecto a x; sera

Oy, _ 0gk+%8@/}1 +~~+%a¢’” :agk+ m dg Y )
ox; Oxr; Oy Ox; OYm O0x; o0x; = dy; Ox;

Tomando k como indice de fila e i de columna, vemos que ¢y /0x; representa el elemento
(k,7) de la matriz de las derivadas parciales de ¢ respecto a Z. De la misma forma, dgy/0x;
representa el elemento (k,7) de la matriz de las derivadas parciales de § respecto a Z.

Por otro lado, la suma entre 1 y m del segundo miembro representa el producto de la fila
k de la matriz de las derivadas de ¢ respecto a ¢, por la columna i de la matriz de las
derivadas de 1) respecto a .

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos escribir la expresién en forma matricial y despejar,
obteniendo

—

y=9(Z)

dé 0 0 dv dip o7\ " 07
— =5+ 275 = Qmxa — ==\ Py
i 0z ojdi ™| T | dz 0j) o7

lo que nos permite calcular la matriz de las derivadas de la funcién implicita i respecto a
la variable Z. En estas expresiones, todas las matrices son de dimensién m X n, excepto la
derivada de g respecto a 7/, que es cuadrada (m x m).

Como regla mnemotécnica, obsérvese que la expresién vectorial resultante corresponde
exactamente con la que obtuvimos en 2 variables, usando vectores @, ¥ y ¢ en lugar de
escalares y cambiando la F' por g

Ejemplo. Vamos a aplicar las expresiones que hemos obtenido al caso particular que resolvimos
como introduccion.

Expresamos la ecuacién g(u,v,y) = 0, como ¢(Z,¥) = 0, siendo
T=(uv); y=y; §:R"™™ S R™ conn=2 m=1
La condicién § = 0 define la funcién implicita 1;

(7,9) =0 =7 = 4(7)

Q

donde ¢, 7/, son escalares en este caso.

Aplicando la expresion general a nuestro caso, la matriz de las derivadas de ¢ respecto a ¥/ tiene
un tnico elemento y su inversa es (9g/0y)~'. Y la matriz de las derivadas de § respecto a T
contiene las derivadas de g respecto de u y v. Entonces la derivada de la funcién implicita 1;
respecto de I es

d_@/?_ A g 99\ _  (9g/0u Og/dv
d ~ \ou' ov/)  09g/oy \ou ov) dg/dy’ 0g/dy

y las expresiones de las derivadas de i respecto de u y v coinciden con las obtenidas al principio.

Lo anterior sugiere que con frecuencia la notacién vectorial no es necesaria y se puede proceder
como hicimos en el caso particular.

Se recomienda ver los problemas resueltos en el documento de apoyo “Teorema de la funcién
implicita. Ejemplos”.
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11. Extremos condicionados

En el apartado 9 hemos hallado extremos de funciones vectoriales cuyas variables pueden
moverse libremente por sus respectivos dominios. A continuacién estudiaremos extremos de fun-
ciones en el caso de que existan condiciones de ligadura entre las distintas variables.

Imaginemos una funcién de dos variables con un extremo en el punto P(a,b). Si le imponemos
una condicion que relacione x e y, puede dejar de haber extremo en P y aparecer otro en P’.

Ejemplo. La funcién f(z,y) = 1—x2—y? alcanza su valor maximo para z = y = 0. Si obligamos
a las variables a cumplir la condicién z + y — 1 = 0, el maximo se alcanza para z =y = 1/2.

11.1. Condiciones en forma explicita

Consideramos funciones de m + n variables, ligadas por m condiciones explicitas tales que m
variables dependen explicitamente de las otras n. Es decir, sea la funcion

f(xlv"wxnayl--'aym)

con las condiciones

y1 = P1(x,. .., xy)

Ym = T/Jm(%, cee 7:En)

Haciendo 7 = (x1,...,2,) € ¥ = (y1...,Ym), la funcién se expresa abreviadamente como

—

f(fv ?7), con g: @D(f)

Resulta inmediato que, sustituyendo en f las variables y; por sus respectivas expresiones 1;(%),
resulta una nueva funcién de sélo n variables

—

de la que podemos calcular los extremos por el método descrito en 9. Este seria el caso del

ejemplo anterior, si sustituimos la condicién y =1 —z en f(z,y) =1 — 2% — %

11.2. Condiciones en forma implicita

—

Se trata ahora de obtener los extremos de la funcién anterior f(Z, ), pero con las m condi-
ciones dadas en forma implicita

g1(z1, Ty Y1 Ym) =0

I (T, o Ty Y1y Ym) =0

que podemos escribir abreviadamente como §(Z,y) = 0.

Método de los multiplicadores de Lagrange. Se demuestra que existen ciertos valores
A € R, tales que los extremos de la funcién f, con las m ligaduras entre sus variables, coinciden
con los de la funcién lagrangiana

L=f(Z 9+ a7y
=1

lo que permite simplificar el calculo de los extremos cuando las condiciones no son explicitas.
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Justificacion de la condicién necesaria. Lo haremos para una funcién de tres variables
sujeta a dos condiciones (n = 1, m = 2). Veremos que, para obtener los puntos criticos de f con
las ligaduras g; = 0, go = 0, hemos de cumplir las mismas condiciones que para los de L. Sean

u=f(z,y,2); gi(z,y,2)=0; go(z,y,2) =0
La funcién lagrangiana es
L= f(xv Y, Z) + Algl(xv Y, Z) + )‘2 92($7y, Z)

Para obtener los puntos criticos de L se deben cumplir las condiciones

oL |of o g2

or 8x+)\18$ +)\23x =0

oL _|0f | 99 dg2 _

oy | dy A dy A dy =0 ()
oL | of og dga

5z |os "M T 0

Estudiamos ahora la funcion f. Por el teorema de la funcién implicita sabemos que, en ciertas
condiciones, las igualdades g; = 0, go = 0 definen dos funciones 1, 15 que las satisfacen:

gi(z,y,2) =0 g1 (:v,wl(:v),wz(a:)) =0
QQ(x,y, Z) —0 } — 3¢1($)7¢2(x)/ { gz(x,¢1<l’>,1/12(x)) -0 }

Sustituyendo y y z por sus correspondientes funciones 11, ¢, f se convierte en una nueva funcién

f(%wl(iv)ﬂ/fz(x)) = ¢(x)
que derivaremos respecto a x, para hallar sus posibles extremos.

Teniendo en cuenta que las funciones g; (3:, U (), wg(x)), g2 (x, U (), wg(x)) son nulas para todo
x de un cierto conjunto (por tanto, constantes en él), sus derivadas respecto a x también lo seran.

Derivamos entonces f, g; v g usando la regla de la cadena, obteniendo

OF |, OF &by OF iy _
Oor Oy dx 0z dx

09 dordin 09 vy _
Oor Oy dx 0z dx
O | s s | O dis
Oor Oy dx 0z dx

En estas tres ecuaciones hay sélo dos incégnitas, las derivadas de 1, y ¥5. Para que exista
solucién, una de las ecuaciones ha de ser combinacién lineal de las otras. Es decir, deben existir
a, 5,7 € R tales que

of of of 991 Og1 Ogi 992 0g2  Ogs
= 5= = — = — — —]=(0 00
“ (830 oy 0z +5 or Oy 0z 7 or Oy 0z ( )
El coeficiente o ha de ser no nulo. De lo contrario las derivadas de g; y g9 serian proporcionales y

no se cumplirfa la condicién de determinante de 9g/0y no nulo (apdo. 10.3). Dividiendo entre
a la ecuacién y haciendo f/a = Ay, v/a = Ay, resulta

af of of dg1 0g1 Og dga 0ga 0ga\
( ) )\1(83: dy 8z)+)\2(8a: Jy az)_(ooo)

or Oy 0z
[gualando las componentes en ambos miembros, resulta la misma condicién necesaria de extremo
que teniamos para la funcién lagrangiana (*).

=0
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Aplicacién practica del método. Sea una funcién f(xq,...,y,) con las ligaduras
g1, Ym) =0, go(x1, . s Ym) =0, .. gm(T1, . Ym) =0
Escribimos la funcion lagrangiana

L=f+Mg+ -+ Angm

Puntos criticos. Para hallarlos, aplicamos la condicion necesaria de extremo derivando L
respecto a las m + n variables. Anadimos las m condiciones de ligadura:

oL oL oL oL

—=0,...,— =0]|; —=0,...,— =01
0xy T Oy, T oy T Oy

Q
S
I
o
@
3
I
o

Hemos obtenido 2m + n ecuaciones. Las correspondientes 2m + n incégnitas son los puntos
P(ay,...,an,b1...by) y los multiplicadores Ay, ..., Ay.

Condicién suficiente. En los puntos criticos habrd méximo, minimo o punto de silla (ni
médximo ni minimo) segin el tipo de forma cuadratica que sea d?L|gy,—o.

La condicién dg; = 0 significa que, al estudiar la d2L, hay que tener en cuenta las relaciones entre
las diferenciales de las variables debidas a las condiciones g; = 0 en forma diferencial. Entonces

definida positiva = minimo
Si d®Llgg—0 es { definida negativa = méximo
indefinida = p. desilla

Nota. Sila d?L es definida, no es necesario estudiar las condiciones dg; = 0, pues no van a
cambiar el tipo de forma cuadrética. En cambio, cuando la d?L es semidefinida o indefinida, las
relaciones entre las diferenciales de las variables pueden influir en el resultado final.

Ejemplo. Aplicamos el método al ejemplo introductorio, en el que

flay)=1-2 =y gloy)=c+y-1=0
La funcién lagrangiana es L = 1 — 22 — y* + A(x + y — 1). Derivando

oL

oL
8—:—2x+/\:0; — =2+ A=0= 2=y
x

dy

Introduciendo = = y en la condicién = 4+ y — 1 = 0 resulta el punto P'(1/2,1/2).
Las derivadas segundas son

82_L_82_L__2‘ O’L  &°L g (2 0
oz oyr 7 Oxdy  Oydr S\ 0 -2

H es una matriz diagonal, por lo que resulta inmediato ver que es definida negativa. Aplicando
el criterio de Sylvester se observa lo mismo, pues los menores principales son —2,+4. Como
consecuencia, en el punto P'(1/2,1/2) tenemos un maximo.

Ejercicio. Calcula las dimensiones del rectdangulo (base x y altura y) de perimetro dado Py
area maxima.

Solucién.  Se trata del cuadrado de lado P/4.
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12.

Ejercicios de autoevaluacién

12.1. Test verdadero/falso

Test

1.

10.

Test

b)

1 Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

Las propiedades de la aplicacién “norma euclidea” son: positividad, conmutatividad y de-
sigualdad triangular.

Una funcién vectorial de variable real es continua en x = a, si y sélo si cada una de sus
componentes es continua en x = a.

Sea f : R? — R. Si los limites de f en @, segin las direcciones dadas por o, valen ¢,
entonces f tiene limite ¢ en a.

Si existen las derivadas direccionales de una funcién real de dos variables la funcién
serd continua.

. Las derivadas direccionales de una funcién f de varias variables dependen siempre de la

direccion.

. Una condicion necesaria de diferenciabilidad de una funcién real de varias variables es que

las derivadas parciales sean continuas.

. El jacobiano de una funcion vectorial de 3 componentes y 2 variables es una matriz de

32 = 9 elementos.

Sean f: R* = R™y g:R™ = RP. Sean Dy =R"y D, = R™. Si fy g son diferenciables
en su dominio, entonces f o g es diferenciable en R".

Sea una funcién vectorial de variable vectorial. Si se cumple el teorema de Schwarz de las
derivadas cruzadas, el jacobiano de la funcion es una matriz simétrica.

Seau = f(x,y,2), f € C? Secumple d*u = gda:—i-a—fdija—f
Ox dy 0z

esta expresion, el coeficiente numérico del término que contiene a dxdz es 2.

(2
dz) . Si desarrollamos

2 Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

Sea una funcién f(z,y), f € C?, en todo su dominio. Podemos afirmar que:

. Su polinomio de Taylor de grado 2 en el punto (a, b) es la ecuacién del plano tangente a la

superficie z = f(x,y) por el punto (a,b, f(a,b)).

. Si la funcién f(x,y) = 2%y?, sus derivadas de orden cinco y superior son nulas, por lo que

su polinomio de Taylor de cuarto grado en torno al punto P(1,1) representa exactamente
a la funcion.

Estudiamos ahora los extremos relativos de la funcién f(x,y), f € C* en puntos en los
que sus derivadas parciales son nulas. Podemos afirmar que:

. La funcién sélo tendra extremos si d?f es definida (positiva o negativa).

. Si d*f no es definida y |H| # 0, se trata de un punto de silla.

Si el determinante hessiano es nulo, la diferencial segunda sélo puede ser semidefinida, a
pesar de lo cual puede existir un extremo.
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6. Si en los puntos criticos la d?f resulta ser indefinida, podemos asegurar que la funcién no
tiene extremos.

7. Si la matriz H es semidefinida se trata de un caso dudoso. Pero se puede afirmar que, si
es semidefinida positiva, no hay maximo y, si es semidefinida negativa, no hay minimo.

c¢) Sea la ecuacién F(z,y) = 2> + y*> + zy + 3y = 0. Sean los puntos P(0,0) y Q(—1,—1).
8. En P se cumplen las condiciones de existencia y diferenciabilidad de la f.i.
9. En @ se cumplen las condiciones de existencia y diferenciabilidad de la f.i.
10. En P, la derivada de la funcién implicita es nula.
d) Buscamos los extremos de f(x,y, z), con las ligaduras ¢;(x,y,2) =0y ga2(x,y,2) = 0.
11. Los extremos coinciden con los de la funcion L = f + A\g1 + pgs, VA, u € R.

12. Las ecuaciones g; = 0, go = 0 sélo influyen para la obtencién de los puntos criticos, no
para el estudio del tipo de extremo (condicién suficiente).

13. Una vez obtenidos los puntos criticos, tendremos un maximo si d2L|ng:07 i=1,2 toma valores

negativos V(dx, dy,dz) # (0,0,0).

14. En el calculo de extremos condicionados, el tipo de extremo viene dado por el signo de
d?L|4g,=0. Pero, si la matriz H es definida, no es preciso utilizar las condiciones dg; = 0.

12.2. Cuestiones

Cuestion 1. Sea f una funcion real definida en D C R"™. Se pide definir el limite direccional y
la derivada direccional de f en un punto d y razonar la verdad o falsedad de las frases siguientes:

a) Si el limite direccional en @ depende de la direccion, no existe limite funcional en d.

b) Si f es diferenciable en @, la derivada direccional en @ no depende de la direccién.

Cuestion 2. Sea f una funcién real definida en D C R". Se pide enunciar la condicién necesaria
y la suficiente de diferenciabilidad y razonar la verdad o falsedad de las frases:

a) Si f cumple en D la condicién suficiente, entonces cumple la necesaria.

b) Si f cumple en D la condicién necesaria, entonces cumple la suficiente.

Cuestién 3. Sea la funciéon

fla,y) = {xﬁylﬂ (z,y) # (0.0)
| 0 (l‘,y) - (O, 0)

Para obtener sus derivadas direccionales en el origen, calculamos el limite:

S o fQwe, Awy) — £(0,0) L waty

que no tiene valor finito. Sin embargo, calculando las derivadas parciales en el origen por la
definicion, obtenemos

of _ oy SR0) = (0,0 . 0-0_ Of L
o OO =l T iy T =0 5,00 = =0

Como las derivadas parciales (que existen) son un caso particular de las direccionales (que
parecen no existir), expliquese la razén de esta aparente contradiccion.
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Cuestion 4. Razodnese la verdad o falsedad de la afirmacion siguiente: “Sea f una funcion real
de 2 variables, diferenciable en R?. Su gradiente en el punto P(a,b) es un vector de R? que indica
la direccién de minima variacion de f, a partir de su valor en P”.

Cuestién 5. FEnuncia el Teorema de existencia y diferenciabilidad de la funcién implicita.

Cuestién 6. Sea F(z,y) = xseny — ysenx = 0. Puede comprobarse que se cumplen las
condiciones para que la ecuacién F(z,y) = 0 defina una funcién implicita en un entorno del
punto P(7/2,7/2) (que no es otra que y = x). Por otro lado, vemos que también es solucién de
la ecuacién la funcién y = 0, recta que corta a y = x en el (0,0).

Lo anterior parece significar que, en todo entorno del (0,0), existen dos funciones implicitas
(y =x ey =0). Pero el teorema afirma que, en ciertas condiciones, la funcién implicita definida
por F(x,y) = 0 es tnica en un cierto entorno de P(a,b). ;No se cumple entonces el teorema?

12.3. Solucién de los test verdadero/falso

Test 1.
1. F. Las 3 propiedades son: positividad, producto por un escalar y desigualdad triangular.
2. V. Ver apdo. 3.2.

3. F. Que existan limites segtin las infinitas direcciones rectas que parten del punto, y coin-
cidan, no significa que tenga que existir limite al aproximarnos al punto segin cualquier
curva. Existe un ejemplo de este caso en los documentos de apoyo del tema).

4. F. La existencia de derivadas direccionales no asegura la diferenciabilidad, por lo que
tampoco asegura la continuidad. Si f admite derivada en una direccion, el limite de f en
a coincidird con f(@) sélo en esa direccién.

5. F. No siempre. Por ejemplo, si una funcién diferenciable tiene un extremo en un punto
interior del dominio, las derivadas direccionales en ese punto, segin cualquier direccién,
seran nulas.

6. F. No es condicién necesaria, sino suficiente de diferenciabilidad.

7. F. El jacobiano de una funcién vectorial de 3 componentes y 2 variables es una matriz de
3 X 2 = 6 elementos.

—

8. F. Hemos definido la funcién compuesta diciendo que (f o §)(Z) = f (§(Z)). Con esta
definicién, f o g no tiene por qué ser diferenciable, pues puede ni siquiera existir. En
efecto, si p # n, los elementos ¢(#) no seran variables de la funcién f . En cambio go f
existe y es diferenciable (ver apdo. 6.2).

9. F. El jacobiano de una funciéon vectorial, de m componentes y n variables, es la matriz
mxn de las derivadas parciales y ni siquiera tiene por qué ser cuadrada. Quien es simétrica,
si se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Schwarz, es la matriz cuadrada de
las derivadas segundas (matriz hessiana o hessiano).

10. V. El desarrollo del cuadrado simbdlico de una suma contiene la suma 2de “cuadrados”

mas la de “dobles productos”. Uno de estos tltimos es el que se pide, 2W dxdz.
x0z
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Test 2.

1.

b)

10.

d)
11.

12.

13.
14.

F. La ecuacion del plano tangente viene dada por el polinomio de Taylor de grado 1 (ver
apdo. 8.1).

. V. De las 16 derivadas de cuarto orden sélo seran distintas de cero las 6 en las que se

deriva 2 veces respecto de x y 2 respecto de y (todas valdran 4). Por tanto las derivadas
de orden mayor que 4 seran nulas. El resultado es un polinomio de grado 4, en potencias
de (x — 1) e (y — 1). Si operamos y simplificamos obtendremos la expresién de la funcién.

Estudiamos ahora los extremos relativos de la funcién f(x,y), f € C* en puntos en los
que sus derivadas parciales son nulas. Podemos afirmar que:

. F. Puede haber extremos con d?f semidefinida. Ejemplo: f(x,y) = 22 + y* en el punto

P(0,0) (ver apdo. 9.2 y el doc. de apoyo “Ejemplo de forma cuadrética semidefinida”).

. V. Si |H| # 0, ningin elementos de la matriz diagonal es nulo. Como no pueden ser ambos

positivos (la f. cuadratica seria definida positiva), ni negativos (seria definida negativa),
deben ser de distinto signo, por lo que es indefinida y se tratard de un punto de silla.

. V. Si |H| =0, al menos un elemento diagonal es nulo. Como hay dos, no pueden ser de

distinto signo, luego es semidefinida, pero puede existir un extremo (test 2, cuestién 3).

. F. Puede tener extremos en algtin punto de la frontera, aunque sus derivadas parciales no

sean nulas en dicho punto.

. V. Si la matriz hessiana es semidefinida se trata de un caso dudoso, sin solucién tunica, lo

que no significa que no podamos afirmar nada:

- Si es semidefinida positiva, para algiun dZ serd d>f > 0 = Af > 0 (la funcién crece al
apartarnos del punto, al menos en una direccién), luego no puede tratarse de un maximo.

- Si es semidefinida negativa, para algin dZ serd d*f < 0 = Af < 0 (la funcién decrece al
apartarnos del punto, al menos en una direccién), luego no puede tratarse de un minimo.

Sea la ecuacion F(x,y) = 2% + y* + zy + 3y = 0. Sean los puntos P(0,0) y Q(—1,—1).

. V. La funcién y sus derivadas parciales respecto a x e y son continuas en todo punto. En

P se anula I’y no su derivada respecto a y, luego se cumplen las condiciones.

. F. La funcién y sus derivadas parciales respecto a x e y son continuas en todo punto. En

@ se anula I’y también su derivada respecto a ¥, luego no se cumplen las condiciones.

OF o OF/0x
V.En Pla — = 1 = =
n £ la = 0, por lo que O OF JOy

Buscamos los extremos de f(z,y, z), con las ligaduras ¢;(z,y,2) =0y ¢2(x,y,z) = 0.

F.|3Jd\ € R|para los que se cumple el enunciado, pero no se cumple |VA, € R |.

F. Si las derivadas segundas de la funciones ¢g; no son nulas, sus diferenciales formaran
parte de la diferencial segunda de la funcién lagrangiana, por lo que las condiciones de
ligadura influirdan en el tipo de extremo.

V. Ver apdo. 11.2.

V. Ver apdo. 11.2.
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12.4. Solucion de las cuestiones

Cuestién 1. Definimos limite y derivada direccionales:
El limite direccional es el valor al que tiende f cuando nos acercamos a @ a través del sub-
conjunto £ = {7 € R" / ¥ =d+ A\d}. Es decir, se obtiene como }\ir% f@+ o).
—
La derivada direccional viene dada por la expresion:

D @) = i [T+~ 1@

Entonces:

a) Ellimite de f en @ es el valor al que tiende f cuando & — @ por cualquier camino. Si existe,
cualquier limite direccional coincide con él. Si el limite direccional depende de la direccién,
no tendrd un valor Unico y no existira limite funcional. La afirmacion es verdadera.

b) Si f es diferenciable, tiene derivadas direccionales y se cumple Dgf = ¢ - . Entonces la
derivada direccional depende de la direccién (dada por ). La afirmacién es falsa.

Cuestion 2. Definimos las condiciones necesaria y suficiente:

Condicion necesaria: Si f es diferenciable en D, tiene derivadas direccionales en D y se cumple:
Dgf=g-w.
Condicion suficiente: Si f tiene derivadas parciales continuas en D, es diferenciable en D.

Entonces:

a) Si f cumple la condicién suficiente, entonces es diferenciable, por lo que cumple la condicién
necesaria. La afirmacion es verdadera.

b) Si f cumple la condicién necesaria, tiene derivadas direccionales, luego tiene derivadas
parciales (que son un caso particular). Pero no podemos asegurar que estas sean continuas,
por lo que no se cumple la condicién suficiente. La afirmacion es falsa.

Cuestion 3. Se dice en el enunciado que el limite no tiene valor finito, lo cual sélo es cierto si
el numerador es distinto de cero. Si el numerador es nulo, también lo es el limite. En efecto, si
calculamos el limite tomando para & las direcciones de los vectores unitarios &, = (1,0) y &o =
(0,1), que corresponden a las direcciones de los ejes, obtenemos los valores

> 1-0 > 0-1

D(l,O)f(0,0) = ...=lim T = 0, D(071)f(070) — .. = }\%T =0

que coinciden con los de las derivadas parciales, por lo que no existe contradiccién.

Cuestion 4. Si f tiene dos variables x e y, su vector gradiente tiene como componentes las
derivadas parciales de f respecto a x e y, por lo que serd un vector de R2.

Este vector no indica la direcciéon de minima variacién de la funcién f, sino la de variaciéon
méxima. La variaciéon serd minima (nula) en la direccién perpendicular al vector gradiente en
cada punto, que es la condicion de las curvas de nivel. Esto se puede justificar a partir de la
formula de la derivada direccional

Dgf =g - & = ||glll|5] cosp = [|g]] cos ¢,

donde vemos que la variacién serd maxima en la direcciéon dada por el vector gradiente: si ¢ = 0,
el cos ¢ vale 1. Serd minima (nula) en la direccién perpendicular: si ¢ = 7/2; el cos ¢ vale 0.

Asi pues, aunque su primera parte es verdadera, la afirmacién es falsa.
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Cuestion 5. El teorema afirma lo siguiente:

Sea F' una funcién continua de dos variables. Sea la ecuacién F(x,y) = 0. Si las derivadas
parciales 0F/0x y OF/Jy son continuas y existe un punto P(a,b) en el cual

oF
Fla,b) =0, Z(a,b)#0
(@b =0, 5 (a.b) #
entonces F'(x,y) = 0 define como funcién implicita de x a una tnica funcién continua y = ¢ (x),
en un entorno de x = a, y = b, la cual es diferenciable.

Cuestién 6. Como el punto P(7/2,7/2) cumple las condiciones del teorema, existe un entorno
suyo* en el que existe una tnica funcién implicita (la funcién y = x). En cambio, Q(0,0) no
cumple la condiciéon “derivada respecto a y distinta de cero”, por lo que no podemos asegurar que
en algin entorno suyo haya una tnica funcién. De hecho, en todo entorno suyo existen cuatro
soluciones de la ecuacién F(x,y) = 0: las rectas y = 2, y = 0, « = 0, que se cortan en el origen.

Tomemos, por ejemplo, cualquier punto en la recta y = 0, distinto del origen, por ejemplo R(1,0).
Vemos que en él si se cumplen las condiciones del teorema y, por tanto, en un cierto entorno
suyo** existe una tnica funcién implicita (que ahora es la funcién y = 0).

(*) Existen infinitos entornos. Por ejemplo, los circulos de centro en Py radio r < 1.

(***) Existen infinitos entornos. por ejemplo, los circulos de centro en R y radio r < 7
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Tema I11. SerieS numéricaS (03.06.2024)

1. Definicion

Dada una sucesién de ntimeros reales {a,}, queremos obtener la suma de sus términos. Al
tratarse de infinitos sumandos, no podemos efectuar la suma directamente.
La manera de hacerlo es definir una nueva sucesién cuyos elementos sean las sumas de los
términos de {a,} en nimero creciente y tomar limites, cuando ese nimero tienda a oo.
Asi pues,
Sl = a
SQ aj + as
83 = a1 +as+as

Sn = a1+a2—|—a3+-~+an

{S.} es la sucesién de sumas parciales asociada a {a,}, a la que llamaremos serie. Los
sumandos ay, as, ... son los términos de la serie y a, es el término general.

Obtendremos la suma de la serie calculando el limite de la sucesién de sumas parciales

o
lim S,, = E an,
n—oo

n=1

Representaremos preferentemente una serie como

D an

reservando para su suma la expresién
o0
2
1
No obstante, esta segunda forma -que tiene la ventaja de indicar el primer elemento considerado-
se utiliza también con frecuencia para referirse a la serie.

Caracter. Llamamos caracter de una serie al de la sucesion de sumas parciales. Entonces
diremos que una serie es

a) Convergente, si y sélo si lim S, = S € R. El limite S es la suma de la serie.
n—oo
b) Divergente, si y sélo si lim [S,,| = .
n—oo
¢) Oscilante, si no converge ni diverge.

Ejemplos.

1
La serie arménica (inversos de los naturales): Y — =1+ > + 3 + ...
n

La serie de las potencias de —1: > (=1)"=—-14+1—-1+...

1 11 1
La serie de las potencias de 1/2: 22—n b + 1 + 3 +...

1 1 1
—— =1t —=+—==+...
V2n —1 NEIRVE

La serie de los inversos de las raices de los impares: ) |
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2. Serie geométrica

Una vez definidas las series, vamos a estudiar un caso particular, el de la serie geométrica,
en la que cada término se obtiene multiplicando al anterior por una constante llamada razon.
Los sucesivos términos son:

g = a1r
az = QA2 = CL17’2
ay = dagr = G/17'3
— _ n—1
Ap = Ap—1T = a1r

Caracter. Para estudiarlo, calculamos primero la suma de n términos a partir del primero de
ellos y la razén y hacemos luego tender n a infinito. La suma S,, vale

Sp=a;+ay+az+---+ap

Multiplicandola por r
S,r = air + asr +asr + -+ a,r

Restamos ahora ambas expresiones, recordando que cada término es igual al anterior multiplicado
por 7, por lo que desaparecen todos los términos excepto dos. Obtenemos

Sp,(1—=7)=ay, —a,r =a; —ar" 'r =a; —ayr"”

de donde despejamos S,

1—r"
Sp = 1
a 1, (r#1)
Resultan los siguientes casos
r't—1 ,
r>1 = S,=aq . = S, = 00 -signo(a;) (D)
r —
r=1 = S,=naq = S, — 00 -signo(a;) (D)
—1l<r<l = rm—=0 :>Sn—>1a1 (C)
—r
r=-1 — Sn—al—a1+a1—...:>5n—{a1’ D (0)
0, mnpar
r<-1 = ysn|:’ | =1 =S| > o0 (D)
r —

Vemos que la serie geométrica sélo converge para |r| < 1. En los demds casos diverge u oscila.

3. Condicién necesaria de convergencia

Teorema. Si una serie converge, su término general tiende a 0 (condicién no suficiente).

Z a, converge — lim a,, = 0

n—o0

Demostracién. Si > a, converge, la sucesiéon de sumas parciales tiene limite (n — 00), que
serd el mismo tanto si tomamos n términos como n — 1. Entonces

lim S, = lim S,, ;1 =S = lima, = lim (S, — S,.1)=5—-5=0

n—oo n—oo n—oo n—oo
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4.
1)

2)

3)

4)

Propiedades de las series numéricas

St intercalamos en la sucesion {an}, oy un nimero finito de términos de suma b, el cardcter
de la serie ) a, no varia y, si converge, su suma aumenta en b.

D: Sea by + by + --- + by = b. Tomando una suma parcial suficientemente avanzada, de
modo que los contenga a todos, resulta

Sy =Sn+b= lm S, = lim (S, +b)

n—oo n—oo

Entonces, por las propiedades de los limites,

- Si S, es convergente a S, S/, es convergente a S + b.
- Si S, es divergente, S/, es divergente.

- Si S, es oscilante, S), es oscilante.

Nota: Si suprimimos en {a,},.y un nimero finito de términos de suma b, el cardcter
de la serie no varia y, si converge, su suma disminuye en b. Se demuestra andlogamente,
sumando los opuestos de los términos que queremos suprimir.

St multiplicamos todos los términos de una serie por un niumero real A # 0, su cardcter no
varia y, si converge, su suma queda multiplicada por .

D: La nueva sucesion de sumas parciales es

1 = )\al = )\Sl
é = )\a1 + )\CLQ = )\SQ

S! = Xay+ -+ Aty = AS, = lim S, = lfm (AS,.),

n—o0 n—o0

con lo que, por las propiedades de los limites, ambas series tienen el mismo caracter.

Si una serie es convergente o divergente, se pueden sustituir varios té€rminos por su
suma efectuada sin que varie el cardcter (ni la suma, si converge).

D: Al sustituir algunos términos por su suma, la nueva sucesién de sumas parciales {5/}
tendrd menos términos que la antigua {S,}, pero todos los términos de la nueva pertene-
ceran a la antigua. Es decir, S7,55,... 5] es una subsucesion de Sy, Ss, ... S,. Entonces:

a) S/ tiene igual limite que S,, si esta converge (P. 7 de los limites de sucesiones).

b) S/ diverge, si lo hace S,,. En efecto, al ser S/ subsucesién de S, los términos de S/,
pertenecen también a S,,, por lo que cumplen la condiciéon de divergencia.

Si en una serie suprimimos los n primeros términos, la serie resultante se llama resto de
orden n: R, = a,11+a,,2+... Se cumple que el resto de orden n de una serie convergente
es convergente y su suma tiende a 0 cuando n — 0.

. . . . p
D: Dada una serie convergente, su suma parcial de orden p es S, = > 7_, a; y la suma de

. o 7 z
la serie (que expresamos como » ., a;) valdrd S = plg{)lo Sp .

Para un n dado, la serie resto R,, se obtiene eliminando de la inicial los n primeros términos,
de suma S,, = Z?:l a;. Las sumas parciales de R, seran las de la serie inicial, disminuidas

i P — P = —
en el valor S, es decir Rb =} " a; =5, — Sy.
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Entonces, haciendo p — oo, la suma R;° de la serie R,, serd

[e.9]

RY=Y a=1lm(S,-8,)=5-5,€R

) p—0o0
i=n-+1

con lo que el resto R,, es una serie convergente.

Si ahora hacemos tender n — oo, se cumple lim Ry° = lim (S — S,,) =5 — 5 = 0.
n—oo n—oo
5) Dadas ) a, y > b,, su combinacidn lineal es la serie cuyo término general es la combi-
nacion lineal de los términos generales, Y " (a a,,+ 3 b,). Se cumple que la combinacion lineal
de series convergentes es convergente y su suma es la combinacion lineal de las sumas.

. . . . a . n b _ n . 7 .
D: Si ambas series convergen, sus sumas parciales S¢ =" 1 a; y S, = >, b; campliran:

{Si}en — 5%, {Sg}neN — S° La suma parcial de la serie c.l. serd Y i (aa; + 8b;) =
adtai+ B8y b =aS?+ 3SY y tendremos, Vo, f € R,

lim (S%+ BSY) = alim S¢ + Blim S) = aS* + BS°.
n—o00 n—00 n—o00

Las dos siguientes propiedades se refieren sélo a series de términos positivos (S.T.P.).
Como se justifica mas adelante (apdo. 6), estas series nunca son oscilantes.

6) Si alteramos el orden de los términos de una S.T.P. no varia el cardcter (ni la suma, si
converge).

D: Sean > a, vy >_al, las mismas series con los términos en distinto orden.

Al tener ambas los mismos términos (y ser éstos no negativos), para toda suma parcial de
> a, podemos encontrar una suma parcial de ) a!, que la supere: basta tomar un indice
m tal que S/ contenga todos los términos de S, por lo que n < m.

Podemos ahora hacer lo mismo con S, , encontrando un indice p tal que S, contenga todos
los términos de S/, con lo que m < p. Entonces,

vn3Im,p/S, <85, <S5, (n<m<p)

Como lim S,, = lim S, resulta
n—00 pP—00

- Si S, converge, S/, también lo hace (P. 6 de los limites de sucesiones).

- Si S, diverge a oo, al ser S,, < S/ | esta tambien lo hace.

Luego

lim S, = lim 5], (finito o infinito).

7) Si se agrupan un numero finito o infinito de términos de una S.T.P. o se descomponen en
suma de términos positivos, no se altera el cardcter de la serie (ni la suma, si converge).

D: Como las S.T.P. no son oscilantes, podemos aplicar la P.3 de las series. Entonces:

a) Si agrupamos términos de la serie ) a,, no varfan el cardcter ni la suma.

b) Si descomponemos términos de > a,, en suma de términos positivos obtendremos una
nueva serie y  al. Si, partiendo ahora de ) a/,, reagrupamos los términos que antes

descompusimos, obtendremos de nuevo la serie inicial > a,. Pero esta, por la P.3,
s - 7 /
tendrd igual cardcter y suma que Y a/ .

Asi pues, tanto si agrupamos términos como si los descomponemos en suma de términos
positivos, no varfa el caracter (ni la suma, si converge).
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5. Criterio de convergencia de Cauchy

Dada una sucesién {a, }, hemos definido su serie asociada » a,, como una sucesién de sumas

parciales {5, }, siendo
Sn = Z a;
i=1

de modo que la serie converge si y sélo si lo hace {S,}. Como vimos al estudiar los nimeros
reales, en R una sucesién converge si y sélo si es de Cauchy. Entonces ) a,, serd convergente si
y sélo si la sucesiéon {5, } es de Cauchy. Esta condicién puede expresarse de dos maneras:

a) | > a, converge <= Ve >03ng € N/ [S, — S, <&, Vp,qg > ng

La serie converge si la diferencia en valor absoluto de dos sumas parciales suficientemente
avanzadas es tan pequefia como queramos.

p q P
Sea p > ¢. Entonces S, — S, puede escribirse como: Z a; — Z a; = Z a;.

i=1 i=1 i=q+1

Si en la expresién anterior hacemos g = m y p — q = t, es decir p = m + t, la condicion se
convierte en:

m—+t

>

1=m+1

b) | > a, converge <:)V5>03n0€N/ <e, Vm>ny VteN

Es decir, la serie Y a,, converge si y s6lo si la suma de un nimero cualquiera de términos, a
partir de uno dado m, se puede hacer tan pequena como se quiera sin mas que tomar un m
suficientemente alto. Esta condicién se usara en el primero de los criterios de convergencia
que veremos a continuacién (6.1. Mayorante y minorante).

Que esta expresion pueda hacerse tan pequena como se quiera para m suficientemente
alto, equivale decir que tiene limite cero, si m tiende a co. Es decir, la condicién b) puede
también escribirse como:

m—+t
Z a, converge <= lim Z a; =0,Vt e N
m—ro0

i=m+1

6. Series de términos positivos. Criterios de convergencia

Definicién. Llamamos series de términos positivos (S.T.P.) a aquellas cuyos términos son
mayores o iguales a cero. Como consecuencia,

n
Sp=) a,0,>0=58<GH< - <5, <.
i=1
es decir, la sucesion de sumas parciales es mondtona creciente. Entonces caben dos opciones:
a) {S,} estd acotada, luego converge (por ser monétona creciente acotada).
b) {S,} no estd acotada, luego diverge (sus términos llegan a superar cualquier valor).

Por lo tanto, una S.T.P. solo puede ser convergente o divergente, nunca oscilante.

A continuacién estudiaremos distintos criterios de convergencia para este tipo de series.
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6.1. Mayorante y minorante

Sean las series de términos positivos Y a, y > b,. Decimos que Y b, es mayorante de Y a,
si y solo si
a, <b, Yn>n

Si > by, es mayorante de ) a,, se dice que esta es minorante de ) b,.

Ejemplos.

>

es minorante de —, pues
n+7 2 n P n 4+ n

1 1
2.
Zn

n+7  n?

1
- es mayorante de Y ol pues ,

Se cumple:

a) Si la mayorante es convergente, la minorante también lo es.

b) Si la minorante es divergente, la mayorante también lo es.
Demostracién. Aplicando la condicién de mayorante Vm > ny, se cumplira:

Amt1 < b

U2 <b 42 m+t m+t
m+2 > Um
. — E a; < E bi, VYm > nl,Vt eN (1)
i=m-+1 i=m-+1

aert S bm+t

a) Por el criterio general de convergencia de Cauchy (apdo. 5), resulta:
m+t

an convergente = Ve > 0, 3ng / Z b; <e, Vm >ny, Vt €N (2)

i=m+1

Por tanto, teniendo en cuenta las condiciones (1) y (2),

m—+t m-+t
Eln:mzix(no,nl)/ Z a; < Z b <e, Ym>n,VteN
i=m-+1 1=m+1

luego > a, es convergente.

b) Si ) a, es divergente, entonces »_ b, también lo es, por reduccién al absurdo. En efecto, si
> b, no diverge, al ser de términos positivos tiene que converger, con lo que su minorante Y a,
también seria convergente, contra la hipdtesis.

6.2. Serie de Riemann

1
Es cualquier serie de la forma | > —, a >0
n

A partir del criterio anterior y del caracter de la serie geométrica, se demuestra que:

’Si a > 1, la serie converge. Si o < 1, la serie diverge‘

1 1 1
Ejemplos. > y >_ — (arménica) divergen, mientras que ) — y > —577 convergen.
n n n

1
NG
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Demostracion. Escribimos la expresion de la suma parcial .S, de la serie de Riemann:

Como se trata de una serie de términos positivos, podemos agrupar sus términos. Tomamos
grupos de un nimero creciente de términos: 1, 2, 4, 8, 16....

P G R L I L
T 20 3 4% 5% 6% T 8% 15*)

Escribimos ahora las expresiones de una minorante .S, y una mayorante S;", de S,

;o= (Lo Ny (L Ly L Iy Yy

20 40 4 8* 8 8 8" 16 16*)

sto= Loty Dy (L L L Iy ()

n 1¢ oa oa 4% 4% 4% 4 | ] T
Entre ellas, Vn > 2, se cumple la relacion

S, <8, <Sf

Estudiamos ahora S;7, agrupando los términos de igual valor

2 4 8
S;:1+2—a+4—a+8—a+---:1+21‘0‘+41‘°‘+81“’+...

y S resulta ser una serie geométrica de razén r = 2% Si @ > 1, se cumplird

l—a<0=0<2"<1

con lo que la razén es menor que 1 en valor absoluto, luego S converge (apdo. 2). Entonces su
minorante S,, converge también (apdo. 6.1).

Haciendo lo mismo con S,;

L, 2 4 1(2 4 8
n - 2a 4a 804 - 2 2a 4a 8a e

y hemos obtenido de nuevo una serie geométrica de razén r = 27, Si a < 1, se cumplird
l—a>0=2"">1

con lo que la razén es mayor o igual que 1, luego S, diverge (apdo. 2). Entonces su mayorante
Sy, diverge también (apdo. 6.1).

Por lo tanto 1 1
a>1=— — converge, o<1 = — diverge
> converge, a<1=) - diverg

Ejercicios. Teniendo en cuenta los apdos. 6.1 y 6.2, estudia el caracter de las series siguientes:

senn 24 cosn
Z|n—ﬂ| (©); ZW (D)

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 65



6.3. Comparacion de series

... @ . . . ‘
). Sean Y an v Y. bn, @y, by > 0.Si lim — = k # 0, ambas series tienen el mismo cardcter
n—o0 n

Demostracion. La existencia del limite k equivale a que

dm g

Ve >0, 3n/ bm <e, VYm>n

es decir:

k—5<Z—m<k—|—5 = (k—¢)bp <am < (k+¢€)bn, Ym>n

A partir de la relacién anterior, si Y b, diverge, > (k — €) b, diverge, pues su término general
es el de > b, multiplicado por una constante. Luego su mayorante »_ a, diverge.

Igualmente, si Y b, converge, > (k +¢) b, converge, luego su minorante »_ a, también lo hace.

Por lo tanto, sea cual sea el cardcter de la serie »_b,, el de > a, serd el mismo.

Aplicacion. Al estudiar series de términos positivos, podemos sustituir el término general
por un infinitésimo equivalente, sin que varie el caracter.

Nota. Aunque el limite del cociente de los términos generales no sea un k # 0, existen dos
casos en los que ambas series tienen igual caracter. A partir de la definicién de limite y el criterio
de la mayorante, se demuestra lo siguiente:

.o, a
a) Si lim — =0y >_b, converge, entonces > a,, converge.
n—oo
n

b) Si lim In _ y > b, diverge, entonces > a, diverge.

n—oo n
Ejemplo 1.

1 1
a) La serie ) tg — tiene igual cardcter que Y — (arménica), luego diverge.
n n
1
b) La serie Y. (€ nt_ 1) tiene igual cardcter que 3 (Riemann, a = 2), luego converge.

,Qn
meYEs (v > 1, convergente). 7}1_{20— =0= ) a, converge.
n

nn
¢) Sea a, = —5 - Sea b, =

n
Como vemos, combinando 6.2 y 6.3 podemos estudiar el cardcter de algunas series:

1. Hallamos un infinitésimo a, (equivalente a a, ), de expresion més sencilla.

2. Si > al, tiene igual cardcter que una serie de Riemann, podemos conocerlo segin el valor
de a.

Ejemplo 2. Estudiamos el caracter de las series de término general a,,:

n+1 2n+1 2 . , 1
~ ~— = Z a, tiene igual caracter que 2 Z 5 luego converge.
n n

a) a, = sen

n3 n3
b = ! = ! L1 di =1/2<1
) = T VA i G a2 diverse, pues ar = 1/2 < 1
N . , 1 k?
Ejercicios. Estudia el cardcter de: Y (C); Y. ——,keR(C).

VR (n+ )7
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Los siguientes criterios (6.4 a 6.7) se enuncian de dos formas. La primera expresa una con-
dicién a partir de un término dado y se utiliza para demostrar los criterios. La segunda
consiste en el cdlculo de un limite y es mas sencilla para aplicarlos.

Si se cumple la segunda condicion, se cumple la primera, como se demuestra en 6.4.

6.4. Criterio de la raiz (Cauchy-Hadamard)

o, <k <1= > a, es convergente (a.1)
a) |SiVm > ng

/Ay, > 1= " a, es divergente (a.2)

[ <1= > a, es convergente (b.1)

b) |[Si3 lim Va, =1¢1>1=>a, es divergente (b.2)
[ =1 = dudoso (si /a, — 17, D) (b.3)

Demostracién. (a partir de la condicién a)
a.l. SiVm >ngy, wa,, <k <1, entonces a,, < k™, con k < 1.

Por tanto ) a, es minorante de una geométrica convergente, luego es convergente.

a.2. SiVm > ngy, ®/a,, > 1, entonces a,, > 1.

Por tanto ) a, es mayorante de la serie de término general a,, = 1, luego es divergente.

Nota. Sise cumple la segunda condicion, se cumple también la primera. En efecto:

b.1. Si lim {/a, =1 < 1, tomamos un valor entre [ y 1 (p. ej. k=(1+ 1)/2), luego | < k < 1.

n—oo
Por las propiedades de los limites, si el limite es menor que k, los términos también lo seran
a partir de uno dado, es decir

Elno/ Wa, <k <1,¥Ym > ng
Entonces se cumple la condicién a.l y la serie > a, converge.

b.2. Si lim /a, =1 > 1, los términos también seran mayores que 1 a partir de uno dado, es
n—oo

decir
Elno/ a, > 1, Vm > ng

Entonces se cumple la condicién a.2 y la serie ) a, diverge.

b.3. Si lim {/a, = 17 (los términos tienden a 1 por la derecha), entonces serdn mayores o
n—oo

iguales que 1 a partir de uno dado, por lo que

Elno/ a, > 1, Vm > ng

Se cumple también la condicién a.2 y la serie > a, diverge.

Aplicacion. Este criterio estd especialmente indicado cuando a,, contiene potencias n—ésimas.
Es vélido también con expresiones factoriales, utilizando la féormula de Stirling.

P 1
Ejemplo. Caricter de > % Calculamos [ = lim {/a, = 5 < 1=C.

n—oo

NG er Inn n?

YL Lo (D) Lo (0 £ (),

Ejercicios. Estudia el caracter de: )
nn

n3
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6.5. Criterio del cociente (D’Alembert)

Gl 1= >~ a, es convergente (a.1)
A,
a) |SiVm > ng
Gmil > 1 o 3" a, es divergente (a.2)
A

[ <1= > ay es convergente
b) |SiJlim il _ 1)1 >1= 3 a, es divergente

e dn I =1= dudoso, (si Intl _, 1T, D)
an

Demostracién. (a partir de la condicién a)

Am+1

a.l. Si Vm > ny, < k < 1, entonces a,,+1 < ka,,. Dando valores a m, obtenemos

m
an0+1 S k ano =
an0+2 S kan0+1 S k ano

Sumando en ambos miembros, resulta Y ° a, < an, (1 +k-+k>+...), por lo que 3" ay

converge, al ser a,,(1+ k + k2 ..) una serie geométrica de razén k: < 1 (convergente).

Am41

a.2. Si Vm > ny, > 1, entonces 41 > Gy, por lo que {a,} es monétona creciente a

partir de n = norfl Ademéds, al ser a,, positivo (pues existe el cociente para m = ng), se
cumplira

m = Ay > 0, Vm > ny
luego a,, no puede tener limite nulo y no se cumple la condiciéon necesaria de convergencia.
Asi pues, Y a, no converge, por lo que (al ser de téminos positivos), diverge.

Nota. Sabemos, por la “regla de la raiz” de las sucesiones (CI1, tema III, apdo 5.4.) que, si
existe el limite del cociente, existe el de la raiz y coinciden, es decir:

Si Ilfm I — ] — lim /a, =1

n—00 (U

Entonces, siempre que existe el limite del cociente, existe el de la raiz, pero puede ocurrir que el
limite del cociente no exista y si lo haga el de la raiz. Por tanto, el criterio de la raiz soluciona
un mayor numero de casos que el del cociente.

Aplicacion. Este criterio esta especialmente indicado cuando el término general contiene fac-
toriales y también da buen resultado con potencias n-ésimas.

Ejemplos. Estudiamos el caracter de las siguientes series.

2n Apit ) 2n+1 2n ) 92

1. > —. Calculamos [ = lim = lim ——— = lim =0<1=C.

. Vn+1 1 1
22\/_ L=l O gy VPV h’m,/”Jr —0<1=C.

n—oo @, n—00 (n + 1)' ! n—00 n n-+1

1 1 n

Ejercicios. Estudia el caracter de: ) n_'n C); > vn C); > % C); > n_‘ (D)
n! n" " n!
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6.6. Criterio de Raabe

a
m <1 — mH) >k>1= > a, es convergente
am

a) |SiVm >mny

G, )
m <1 — +1> <1=)>a, es divergente
am

[ >1=>a, es convergente

b) |Sidlimn (1 - a"“) —1¢1<1= > a, es divergente

A in [ =1= dudoso (si n(1— a"“) — 17, D)
a’n

(Puede verse la demostracién en J. Burgos, pg. 456).

Nota. En este criterio, al revés que en los de Cauchy y D’Alembert, la convergencia se obtiene
para valores de [ mayores que 1 y la divergencia para valores menores que 1.

Aplicacion. Este criterio es menos utilizado que los dos anteriores por ser la expresién del
limite algo méas compleja. Es particularmente 1util cuando resulta un caso dudoso al aplicar
D’Alembert, pues ya tenemos calculado el cociente entre a, 1 y a,.

ala+1)...(a+n)
b(b+1)...(b+n)

La expresion de a,, sugiere utilizar el criterio de D’Alembert. Calculamos el limite del cociente:

Ejemplo. Estudiamos el caracter de la serie de término general a,, =

An+1 a+n+1 , Qnp41
= — lim =1
an, b+n+]_ n—co @y,

luego es un caso dudoso. Entonces aplicamos el criterio de Raabe:

n 1 b 1— 1
limn 1_a+1 = limn 1—M = limn tnt (atn+l) =b—a
n—oo an, n—o0 b+n+1

Por tanto:
-Sib—a>1(&b>a+ 1), la serie es convergente.
-Sib—a<1(&b<a+1), laserie es divergente.

-Sib—a = 1(& b = a+ 1), llegamos (de nuevo) a un caso dudoso, que resolvemos
sustituyendo en la serie:

a 1
a = —_— = _—
Zn Zn+a+1 Zn+a+1
. . , . ,
que tiene el mismo cardcter que » - divergente (a, ~ a.,, ver 6.3).
Asi pues, la serie converge si b > a + 1 y diverge en los demas casos.
n!

ala+1)...(a+n—-1)
Solucion. Si a > 2, converge; Si a < 2, diverge.

Ejercicio. Estudia el cardcter de la serie »
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6.7.

b)

Criterio logaritmico

In(1/an)
Inm

In(1/a,,)

Inm

>k >1=>a, es convergente
SiVm > nyg

<1=>a, es divergente

(a.1)

(a.2)

[l >1= > a, es convergente
Si 31im In(1/an) —11<1=73"a, es divergente

n—oo Ilnn In(1
[ =1= dudoso, (si M
lnn

— 17, D)

Demostracién. (a partir de la condicién a)

In (

a.l. SiVm > ny, # >k > 1, entonces In (1/a,,) > klnm = Inm*.
1
Elevamos € a la expresién en ambos lados de la desigualdad, obteniendo — > m*.
Am
. 1
Despejando ap,, resulta a, < —, k> 1, Vm > no.
m
Entonces ) a, es minorante de una serie de Riemann (o > 1 = convergente), luego
converge.
a.2. SiVm > ny, % < 1, entonces In (1/a,,) < Ilnm.
1
Elevamos € a la expresion en ambos lados de la desigualdad, obteniendo — < m.
am
Despejando a,,, resulta a,, > —
m
Entonces ) a, es mayorante de la armonica, luego diverge.
Nota. En este criterio, como en el de Raabe, la convergencia se obtiene para valores de [

mayores que 1 y la divergencia para valores menores que 1.

Aplicacion.

Ejemplos. Estudiamos el cardcter de las siguientes series:

1 In(1 In 2 Innln?2
1. > ——. Calculamos h’mM: fm — = lim ——= =In2<1=D.
2Mnn n—oco  Inn n—oo Inn n—oo Inmn
1 In(1/a, In(Inn)n" Inn In(1
2. Y ————, n> 1. Calculamos lim In(1/an) = lim In(nn)™ = lim Innln(inn) =
(Inn)nn n—oo Inn n—oo  Inn n—oo  Inm
lim In(Inn) =00 > 1= C.
n—oo
Ejercicios. Estudia el cardcter de: S~ n>1(D): S~ n>1(D)
ercicios. Estudia el cardcter de: n ; ——n :
! (Inn)e’ ’ In(nnm)’

Este criterio suele dar buen resultado cuando a,, contiene logaritmos.
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6.8. Criterio de condensacién (comparacién con »  2"agn)

Cada uno de los 1ltimos cuatro criterios estudiados es especialmente adecuado en ciertos casos
(término general con potencias n-ésimas, factoriales o logaritmos; o caso dudoso por D’Alembert).
El criterio de condensacion resuelve algunas series cuyo caracter resulta dudoso por los anteriores,
por lo que generalmente no sera el primer criterio que apliquemos.

Si {a,} es una sucesién mondtona decreciente, se cumple:

Las series ) a, y > 2"as» tienen el mismo cardcter

Demostracién. Vamos a encontrar una mayorante y una minorante de »_ a,. Para ello tene-
mos en cuenta lo siguiente:

1. Al ser de términos positivos podemos agruparlos sin que varie el cardcter.
2. Como {a,} es mondtona decreciente, se cumplird a; > ay > ag > ...
Entonces:
D an = a1+ (a2 +as) + (as+ a5+ ag + a7) + (as + -+ ar5) + ...
Zan > ag+ (ag+ay) + (ag +as +ag +ag) + (a1g+ -+ a) + - ..
Zan < a1+ (ag+ag) + (ag +ag+ag+ay) + (ag+ -+ +ag) + ...
Agrupando los sumandos iguales en las expresiones anteriores, resulta

Ao + 2a4 + dag + -+ - < Zan < a;+ 2a0 + 4a4 + 8ag . . .

es decir )
5 Z 2n(l2n S Zan S ay + Z 2nCL2n
De estas desigualdades deducimos (por el criterio de la mayorante y la minorante):

1. Si > 2"™agn converge, también lo hace > a, (minorante suya).
1
2. Si ) 2"agn diverge, también lo hace 5 > 2"agn, luego Y a, diverge (mayorante suya).
Luego ambas series tienen el mismo caracter.

Nota. Para obtener el término general de la serie ) | 2"agn, sustituimos n por 2" en la expresién
de a, y lo multiplicamos por el factor 2.

Ejemplos. Estudiamos el cardcter de las siguientes series.

1 1 1 1 1
Y . Analizamos ) 2" o > —, que es divergente.
n n n

nIHZZE n

| B SRV, .
2 Z\/ﬁln(lnn)' 2 Paz =22 V27 In(In 27) _Zln(nln2) _Zlnn+ln(ln2)’

nlnn

que diverge pues su término general tiende a oco.

1 1
Ejercicios. Estudia el caracter de: ) Jilnn (D); > o (C).

Inn)?
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7. Series de términos positivos y negativos

Hemos estudiado el caracter de las series de términos positivos. Para estudiar las que contie-
nen términos negativos, distinguiremos los siguientes casos:

(13

a) Si todos los términos de una serie son negativos, sacamos factor comin el signo “—", con lo

que se convierte en una serie de términos positivos, que podemos estudiar por los criterios
vistos para este tipo de series.

b) Sisdlo existe un nimero finito de términos negativos, no varian el cardcter. Se pueden sumar
aparte y estudiar la serie resultante de términos positivos (propiedad 1 de las series).

¢) De igual modo, si los términos son negativos, excepto un nimero finito de términos po-
sitivos, sacamos factor comun el signo menos y la convertimos en una serie de términos
positivos, con un numero finitos de negativos (caso b).

d) Asi pues, el dnico tipo de serie que plantea problemas nuevos es el de las que
tienen infinitos términos de cada signo. Para estudiarlo, daremos unas definiciones.

7.1. Convergencia y divergencia absoluta e incondicional
Dada una serie Y a,, diremos que es:

a) Absolutamente convergente (divergente) si y sélo si la serie ) |a,|, formada por los
valores absolutos de los términos, es convergente (divergente).

b) Incondicionalmente convergente o divergente si y sélo si, al reordenar sus términos,
no varia el caracter, ni la suma si es convergente.

Si al reordenar términos varian el caracter o la suma, se dice que la serie es condicional.

Para estudiar el cardcter de la serie ) a, descompondremos su suma parcial

n
Sn = E a;
i=1

en las subseries positiva y negativa. Para ello, definimos:

T a; a; >0 a; a; <0
a. = N a. =

’ 0 <0’ ’ 0 a;>0

De este modo cada a; puede escribirse como suma de a; +a; . Esto lo hacemos para descomponer
una suma de n términos en dos sumas de n términos, S;" y S, , en cada una de las cuales
sustituimos por cero aquellos que no son del signo correspondiente.

Entonces

n n n

5= a0 (@) 23 a4 a D3 a3 Jar| @ st - s
=1

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
donde hemos dado los siguientes pasos:
1. Descomponer a; = a; + a; .
2. Separar la suma de n pares de elementos en un par de sumas.
+ _ |, - _ -
3. Tener en cuenta que a; = ‘ai | ya, =— }ai ‘

4. Llamar SF a las sumas de los |a§t‘.
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Una vez descompuesta S,,, observamos que las S, al no contener términos negativos, cumplen
lo siguiente:

1. O convergen o divergen (no oscilan).

2. Son incondicionales (podemos reordenarlas sin que varie el cardcter ni la suma).

Existen las siguientes opciones: que ambas converjan, que diverja sélo una o que diverjan ambas.
Asi pues, tomando limites en cada caso, resulta

a) SF = StyS;, =5 = limS, = lim (SF—5;)=9"-5".

n
n—oo n—oo

La serie converge incondicionalmente a ST — S™.

b) St — +ooy Sy = S~ = lim S, = lim (S — S;) = +o0.

n
n—oo n—oo

La serie diverge incondicionalmente a +o0.

c) S = Sty Sy = +oo= lim S, = lim (S} — S;) = —oc.

n
n—o0 n—o0

La serie diverge incondicionalmente a —oo.

d) Sf—ooy S, = o00= lim S, = lim (S} —5;) =7 (indet. oo — o0)

n
n—oo n—oo

La serie puede converger, diverger u oscilar (ver ejemplos méas abajo).

Es decir, sélo en el primer caso la serie converge incondicionalmente y sélo en los tres
primeros el caracter es incondicional.

Ejemplos del caso d. Se muestran a continuacion tres series que se descomponen en subseries
divergentes. En el primer caso, se trata de una serie alternada que converge por el teorema de
Leibnitz (7.4). En el segundo caso, tomando un nimero de términos tanto impar como par,
las sumas parciales tienden a co y la serie diverge. En el tercero, tomando un ntmero par de
términos, las sumas parciales son nulas; y, tomando un niimero impar, tienden a infinito, luego la
serie oscila. Con esto se comprueba que la indeterminaciéon co — oo en la descomposiciéon S;F — S,
puede producir distintos resultados.

St=1+1/3+1/5+...
co.—In2, siendo
(S, =1/2+1/4+1/6+...

ST=14+24+3+...

1 1
2)1—1+2—§+3—§+...—>oo, siendo

Sy =1+1/24+1/3+...

3) 1-14+2-2+3-3+... — siendo ambas subseries 1 +2+3 + ...
0,

Ejercicio. Encuentra tres series, convergente, divergente y oscilante, cuyas subseries positiva
y negativa sean divergentes.
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7.2. Teorema de Riemann

Como acabamos de ver, si las dos subseries divergen, la serie resultante puede tener cual-
quier caracter. El siguiente teorema muestra que, reordenando sus términos, podemos lograr que
diverja, oscile o converja a la suma que queramos.

Teorema: Sea Y a,, tal que las subseries positiva y negativa Y. al v > a, son divergentes
y se cumple que a, — 0 cuando n — oo. Reordenando sus términos podemos consequir que
diverja, oscile o converja a cualquier suma.

Demostracion.

a) Divergente. Para formar la serie reordenada procedemos de la siguiente manera:
- Tomamos términos positivos, en el orden inicial, hasta superar el doble del valor
absoluto del primer término negativo. Escribimos a continuacién el primero negativo.

- Luego tomamos términos positivos, en el orden inicial, hasta superar el doble del valor
absoluto del segundo término negativo. A continuaciéon el segundo negativo.

- Y asi sucesivamente. . .

El proceso se puede repetir indefinidamente, pues la subserie positiva diverge, luego los
grupos de términos positivos que vamos tomando pueden superar cualquier valor. Resulta:

oay=af +af +-+al —|ar| +al, +Hal ey |+ > far| + oz ]+

> 2 oy | > 2oz |

De este modo la serie reordenada es mayorante de una divergente, luego diverge.
b) Oscilante. Elegimos ki, ko / k1 < ko. Manteniendo siempre el orden inicial:
- Tomamos términos positivos hasta que su suma supere ky. A continuacién términos

negativos hasta que la suma total sea inferior a k.

- Tomamos més términos positivos hasta que la suma total supere de nuevo ks. Y
términos negativos hasta que la suma total vuelva a ser inferior a k;.

- Y asi sucesivamente. . .
En cada ciclo, el valor absoluto de la diferencia entre la suma parcial y el correspondiente
valor k1 o kg es menor o igual que el valor absoluto del ultimo término anadido. Al ser

a, — 0, las sumas parciales pueden acercarse a k; o ky tanto como queramos, por lo que
la serie asi reordenada es oscilante.

c) Convergente. Elegimos el valor S deseado para la suma. Manteniendo el orden inicial:
- Tomamos términos positivos hasta superar el valor S. A continuacién, términos ne-

gativos hasta que la suma total sea inferior a S.

- De nuevo términos positivos hasta quedar a la superar S y a continuacion términos
negativos hasta que la suma total sea inferior a S.

- Y asi sucesivamente. . .

En cada ciclo, el valor absoluto de la diferencia entre la suma parcial y el valor S es menor
o igual que el valor absoluto del ultimo término anadido. Como a,, — 0, las sumas parciales
pueden acercarse a S tanto como queramos, luego la serie reordenada converge a S.

Nota. Obsérvese que en el primer caso no hemos utilizado la condicién a,, — 0.
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7.3. Teorema de Dirichlet

> ay es incondicionalmente convergente si y sdlo si es absolutamente convergente.

Demostracion. Para demostrar el teorema veremos que, tanto la convergencia incondicional
de la serie como la absoluta, equivalen a la convergencia de las subseries de términos positivos

2lagly Xl

a) Convergencia incondicional: En el apdo. 7.1 estudiamos la convergencia incondicional
de una serie de términos positivos y negativos, analizando las cuatro posibilidades para el
caracter de las subseries.

. . . . . . + p—
Concluimos entonces que la serie es incondicionalmente convergente si y_ |at| v > |a,|
son convergentes y s6lo en ese caso.

b) Convergencia absoluta: La serie de valores absolutos Y |a,| serd convergente si y sélo
siloson > |af| v > |a;|. En efecto, descomponiendo el término general |a;|, la serie se
convierte en la suma de dos subseries:

n n

S o =3 (at| + Ja)) =z |aﬂ+§ ]

i=1 i=1
Entonces, al ser ambos sumandos series de términos positivos,

- Si > |af| y > a;,| convergen, > |a,| converge a la suma de ambas.

- Si > |ay,| converge, Y |at| v > |a, | deben converger. De lo contrario, alguna de las
dos serfa divergente y > |a,| seria entonces divergente, contra la hipdtesis.

Aplicacion. Asi pues, el teorema nos indica el primer paso que debemos dar para estudiar
el cardcter de una serie de términos positivos y negativos: analizar la serie ) |a,|.

a) Si Y la,| converge, > a, serd incondicionalmente convergente, por lo que podemos reor-
denarla, descomponerla en las subseries positiva y negativa, etc.
Y Y

b) Si >’ |a,| diverge, comprobamos si sélo una de las dos subseries lo hace, en cuyo caso Y a,
serd incondicionalmente divergente.

¢) Si, ademés de > |a,|, ambas subseries divergen, sélo nos queda estudiar una suma parcial
Sy, o aplicar el Teorema de Leibnitz, si se cumplen ciertas condiciones (apdo. 7.4).

En este caso de subseries divergentes, si ademas a,, — 0, la serie puede converger, diverger
u oscilar segun el orden que demos a sus términos (teorema de Riemann). Por ello hemos
de estudiarla en el orden dado en el enunciado.

Nota. El teorema establece la equivalencia entre la convergencia absoluta y la incondicional,
mientras que no afirma nada sobre la divergencia absoluta. En el apartado siguiente veremos
ejemplos de series absolutamente divergentes pero condicionalmente convergentes.

Ejercicio. Demuestra por reduccién al absurdo que, si Y a,, es incondicionalmente divergente,
entonces es absolutamente divergente.
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7.4. Series alternadas. Teorema de Leibnitz

Llamamos alternadas a las series cuyos términos cambian de signo alternativamente. Vamos
a estudiar un tipo particular, aquellas en las que el valor absoluto de los términos es decreciente.

Escribimos una suma parcial S,,:
Sy =a;—as+as— -+ (=1)""a,; a, >0,Yn; {a,} mondtona decreciente

Para el estudio de la convergencia de estas series es de gran utilidad el siguiente teorema:

Teorema de Leibnitz. Toda serie alternada de términos decrecientes en valor absoluto, tal
que su término general tiende a cero, es convergente.

Nota. Se demuestra que la suma de la serie estd entre dos sumas parciales consecutivas cua-
lesquiera. Por ello, al tomar como suma S el valor de una suma parcial .S,,, el error cometido es
menor o igual que el valor absoluto del primer término despreciado, es decir a,, 1.

Ejemplo 1. La serie alternada suma de los inversos de los pares:

(=)™ 1 1 1 1 1
Z—Zn :§—Z+g—§+... (desumaS:§1n2>

Ejemplo 2. La serie alternada suma de los inversos de los impares:

(—1)"*H! 1 1 1 ( T
LSS A O :_)
2o sty 7t ¢ suma 5 = 7

Ejemplo 3. Célculo de la constante de Euler . Para ello, estudiamos la convergencia de la
serie alternada siguiente.

ZCZ _1—1Dg+1—ln§+1—1né+ +l—lnn+1+ 1 B

Comprobamos que se cumplen las condiciones del teorema:

a) Decrece en valor absoluto. La sucesién (1 +1 /n)n es monotona creciente de limite €,

. n+1 , . . .
mientras que (1+1 / n) es monoétona decreciente, con el mismo limite. Entonces, Vn € N,
se cumplira

1\ " N\" 1 1
1+ — >e>(1+4—-) = nm+1)h(l+-)>1>nh|(l+—-) =
n n n n
1 1 1 1 1 1 1
—>h(|{l+—-) vy In(l+—-])> —|—>n(l+-—-) >
n n n n+1 n n n—+1

b) El término general tiende a 0, pues sus dos expresiones lo hacen:

| 1
limln(n+ ): lfm = = 0 —> lima, = 0

n—0o0 n n—oo N, n—oo

Como consecuencia, la serie ) a,, converge. Llamamos vy (constante de Euler) a su suma.
El teorema nos asegura que podemos calcular v con la precision deseada, siempre que
sumemos un numero suficiente de términos. Su valor resulta v = 0.577215. ..
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Aplicaciéon. Suma de los n primeros términos de la serie arménica.

La serie armonica es divergente. Para obtener el valor de la suma de sus n primeros términos,
hacemos lo siguiente: 1) tomamos los 2n primeros sumandos de la serie del Ejemplo 3; 2)
agrupamos por separado los términos positivos y los negativos; 3) denotamos la suma de los n
primeros positivos como H,, y 4) incluimos los negativos en un solo neperiano y simplificamos,
es decir

2 1 1 1 1 1 1
Sgn:1—lnI+——ln§—|—---—i———lnn+ :(1+—+--~+—)—111(2-5..”+ )
n n

2 2 n 2 1 2 A

-~ -~

H, In(n+1)

Como vimos en el Ejemplo 3, esta serie tiene como suma la constante 7, por lo que su suma
parcial Sy, serd igual al valor de su limite v mas un infinitésimo 6,,. Por otra parte, como
acabamos de ver, Sy, puede escribirse como diferencia de H,, y In(n + 1). Es decir:

lim Sy, =7 = Sop=7+6,=H,—In(n+1)

n—oo

Despejando H,,
1
n+7—|—9n:1nn+ +hnn+~vy+60,=lnn+~y+6,+6,
efn

1
Hnzln(n—kl)—i—y—i—ﬁnzlnn+

Agrupando 6,, y 8/, en un unico infinitésimo ¢,,, obtenemos el valor de la suma de los n primeros
sumandos de la serie armoénica

2

1 1
H, = <1+—+---+—) =Inn+vy+e,
n

Esta expresion nos dice que H,, es un infinito equivalente a Inn y nos resultard ttil para sumar
algunos tipos de series (apdo. 8.2) y resolver limites formados por un nimero de sumandos que
tiende a 0o, como veremos a continuacion.

. , 1 1 1
Ejemplo 1. CalculaL—nlggo <n+1+n—|—2+'”+%)'

Observamos que los denominadores estan formados por los niimeros naturales consecutivos desde
n + 1 hasta 2n, por lo que la suma se puede escribir como diferencia de Hy, y H,. Entonces,
L= lm (Hy — H,) = lim (In2n, +y+¢e3, — [Inn+vy+e,]) = Jin;o(IBQ + 9, —€p) =12

n—00 n—00
In2+Inn

1 1 1
Ejemplo 2. CalculaL:JLnOlo <n+1+n—i—2+.”+ﬁ>'

Ahora los denominadores son los niimeros naturales consecutivos desde n 4 1 hasta n?, por lo
que el paréntesis se puede escribir como diferencia de H,2 y H,. Resulta

L= lim (Hp—H,) = lm (In(n®)+y+e, —lnn+y+e,)) = lim (Inn+e, —e,) = o0
n—oo

n—o0 n—oo

1 1 1
Ejercicio 1. Calculanh;ngo(nJrl+n+2_|_..._|_3_n> (L =1n3).

1 1 1
Ejercicio 2. Calcula nhg)lo (n2 1 + RO 4ot E) (L = o).
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8. Métodos de suma de series

En este apartado estudiaremos distintos métodos practicos para sumar algunas series.

8.1. Por descomposicién

Aplicamos este método a las series cuyo término general se puede descomponer en suma de
otros, que con frecuencia son fracciones simples. Consiste en tomar una suma parcial, descom-
poner sus términos y, tras simplificar la expresién resultante de .S,,, calcular su limite.

a. Series telescopicas. Son un caso particular de series, en las que a,, se descompone como
Ap = bn - bn+1

De este modo, S,, se convierte en

Sn:zaz Z _H—l —bl %+%_%+"'+M_%+%_bn+l:bl_bn+1
=1

con lo que

= lim S, =b; — hm bn+1
n—oo

Ejemplo 1. Halla Z

1

. Vemos que a,, ~ —, convergente (Riemann, a > 1).
n?

n=2

n2 —

P 1 1 1
Descomponemos el término general: a,, = = - =
nn—1) n—-1 n

luego es una serie telescépica. Simplificamos S,

S”:ii (@il_%>:1_/12/+7]2Z_%+"'_;/i1+;/i1_%:1_%

2

Calculamos la suma
S=1m§S, =1

n—oo

ViE1- i
V2n?2 + 2n

1L Vntl-yvn 1 (1 1
V2 Vnvn+l f(ﬁ‘ﬁ)

luego es telescopica. Operando como en el ejemplo 1, obtenemos S = 1/ V2.

Ejemplo 2. Calcula Z . El término general se descompone en

Ap — —F—=

Nota. Para estudiar la convergencia de la serie, podemos multiplicar numerador y denominador
por el conjugado del numerador, (\/n + 14+ \/ﬁ) Obtenemos un infinitésimo equivalente a a,,

, 1 1
a, = ————
T2y’
que corresponde a una serie convergente (Riemann, o = 3/2 > 1). Si el enunciado no lo pide y

solo queremos obtener la suma, no es imprescindible hacer esto, pues al calcular el limite de .S,
sabremos si converge o no.

o

Ejercicio. Suma: a) Z dnt 1 (S=2). b) Z \/_ =3 (S =+/3).

n?(n+1)32
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b. Descomposicion en fracciones simples. Si el término general estd formado por un
cociente de polinomios
_ Bi(n)
an - Y
Qu(n)
se descompone en fracciones simples y se simplifica S,,. Veremos ejemplos de dos de los casos
mas habituales.

k<l

oo

-2
Ejemplo 1. Obtener Z nS . Descomponemos a,,, identificando los coeficientes:
nd —mn
n=2
n—2 A B C 1 3
n = = — — A=—— B=2(C=—-
¢ (n—1)n(n+1) n—1+n+n—|—1 2 2

Observamos que los coeficientes suman 0 pues, al ser el grado del numerador igual a 1, es nulo
el coeficiente de n?, es decir A + B + C.

Calculamos ahora S,,, descomponiendo la suma de los a; en tres sumas distintas. Para facilitar
la simplificacién, llamamos H,, a

Entonces

& /2 2 3/2 I~ 1 1 3G 1
Sn: - - = = — 3 . 2 - T 5 . -
P ( z—1+z z—}—l) 222—1+ ;z 2 v+ 1

Tomando limites, obtenemos S = lim S, = 1/4.
n—oo

e} o0
] 1 i 1 s
Ejemplo 2. Calcula 2:: R sabiendo que nz_; =
Descomponemos a,,, separando en dos partes los tres términos resultantes:
1 A B C 1 1 1 1 1 1
an:— —_— et —/—m —— — — f— - — P —
nn—1 n n2 n-1 n n? n-—1 n—1 n n?

Calculamos S,, y tomamos limites

() B () (S 1)

=2

[e.e]

1—l+1—z :>S—h_>m5’ —2—212:2—%

=1 n=1

n+2 > 1 2

Ejercicio. Suma: a) Z (S=5/4). b) Z m (S = 5 1).
n=1

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 79



8.2. A partir de la armoénica

La serie armonica es divergente, pero a partir de ella podemos sumar distintas series de
términos positivos y negativos. Para ello utilizamos la suma de sus n primeros términos, cuyo
valor (apdo. 7.4) es

"1 1 1 1
H, = —=l4—-t=—F-t—=1 "
le totg ot =lntyte

Entonces la suma de los 2n primeros términos, H,,, sera
2n

1 1 1 1
on ;:1 ; +2+3+ +2n n(2n) + vy + €ay,

Llamamos P, a la suma de los n primeros inversos de los pares

.1 1
PTL = -— = =
— 21 2 *

1 11 1 1\ 1 1
4+ — = (14+ =+ + )| =H — P, =(1 !
1T T, 2<+2+ +n> g n=gnn+a)+e,

I,, es la suma de los n primeros inversos de los impares. Para calcular su valor, tomamos los 2n
primeros términos de la arménica y eliminamos los n primeros inversos de los pares (P,)

n

1 1 1 1
I":ZZi—l :1+§+“.+2n—1 :HQn—Pn:1n2n+7+52n—{i(lnn—l—v)—%e’n}:

=1

1 1
In2+ (Inn+7) + &g, — §(lnn+’y) —e =1, :1n2+§(lnn+'y) +e

Asi pues, tanto H, como [, y P, son divergentes. Obsérvese que el subindice indica nimero de
términos, mientras que el tipo (inversos de naturales, impares, pares) viene dada por H, I o P.

Ejemplo 1. Hallamos la suma de la serie arménica alternada

i (_1)n+1 1 1+ 1
n N 2 3

n=1

Tomamos 2n términos de la serie, de los que n seran de I,, y los otros n de P,,:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sanl__+__...+ :<1 §_|_..._|_ )_<_+_+...+_):
)

23 m—1 2n om— 1 2 "4 om
1 1
L,—P,=ln2+ -(lpnF~v)+¢e, —-(lprnFv) —c, = S = lim Sy, =In2
n—oo

1 1 1 1 1 1 1 1
Ej lo 2. lcul 1 1 4 _Z_ 42 ...
jemplo Calculamos la suma de 5 4—|—3 5 8+5 0 12_|_

Vemos que los términos siguen una cierta ley, que se repite de tres en tres. Entonces tomamos
3n términos, es decir, n grupos de 3. En cada uno hay un inverso de impar (+) y dos inversos
de pares (—), por lo que en total habrd n impares y 2n pares, consecutivos. Asi pues:

1 1 1
Ssn=1In— Py, =In2+ —(lnn+7v)+e — =(In2n+7v) —eo = S = lim S,, = 51n2

2 2 n—00

1 1 1 1 1 1 1 3
Biercicio T T S T T S SIS - B A
jercicio. Suma +3 5Tt~ 4+9+11 5T (S 2n)
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8.3. A partir del desarrollo en serie de €*

P
La suma de ) @ o™, donde Py (n) es un polinomio de grado ky o € R, se calcula a partir
n

del desarrollo en serie de €*

oo
" 20zt x? a8

= aTatutatato

n=0

que se estudiard en el tema siguiente y aqui suponemos conocido.

Caracter. El pardmetro a puede ser negativo, por lo que estudiamos |a,|:

P.(n+1)a"™ 7l
(n+ 1) Pn)a

Qp+1
G,

lim

n—oo

:h'm‘

n—oo

—| = lim

n—oo

‘:0<1
luego Vo € R la convergencia es absoluta, por lo tanto incondicional (T. Dirichlet).

Suma. Para simplificar numerador y denominador, escribimos Py(n) del siguiente modo
Pk(n) :A0+A1n+A2n(n—1)+'--+Akn(n— 1) [n— (k— 1):|

cuyo ultimo sumando -con k factores- tiene grado k. A continuacién descomponemos el término
general en k 4+ 1 sumandos, con lo que la serie se convierte en una combinacion lineal de series
convergentes, que sumaremos utilizando el desarrollo de la funcién €*.

En el caso de que el denominador no sea el factorial de n, sino el de n =+ p, el polinomio Py(n) se
descompondra en una combinacién lineal de productos de factores decrecientes a partir de n+p.

2 1
Ejemplo. Hallamos la suma Z M 2n.
— n!
Descomponemos P(n): 2n*+n+1= A+ Bn+Cn(n—1) = A=1, B=3, C = 2. Entonces

1—|—3n—|—2n(n—1)2n7i2n+3_n2n+2n(n—1)

n
n! n! n! n! 2

Ay =

con lo que

2! i 2 i(i—1)2" &2 "L 2 "L (i —1)2°
ZT ZT ZT—Zﬁ”ZT“ZT
=0 =0 =0 =0 i=1 i=2
(los sumandos de numerador nulo se han eliminado en el segundo y tercer sumatorios).

Simplificando los factores del numerador con los factoriales, queda

S, = 3 2-2°
; 2! + Z (1 —1)! * Z (1 —2)!
20 2t 92
donde los tres sumatorios tienen los mismos términos, 0l —+— T + 5 +---,y tienden a €2. Asi pues

i—2

=, 2 > gl . 2
S = 1lim§S, = Z 46 ——4+8) = e2+66e2+8€2 =156
S ;¢!+;(¢—1)!+;(¢—2)! oo

n?+n+1 =202+ 1
Ejercicio. Calcula a) E — (S=4€-1); b) —3" (§=6-2)
— n! —~ (n+2)!
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8.4. Series hipergeométricas

Definicién. Una serie es hipergeométrica si su término general cumple la condicién:

Goet _ O (0,5 £ 0)

an, an—+ 7y

Caracter. Lo estudiamos aplicando el criterio de Raabe.

, Uny1\ o, an+ 8\ Y=\ 1-08
lIimn|1l-— = limn|1-— = limn =
n—00 Qn, n—00 Ozn—}—’y n—00 an+7 (0%

Y= b :
- Si > 1= |a+ [ <7/, la serie es convergente.
m g
Y= 0B : .
- Si <1=|a+ [ > ~]|, laserie es divergente.
m :

=B :
- S =1=|a+ [ =], tenemos caso dudoso (como veremos al final, diverge).
P — nemos un u (como verem n iverge)

Suma. Sia+ [ < 7, obtenemos la suma a partir de la condicién de hipergeométrica

a1 i+ f3

. it aip1 (i +7y) =a; (wi + ) Vi

Dando valores a ¢:

i=1: aa(l-a+v)=a; (1-a+p)
i=2: az(2-a+7v)=as(2-a+p)
i=3: ar(3-a+v)=a3(3-a+p)

i;n— 1: an((n— 1)a+;y) =a,_1 ((n— 1a+p)
an (na+ B) =a, (na+ ) (anadimos una identidad)

Simplificamos los a en ambos lados y sumamos las igualdades que resultan. Llamando S, a la
suma de los n primeros términos, obtenemos:

(Sp —a1)y + ap(na+ B) = Sp(a+ p) =

Sh [7 — (a+ 5)} = a1y — ap(na + ) = (1)
B avy _an(na + B) o
S = a1 ) i Py (y=(a+B)#0) (2
bn

Como suponemos que « + 8 < 7, la serie converge, luego

, ar’y ,
48 =1mS,=—+—— limb,

Al existir .S, debe existir el lim b,. Veamos que es nulo por reduccion al absurdo.
n—oo
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Supongamos que el limite de b, no es nulo. Operando a partir de (2) obtenemos para b, la

expresion
b — an(na+3) 1 (a 1 >
"= (@+pf) v—(a+B) " natp

y tomando limites

1
lmb, = ——— lim [ a, :
o v—m+ﬂwHw< nat P

1
Zna—i—ﬁ

diverge por comparacién con la arménica, > a, seria también divergente (ver 6.3), contra la
hipétesis.

)=kz0

Puesto que la serie

Asi pues, b, — 0 y la suma de la serie vale

a
S = 17

m (sia+ 6 <7)

Caso dudoso. Para resolver el caso a + [ = 7, consideramos la igualdad (1) de la pagina
anterior. El miembro izquierdo es nulo y despejando a,,, obtenemos

1
a—+p

0 :alv_an(na_‘_ﬁ) = ap = a1y
n

que corresponde a una serie divergente.

Ejemplo. Calculamos la suma de la serie siguiente cuyo caracter se estudié en el apdo. 6.6.
Z CL + n)
b( b + 1 ~(b+n)

Ang1 a+n+1 n+a+l

Simplificando el cociente

an S b+n+l o ndb+1
vemos que la serie es hipergeométrica, con
a=1 =a+1, y=0b+1
Como acabamos de ver, esta serie sera convergente si
y>a+pf<=b>a+1
Para calcular la suma, obtenemos previamente a; y sustituimos en la férmula de S.
:a(a+1):>S: ay :a(a+1) b+1 _ a(a+1)
b(b+1) y—(a+p) bb+1)b+1—(a+2) bb—a—-1)

Ejercicio 1. Calcula las sumas de las siguientes series, comprobando antes que son hiper-
geométricas (pueden resolverse también como telescopicas).

a)im (5= ) Z (2n — 1)( 2n+1) <S:%)

n=1 n=1

Ejercicio 2. Estudia el caracter y la suma de
n)
Z ala+1)---(a+n—1)

n=1

1
(Converge sia>2; §= >
a—2
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8.5. Caracter y suma de series. Resumen

Para finalizar este apartado, se muestran a continuacién los principales pasos que conviene
dar en el estudio del caracter y suma de una serie.

Series de términos positivos. Si se trata de una S.T.P., aplicamos alguno de los criterios
estudiados, teniendo en cuenta su mayor o menor adecuaciéon al tipo de serie de que se trate.
Para sumarla, si converge, podemos reordenar sus términos, agruparlos o descomponerlos en
suma de términos positivos, pues no cambia la suma (propiedades 3, 6 y 7 de las series).

Series de términos positivos y negativos. Si la serie tiene infinitos términos positivos e
infinitos negativos, el primer paso serd estudiar la serie » _ |a,|, con lo que obtenemos dos posibles
resultados:

a) Convergente. Al ser la serie absolutamente convergente, es incondicionalmente conver-
gente (Dirichlet), lo que nos permite reordenar o agrupar sus términos, p. €j. separando
positivos de negativos.

b) Divergente. Si sélo diverge una de las dos subseries (la positiva o la negativa), la serie
diverge incondicionalmente a +oo (apdo. 7.1). Si divergen ambas (serd lo més frecuente),
distinguimos dos casos:

b.1. Si se trata de una alternada, aplicamos el teorema de Leibnitz.

b.2. De lo contrario, recurrimos al método general: tomamos una suma parcial S, (donde
podemos agrupar, simplificar, etc.) y estudiamos su limite.

Nota. En estos dos casos, si existe convergencia, es condicional (se cumple para la orde-
nacién de términos dada, pero puede no verificarse para otras).

Caso particular. Series convergentes que se descomponen en S.T.P.N. En ocasiones,
para sumar una serie absolutamente convergente, descomponemos su término general a, en
sumas o diferencias de términos (b, &+ ¢, £ ...). Al hacer esto (descomposicién en términos
positivos y negativos), la serie resultante ya no tiene por qué ser absolutamente convergente y
tenemos dos posibilidades.

a) Si los términos by, ¢,,... corresponden a series convergentes, aplicamos la propiedad
5 (“la c.l. de series convergentes converge a la c.l. de las sumas de las series’). Como la
serie Y a, es combinacién lineal de > b, ¢, ..., su suma valdra S, +S. %+ ..., siendo
Sp, Se, - .. las sumas de las series > b,, > cp, ..., respectivamente.

b) Si dos o mas de los términos b,,c,,... corresponden a series divergentes, debemos
analizar S, aplicando alguno de los métodos estudiados: telescdpicas, descomposicién en
fracciones, series I, y P,, etc. En cualquier caso, no podemos sumar por separado las
distintas subseries > b,, > ¢n, .- ..

1
Ejemplo: > m (S.T.P.) converge por comparacién con »_ ol Para sumarla, se

descompone su término general en — —
non

divergentes). Puede calcularse su suma como serie telescépica o bien a partir de la suma
de n términos de la armonica.

(diferencia de términos generales de series

Ejercicio. Hemos distinguido las posibilidades a) (todas convergentes) y b) (dos o mas
divergentes). Razénese que no puede ocurrir que sélo uno de los términos b, ¢,, ... co-
rresponda a una serie divergente.

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 84



9.

9.1.
Test

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1
. La serie _—
2 vn?+1

Ejercicios de autoevaluacién

Test verdadero/falso

1. Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

n

.S, = E a; es una suma parcial de > a,. La serie diverge si y sélo si lim S,, = +o0.

- n—00
=1

. Una serie geométrica converge siempre que la razén sea menor que 1.

Si lim a, # 0, la serie es divergente.
n—oo

. En una serie de términos positivos podemos agrupar términos sin que varie el caracter.

Si una serie converge, la suma de un nimero cualquiera de términos consecutivos, a partir
de uno dado p, tiende a cero si p — oo.

Si una serie no tiene términos negativos, sélo puede converger o diverger.

Decimos que ) a, es minorante de » b, siy sélo si a, < b,, Vn.

. . 1
. La serie arménica ) — cumple lim a,, = 0, por lo que converge.
n n—oo

es convergente, pues el exponente de n es a =2 > 1.

La serie Y 3"/n® cumple la condicién necesaria de convergencia, pero resulta divergente
por el criterio de la raiz.

Si existe el limite del criterio del cociente existe el de la raiz n-ésima y coinciden.

Si el criterio de D’Alembert no soluciona el caracter de una serie, no tiene sentido aplicar
el de Raabe y es preferible, en general, usar el de Cauchy.

Para conocer el cardcter de ) , —— es necesario aplicar el criterio logaritmico.

621
Segun el criterio de condensacion, las series Y a, v > 2"agn tienen el mismo cardcter.

- Averigua el caracter de las series siguientes:
15.1. > L > 1
1. —, @
an’

1
152. > —, a>1
nOé
1
Inn

15.3. 3

1
15.4. _
2. n+lInn

1
15.5. 3 g

15.6.

1
V2r
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Test 2. Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

1.

9.2.

. Las series de término general

Sea la serie Y a,. Sea la suma parcial S, = > 1a; = > |af | = X7 |a; | = S — S,

> a, converge incondicionalmente si y sélo si convergen Sy S, .

Si ) a, es absolutamente divergente, entonces es incondicionalmente divergente.

. La serie > (—1)""!'/Inn, n > 1 es absolutamente divergente, luego no podemos asegurar

nada de su carécter.
Pr.(n)
Qr(n)

son convergentes y pueden sumarse por descomposicion

en fracciones simples.

111 1 1 1 1 1 1 1 1

Para sumar 1—|—5—|—§—§+7+11+§—Z+13+17—|—1—5—6... calcularemos el limite

de la suma parcial de 4n términos, que resulta igual al de I3, — P,.

P3(n)
(n+3)V

Pi(n)=A+Bn+3)+Cn+3)(n+2)+Dn+3)(n+2)(n+1)

Para sumar ) hemos de realizar la descomposicién:

. Averigua razonadamente el caracter de las series siguientes y, si es posible, su suma:

71, Z_—l

722<1n ml—u)
1
6
1

73 —1pipt Lyl 1 L
e 2 4 3 8 5) 10 12
1 1 1
TA 1 — b
3+9 27+8
Cuestion

Sea la serie Y a, de términos positivos. {Qué sabemos —y por qué— de su caracter (conver-
gente, divergente, oscilante, condicional, incondicional)?

9.3.

Solucién de los test verdadero/falso

Test 1.

1.

2.
3.

F. La serie diverge si y sélo si lim |S,| = 0o
n—oo

F. Una serie geométrica converge si el valor absoluto de la razén es menor que 1.

F. Si lim a, # 0, la serie no converge, luego puede ser divergente u oscilante.
n—oo

. V. Propiedad 7 de las series.
. V. Criterio de convergencia de Cauchy.
. V. Las series de términos positivos nunca oscilan.

. F. Decimos que ) a,, es minorante de »_ b, siy sélo si a, < by, .
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

. F. La condicién lim a, = 0 es necesaria para la convergencia, no suficiente.

n—oo

. F. La condicién a > 1 es para la serie de Riemann. En este caso, a,, ~ 1/n, por lo que la

serie tiene el mismo caracter que la arménica, luego diverge.

F. La serie Y_ 3"/n® NO cumple la condicién necesaria de convergencia (a,, — 0), aunque
es cierto que resulta divergente por el criterio de la raiz.

V. A partir de la “regla de la raiz”.

F. El criterio de D’Alambert es especialmente adecuado para solucionar casos que resultan
dudosos por el criterio del cociente.

1

1 . :
F. Basta ver que a,, = oneE T 2 (serie de Riemann, o = 2 > 1, convergente)

F. Si{a,} es monotona decreciente, las series »  a, 2"a9n tienen el mismo caracter.
)

Averigua el caracter de las series siguientes:

1 1
15.1. > —, a > 1: C, serie geométrica de razén — < 1.
a™ «

1
15.2. > —, a > 1: C, serie de Riemann, « > 1.
na
1
15.3. > . D, mayorante de la armonica.
nn

1 . .
154. > ——: D, a, ~ —, mismo caracter que la armonica.
Y )
n+Inn n

1
155, > BIW: C, por el criterio logaritmico.

1 1 1
15.6. > ﬁzz 2n/2:Z (\/5)

—: C, por el criterio de la raiz.

Test 2.

1.

2.

6.

V. Ver apdo. 7.1.

F. Por ejemplo, la arménica alternada Y (—1)"*1/n es absolutamente divergente. Pero
converge (condicionalmente) a In2. En cambio, a partir del teorema de Dirichlet se de-
muestra que, si una serie es incondicionalmente divergente, es absolutamente divergente.

. F. Es alternada, de términos decrecientes en valor absoluto y a, — 0. El Teorema de

Leibnitz asegura que converge en el orden dado, es decir, condicionalmente.

. F. Si numerador y denominador tienen el mismo grado, el término general no tiende a

cero, luego la serie no converge.

. V. Calcularemos el limite de la suma parcial de 4n términos. En cada grupo de 4 términos

habra 3 positivos (inversos de los impares) y uno negativo (inverso de un par), por lo que
en Sy, habra 3n positivos (inversos de los impares) y n negativos (inverso de los pares). Se
cumplira: Sy, = I3, — P, y, simplificando y tomando limites, obtendremos para la suma el
valor S = In(2v/3).

V. Ver apdo. 8.3.
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7. Averigua el caracter de las series siguientes, y si es posible su suma, justificindolo breve-
mente:

-1
7.1. >~ —: se trata de la arménica cambiada de signo, por lo que diverge a —oc.
n

1 1
7.2. — — . Es telescopica, pues a,, = b, — b,11. Su suma n-ésima
Z (ﬁ \/n—‘f‘l) p p +1
1 1 1 1 1 1 1 1

s, - = lfm S, = 1

:ﬁ—ﬁ—i—%—ﬁ—F...%—m \/I \/TL—H n—00

La serie converge (en el orden dado en el enunciado).

7.3 1+1+1 1+1+1 1+1+1 :

2 4 3 6 8 5 10 12 77
Tomamos una suma parcial de 3n términos. En cada grupo de 3 términos habra uno
negativo y dos positivos. Los denominadores de los términos negativos son los impares
consecutivos, mientras que los denominadores de los positivos son los pares consecuti-

vos. Entonces, en S, habrd n inversos de los impares, negativos, y 2n inversos de los

pares, positivos. Se cumplira: Ss, = —I,, + P,, y obtendremos para la suma el valor
S =—1nv2.
1 1 1 1 ' : (o .
7.4.1— 3 + 9 97 + TRk Se trata de una serie gzometrlca de razén r = —1/3, |r| < 1,
1

por lo que es convergente. Su suma vale S =

= 3/4.

—-Tr

9.4. Solucion de la cuestién

Si Y a, es de términos positivos (a, > 0 Vn € N), la sucesién de sumas parciales
Si=ay; So=a1+ay; ... S,=a1+ay+...a,;

verifica
S <5 <853 <.

es decir, serd mondtona creciente. Si estd acotada, la serie serd convergente (toda sucesién
mondtona creciente, acotada superiormente, converge). De lo contrario, serd divergente a +o0.
Es decir, una serie de términos positivos nunca es oscilante.

La propiedad 6 de las series dice que “si alteramos el orden de los términos de una serie de
términos positivos no varia el caracter, ni la suma si es convergente”. Esto significa que el
caracter de las series de términos positivos es siempre incondicional.

Podemos pues afirmar que el carcter de la serie ) a, sélo puede ser incondicionalmente con-
vergente o incondicionalmente divergente.
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Tema IV. Sucesiones y series funcionales (o200

1. Swucesiones funcionales

1.1. Distancia entre funciones

Llamamos F (I, R) al conjunto de funciones reales acotadas definidas en un intervalo I C R.
Dadas f,g € Fp(I,R), definimos la distancia entre ellas como

d(f,9) = sup|f(z) —g(x)|, x 1

es decir, el supremo de las distancias punto a punto entre f y g, cuando x toma valores en I.

Con esta definicién de distancia, se comprueba que F,(I,R) es espacio métrico.

Ejemplo 1. f(x) =a+ 2z y g(x) = b+ x tienen entre si una distancia d(f,g) = |a — b|.

1 4
Ejemplo 2. Las funciones f(x) = Rl g(x) = e

cumplen:

3

= :3
14 a2

[f(z) = g(x)| — d(f, g) = sup

2
1+27|,cr

Este valor se alcanza cuando x = 0, luego ademés de supremo representa el valor maximo.

Nota. El supremo no tiene por qué ser alcanzado. P. €j., si en f y ¢ se multiplican los numera-
dores por 22, la distancia entre ambas sigue siendo 3, pero el supremo corresponde a x — oco.

Ejercicio. Calcula la distancia entre f(z) = \/z y g(z) =23 2 €[0,1] (d=5-67%°).

1.2. Sucesion funcional

Es una sucesién cuyos términos son funciones reales definidas en un cierto I € R.

{fn}:flaf%--'fn---a fnefb(jaR)

NP 1 1 1

Ejemplo. f.(z) Cl4a? 14222 14322 1na?

- 1+ na?

Se muestran en la figura las curvas correspondientes a distintos valores de n. Obsérvese que todas
ellas pasan por el punto (0, 1) y, para todo x no nulo, se aproximan a OX al crecer n.
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1.3. Convergencia simple o puntual

Si fijamos un z € I, la sucesion { f,(z)} que resulta es una sucesién numérica. Su limite, si
existe, sera funcion del z fijado. A partir de lo estudiado en sucesiones numéricas, decimos que
la sucesién tiene limite f(z) si se cumple:

lim f,,(z) = f(z) <= Ve > 0In e N/ |f(z) — f(z)| <&, VYm >n

n—oo

es decir si, a partir de un indice suficientemente avanzado, los términos de la sucesion se apro-
ximan tanto como queramos al valor f(x).

Si esto ocurre Vz € I, decimos que la sucesién funcional {f,} converge simple o puntualmente a
la funcién f en I.

En el ejemplo anterior, todas las curvas pasan por el punto (0, 1), mientras que, fuera del origen,
se acercan tanto como queramos al eje OX, si n es suficientemente alto. Entonces resulta

1 1, z=0
fn<x>=m:»f<x>={o .20

y obtenemos una funcién limite discontinua en el origen.

El conjunto C de puntos en los que {f,} converge se llama Campo de Convergencia.

Ejercicio. Estudia la sucesién funcional {sen"z}, z € [0,7/2], comprobando que su funcién
limite es similar a la que acabamos de obtener.

1.4. Convergencia uniforme

En la convergencia simple que acabamos de ver se exige que, para todo £ > 0 exista un indice
n tal que, a partir de él, la diferencia |f,,(z) — f(x)| se haga menor que €. Como es légico, el
valor de n dependera de €, pero puede depender también del punto x elegido, es decir

n=n(e,z) (convergencia simple)

Lo anterior permite que los n obtenidos puedan ser muy distintos para los distintos puntos x vy,
como consecuencia, que la funcién limite f pueda ser muy diferente de las f,, (en el ejemplo, las
fn son continuas y f no lo es).

Si, dado un &, podemos encontrar un valor maximo ng para los distintos n(e, x), entonces
[fn(z) — f(2)] <&, Vm >ng, Vo €1

y a partir de un tnico ngy se cumple la condicién de convergencia para todo x, lo que nos permite

independizarnos del punto pues el indice n depende ahora solo de €. En este caso se dice que la

convergencia es uniforme y algunas propiedades de las funciones f,, se transmiten a f.

Definicién. Decimos que {f,} converge uniformemente a f en I € R si y sélo si

Ve >03n(e) /d(fm, [) <&, Vm>n

O, lo que es lo mismo

fn converge uniformemente a f en I <= limd(f,, f) =0
n—oo

(recordamos que d(f,, f) =sup|fu(x) — f(x)|, z € I).

La convergencia uniforme supone la simple, puesto que la primera cumple las mismas condiciones
)
que la segunda, mas alguna condicién adicional.

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 90



Ejemplo. Estudiamos la convergencia de f, = , © € [1,2] en tres pasos. Primero

1+nx
calculamos el limite f(z) para un x € I dado. A continuacién obtenemos la distancia entre las

funciones f,(z) y f(z). Por dltimo, calculamos el limite de esta distancia cuando n — oo.

1) lim f,(x) =0, luego f,, converge simplemente a f(z) = 0.
n—oo

1 1
2) d(fn, f) = 0| =swp|l——| =
) d(fns f) SuP‘l—an el Sup Vr+n|,, 1/24+n
3) nh_}n;o d(fu, ) = nll_)IIOIO 240 = 0, luego la convergencia es uniforme.

Ejercicio. Comprueba que convergen uniformemente las sucesiones cuyos términos generales
son los siguientes:

a) fo(z) = ﬁ r€[L,2:  b) fuz) = COSfZ, zeR

n

1.5. Sucesion de funciones continuas

Sea una sucesion de funciones f,, definidas en I. Si {f,} converge uniformemente a f en I
y las f, son continuas en I, entonces f es continua en I. Es decir,

’ fn continuas + convergencia uniforme — f continua‘

(la demostracién puede verse en los documentos de apoyo del tema).

Aplicacién. Dada una sucesién { f,,}, suele ser sencillo encontrar su funcién limite f(z) asi co-
mo averiguar si las f, y la f son continuas. Pero resulta més complicado analizar si la conver-
gencia es uniforme.

El teorema nos resuelve el estudio en muchos casos pues, si una sucesion de funciones continuas
converge a una funcién limite discontinua, la convergencia no serda uniforme. Si lo fuera, f(x)
serfa continua, cosa que no ocurre.

Ejemplo. Estudiamos la convergencia simple y uniforme de la sucesién de funciones {z"}, en
el intervalo I = [0, 1].

- Para z =1, se cumple z" = 1, Vn.
- Paraz €[0,1), 2" — 0, si n — oo.

Entonces
0, z €0,1)
1, r=1

n—oo

lim f,(z) = {

luego la funcién limite f(z) es discontinua. Como las funciones f, son continuas Vn, podemos
asegurar que la convergencia no es uniforme.

Ejercicio. Estudia la convergencia de las sucesiones funcionales

a) {cos"z}, x €[0,7/2]; b) {6_”’”2} ,reR
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2. Series funcionales

2.1. Definicién

Dada una sucesion { f,,}, definimos la suma parcial n-ésima F,, como
Fn:Zfi:fl+f2+"'+fn
i=1

A la sucesién de sumas parciales {F},}, la llamamos serie funcional asociada a {f,}. La serie
se denota ) f,,. Los sumandos f; son los términos de la serie y f,, es el término general.

. . z . . ; X . ,
Ejemplo. Si f, =sen > la serie asociada a {f,} serd > sen ~ Y la suma parcial n-ésima

n
T T T T
F, = E sen — = sen — +sen — + - - - + sen —
- 1 1 2 n
(2

2.2. Convergencia simple y uniforme

Sea una serie funcional ) f,,. Razonando como en 1.3, si fijamos un x € I, resulta una serie
numérica. Si converge, su suma sera funcién del z elegido.

Convergencia simple. Decimos que la suma de la serie es F/(z), si los términos F,,(x) de la
sucesién de sumas parciales se aproximan al valor F(z) tanto como queramos.

Si esto se cumple para cada x € I, entonces la serie ) f,, converge simplemente a la funcién F
en I. La condicién es:

lim F,(z) = F(z) <= Ve > 03n e N/ |F,(z) — F(z)| <&, Vm >n

n—oo

En este caso escribimos

Z falz) = F(2) (F(x) es la funcién Suma)

Ejemplo. Un caso muy sencillo de serie funcional es la serie geométrica de razon z:
2 n
r+z+... 0"+ ...
Esta serie converge si |z| < 1y su suma vale S = z/(1 —z) (T. III. Series Numéricas).
Convergencia uniforme. Como vimos en sucesiones funcionales, la convergencia sera unifor-

me si n = n(e), es decir
Ve>03n(e) /d(F,, F)<e, VYm>n

O, lo que es lo mismo,

Z fn converge uniformemente a F' en [ <= lim d(F,,F’) =0

n—oo

siendo la distancia entre F;, y F' el supremo de las distancias punto a punto entre ambas, cuando
x toma valores en I.

El estudio de la convergencia uniforme de una serie resulta mas complicado que el de una sucesion;
pues F,, es la suma parcial de los términos de la sucesién. Por ello resulta de gran utilidad el
criterio de la mayorante, que enunciamos a continuacion.

Célculo Infinitesimal 2. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 92



2.3. Criterio de la mayorante (Weierstrass)

Sea Y fn, definida en I € R. Si )" |fu(x)| tiene como mayorante en I a una serie numérica
de términos positivos, convergente, y_ f, es uniformemente convergente en I.

. : 1 2
Ejemplo. La serie ) ﬁ(sen nx + cosnx) cumple |f,(z)| < 3 Vn, Vo € R. Entonces Y | f,|
es minorante de una serie numérica convergente, luego converge uniformemente en R.

Ejercicio. Comprueba la convergencia uniforme, en sus intervalos de definicién, de las series:

2) Zg—:,xe 0.2 b)) LB o

n

2.4. Serie de funciones continuas

Sea I = [a,b]. Si una serie Y f,, de funciones continuas en I, converge uniformemente en
I a su funcion suma F', esta es continua en 1.

Demostracién. Sabemos (apdo. 1.5) que si una sucesiéon de funciones continuas converge
uniformemente a su funcién limite f, esta es continua.

Entonces, si las f,, son continuas en I, la suma parcial F,, = Y] f; serd también continua en I,
por ser suma de funciones continuas.

Como F,, converge uniformemente en [ a su funciéon suma F', esta es continua en [.

2.5. Integracion de una serie de funciones

Nuestro principal interés en la integracién y derivacién de las series de funciones (2.5 y 2.6)
estd en que se utilizaran mas adelante en el caso particular de las series de potencias. Aqui nos
limitaremos a enunciar las condiciones para realizar ambas operaciones y las propiedades que
cumplen (la demostracién puede verse en los documentos de apoyo).

Sea I = [a,b]. Siuna serie Y f,, de funciones integrables en I, converge uniformemente en I a
su funcion suma F', esta es integrable en I y su integral es la suma de la serie de integrales.

S h) E F) = / Pt w3 / CRdt w € [ab]

Esto puede expresarse abreviadamente diciendo que si una serie de funciones integrables converge
uniformemente a F, la integral de la suma es la suma de la serie de integrales.

2.6. Derivacion de una serie de funciones

Sea I = [a,b]. Sea una serie Y f,, de funciones derivables en I, que converge en un punto
de I, tal que > f! converge uniformemente en I. Entonces Y’ f, converge uniformemente en I
a su funcion suma F', que es derivable en I y su derivada es la suma de la serie de derivadas.

Y falwo) = Flzo) v Y fule) = Gla) = Y fule) = Flz) y F'(x) = G(x)

Podemos expresarlo abreviadamente diciendo que, en ciertas condiciones, la derivada de la suma
de una serie de funciones derivables es la suma de la serie de las derivadas.
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3. Series de potencias

3.1. Definicién

Una serie de potencias es un caso particular de serie funcional, en el que f,(x) toma la forma
folz) = an(z —a)", a, €R

Habitualmente se elige a = 0 y la expresién de la serie resulta > a,z".

En las series de potencias suele incluirse el término correspondiente a n = 0, por lo que

g a,r" = ag + a1x + asx® + . ..

3.2. Teorema de Cauchy-Hadamard
Para toda serie de potencias Ir / 0 <r < oo (radio de convergencia) tal que:
- Si|z| <r, la serie es absolutamente convergente.

- Si|x| > r, la serie no es convergente.

Demostracion. Como vimos en series numéricas, la convergencia absoluta es equivalente a la
incondicional, por lo que aplicamos el criterio de la raiz n-ésima a »  |a,z"| (que se convierte en
una serie numérica para cada = € R).

lim {/|ap,a™| = Um {/|a,| 1/ |z|" = lm {/]a,| |z] = 1]z|
n—00 n—00 n—r00
a) Sil # 0yl # oo, estudiamos dos opciones:
1
a.l) Si|z| < 7= llz| < 1= > |a,a™| convergente.

Entonces la serie Y a,x™ es absolutamente convergente.
2.2) Si \x|>%:>l]x\>1:>7}£>11;om>l.
Que el limite sea mayor que 1, significa que
HnO/W>1Vn2n0:>\anx"\>1Vn2n0
luego no se cumple la condicion necesaria de convergencia y la serie no converge.
b) Si l =0, entonces Vz, [ || = 0 < 1, por lo que decimos que r = oc.

c) Si | = oo entonces el limite
lim {/|a,| |z
n—oo

serd menor que 1 sélo si x = 0, en cuyo caso todos los productos {/|a,||z| serdn nulos y el limite
también lo sera. Decimos entonces que r = 0.

Es decir, hemos hallado un valor » que cumple la condicién del enunciado, con lo que queda
demostrado el teorema. Si l = lim {/|a,|, este valor de r es:
n—o0

1
a)r=0,sil=o00; b)r=o0,sil=0; c)r:Z, sil#0, [ # o0
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Notas. Es importante tener en cuenta lo siguiente:

1. Para |x| = r, el teorema no afirma nada, por lo que la serie puede ser convergente o no y
hemos de estudiar la serie numérica que resulta para r = +r.

2. Se dice que una sucesién {«,} tiene un limite de oscilacién o« € R 0 o = o0, si existe
alguna subsucesién de {«,} que tiene limite v (0, lo que es equivalente, si en todo entorno
de «a hay infinitos elementos de {a,}). Esto puede ocurrir, por ejemplo, si «, no tiene
expresion unica, sino que es distinto para términos pares e impares.

Una sucesién de numeros reales no tiene por qué tener limite, pero si algin limite de
oscilacion, finito o infinito (J. Burgos, p. 73). Si ademés estd acotada, sus limites de oscila-
ci6én seran finitos (T. Bolzano-Weierstrass para sucesiones). Si obtenemos distintos valores,
tomaremos para [ el mayor de ellos, es decir el limite superior de oscilacion:

[ = lim {/|ay|

n—oo

3. Podemos también calcular [ como limite del cociente

Qp+1
G,

lim

n—o0

pues, si existe este, existe el de la raiz n-ésima y vale lo mismo (regla de la raiz).

4. A partir de este teorema, resulta que el campo de convergencia C de las series de potencias
toma siempre una de estas cuatro formas:

(=r,7), (=r,r], [=r,r), [-7 7]

Ejemplos. Calculamos el radio y el campo de convergencia de las siguientes series:

n 1 1
1. Z% lim \"/|an|:nlirglo” — = lim — =0=r =o00. Luego C=R.

n—o00 n n—oo M,

2. Zn"x”. lim 1"/|an| = lim¥Yn*"= limn =00 —=1r = 0. Luego C= {O}
n—00 n—00 n—00

1 1
m{/ — = ;== 2. Luego C = (—2,2), pues:

=1
n—o00 on

3. z;’—. lfm /]
. n—oo

2n
"o = > 1, luego para = = 2, la serie es divergente.
(2" gy . . .
-3 o = > (=1)", luego para x = —2, la serie es oscilante.

Ejercicios. Comprueba que los campos de convergencia son los indicados:
1. > nlz™ C = {0}.
xn
3. 2r 4+ 222 + 203 + 2320 + ... C=(—1/2,1/2).

n — T, i 11
4 147 +2522 + 325 + 6250 + -+ apa” + ..., donded ™ T HHPAL o <——,—>.
a, = 5", n par 99
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3.3. Continuidad, derivacién e integracion
Sea la serie de potencias > a,z", de radio de convergencia r > 0, y S(z) su suma. Se cumple:

a) S(z) es continua en todo x € (—r,r).

b) S(z) es derivable en todo = € (—r,r) siendo su derivada | S'(x) = Z na,z" !

c) S(z) es integrable en [0, z], Vo € (—r,r). Su integral es / S(t)dt = Z In_ o1
0

Es decir:

1. Las series de potencias pueden derivarse e integrarse término a término, siendo
la derivada de la suma, la suma de las derivadas de los términos y la integral de la suma,
la suma de las integrales de los términos.

Obsérvese que se trata de las integrales de los términos pues estamos integrando los su-

mandos a,t" entre 0 y x. La expresién que resulta coincide con la primitiva de a,x".

2. Como se ve en la demostracién, al derivar o integrar una serie obtenemos otra del mismo
radio de convergencia. En cambio, el campo puede variar, pues el intervalo en que
derivamos o integramos es abierto, por lo que no podemos asegurar nada para los extremos.

Demostracion. Puede verse en los documentos de apoyo.

Aplicacion. Las dos series geométricas siguientes son de gran utilidad para aplicar las propie-
dades anteriores a la resolucion de problemas, como se vera en los ejemplos:

. 1
L. Zx":1+x+x2—|—---—|—x"+...,CuyasumaesS(x):m, lz] < 1.

n=0
2. i (-)"z"=1—z+2*—--+(=1)"2" +..., cuya suma es S(z) = L, lz| < 1.

o 1+

Ejemplo 1. Calculamos la suma de la serie numérica 2n_n
n=1
Partimos de la serie Z 2", de suma conocida S(z) = 1 . Para conseguir el factor n en el
—x
n=0
numerador, derivamos:
1 1
=l+a+2*+ 42" +... = ———=14+20+32°+---+na" ' +...
1—x (1—x)?

Con el fin de tener también n en el exponente, multiplicamos ambos miembros por x, resultando

n=1

Por tltimo, haciendo z = 1/2, nos queda la suma buscada

“n 1/2
2w i

n=1

Nota. Hemos aplicado la propiedad 3.3. b).
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Ejemplo 2. Se trata de obtener el radio de convergencia y la funciéon suma de la serie:

4
ZE xr X X
E 1)+t =Ty o

n=1

Calculamos el radio de convergencia.

z n z nl_ _1_
(= Vol = i il =1 ==

Derivamos la serie, obteniendo
l—a+a2—23+. ..

Se trata de una serie geométrica de razén —zx, cuya suma es

=12

La integral de esta funcion suma sera la suma de la serie de la que partimos. Asi pues, calculamos
la integral entre 0 y = de S(t), es decir

el <1

o0 n T 1
> (= “% :/0 T =1 +)=In(1+2)—Inl=In(1+2), |Jz| <1

n=1

Nota. Hemos aplicado las propiedades 3.3. b) y c), derivando la serie problema, sumando la
serie resultante e integrando la funcién suma obtenida.

Ejercicio. Calcula la suma de la series numéricas siguientes
n?
a — =3/2); —
)Y o (5=3/2) Z 9

3.4. Teoremas de Abel

Estos teoremas permiten estudiar la suma de una serie en los extremos de su campo de
convergencia, x = +r (puede verse una demostracién en J. Burgos, p. 548).

Sea la serie Y a,z", de radio de convergencia r > 0.
1. 8iY" aya™ converge en x =1 (x = —r), converge uniformemente en [0,r] ([—r,0]).
2. Si > anx™ converge en x =1 (r = —r), su suma es una funcion continua en r =1 (x =

—r) e integrable en [0, 7] ([_73 0])

Aplicacion. FEl segundo teorema de Abel permite obtener el valor de la suma de una serie en
x = +r, a partir de su expresién en (—r,r), utilizando la continuidad de la funcién suma en los
extremos de C. En efecto, si D a,x” tiene radio de convergencia r y suma S(x), sabemos que:

- La funcién suma S(z) es continua en (—r,r), como vimos en 3.3. a).

- Si > ana™ converge en x = r (3 a,r" es convergente), el teorema asegura que S(z) es
continua también en x = r. Es decir, podemos calcular su valor en z = r tomando limites

en la expresién de S(z) para x € (—r,r) (y analogamente con x = —r).
Z a,r" = 915131 S(x)

- Como consecuencia, si la expresién de S(z) para (—r,r) es una funcién continua en z = r,
el valor de la suma en x = r corresponderd a dicha expresion, particularizada en ese punto.
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Nota. Que la suma tenga una expresién en funcién de x para x € (—r,7) y que en x = r la
serie converja, no asegura que podamos usar para la suma en el extremo del intervalo la expresion
vélida para el interior. En efecto, la suma S(x) podria estar definida de distinta forma en (—r, )
y en x = +r, de modo que la expresién para (—r,r) podria ni siquiera tener sentido en x = r.

xn
Ejemplo 1. Estudiamos la convergencia uniforme de la serie ) —.
n

Aplicando el teorema de Cauchy-Hadamard vemos que tiene radio de convergencia r = 1,
por lo que converge en el intervalo (—1,1).

Estudidndola en x = +1, vemos que también converge en z = —1 (en = = 1 diverge).

Entonces, por el primer teorema de Abel, sabemos que converge uniformemente en el
intervalo [—1,0] y también en todo intervalo [0, x|, Vzo < 1.

- Uniendo ambos intervalos, podemos afirmar que converge uniformemente en todo intervalo

[—1,z0] C [-1,1)

Ejemplo 2. Queremos obtener la suma de la serie numérica alternada de los inversos de los
impares, como caso particular (z = 1) de la serie de potencias

00 2n+1 3 5
x x x
—_1\" =0 - — 4+ — — 1
HZ:O (=1) 2n+1 3 5 (1)
Para ello, partimos de la serie geométrica de razén \ = —z?

(-t =1—a’fat - (2)

que converge a

Vemos que, integrando la serie (2), obtenemos la serie (1), por lo que — teniendo en cuenta
3.3.c)— la suma S(z) de la serie (1) serd la integral de la suma s(z) de la serie (2). Es decir,

S(x) = / s(t)dt = / 5 = arctant|; = arctan
0 o 1+t

Al integrar, el radio de convergencia se mantiene, por lo que esta funciéon suma es valida para
|z| < 1. Pero, en principio, no podemos sustituir x = 1 en S(x).

Sabemos que la serie (1) converge en x = 1 (teorema de Leibnitz). Entonces, aplicando el segundo
teorema de Abel, podemos obtener el valor de la suma en x = 1 tomando limites, cuando = — 1,
en la funcién S(z) = arctanz. Al ser continua la funcién arcotangente, resulta

1 1 1
(—1)n2n+1 :1—§+g—---zigrqarctanx:arctanlz%

=0

3

Ejercicio. Se pide obtener la suma de la serie alternada de los inversos de los pares, como caso
particular de la serie de potencias siguiente, en los extremos de su campo de convergencia.

e 2n 2 4 6

x
)yt 2 2.
(=1) 2n 2 4+6

n=1
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3.5. Desarrollo de una funcién en serie de potencias. Serie de Taylor
a. Desarrollo en serie de potencias

Sean el intervalo C = (—r,r), la serie de potencias ) a,z", convergente en C, y la funcién f
definida en C. Si la suma de la serie coincide con el valor de la funcién en C, decimos que » | a,z"
es un desarrollo en serie de f en C.

Ejemplo. Sean una serie de potencias y una funcién definidas respectivamente como:

T

n=0

La funcién existe en todo R, salvo en x = +1. La serie es geométrica de razén 2, por lo que
converge si |r| < 1 y su suma vale

S(w) = —

12
Esta funcién suma coincide con f(x) en el intervalo (—1, 1), luego podemos afirmar que > z
es un desarrollo en serie de f(x) en C = (—1,1).

2n+1

Nota. Como acabamos de ver, el campo de existencia de la funcién no tiene por qué coincidir
con el de convergencia de la serie. La serie serda un desarrollo en serie de la funcién sélo en los
puntos comunes de su campo de convergencia y del dominio de existencia de f.

b. Serie de Taylor

Recordamos que, al estudiar funciones reales, llamabamos desarrollo limitado de Taylor de
orden n, de una funcién suficientemente derivable, a la expresion:

n (i
fy =y H

1=0

o'+ T (z)

es decir, la suma del polinomio de Taylor mas el término complementario.

Supongamos ahora que una funcion f admite desarrollo en serie de potencias, con unos ciertos
coeficientes a,,:

flz) = Z a,z” en (—r,r)

Al venir expresada como suma de términos de la forma a,z", la funciéon seré derivable, siendo
su derivada la suma de la serie derivada (apdo. 3.3):

f(z) = i na,x” ' en (—rr)

También f', f ... serdn derivables. Reiterando el proceso se observa que (J. Burgos, p. 510):

- La funcién f pertenece a C*> en (—r,r) (es derivable tantas veces como queramos).

k(0
- Su derivada k-ésima en el origen vale f*(0) = k!ay, de donde a;, = fk—(')’ Vk e N
Vemos que los coeficientes del desarrollo toman la expresién de Taylor (recordada més arriba),
lo que nos permite calcular dichos coeficientes para cualquier funcion que admita desarrollo en

serie. Asi pues, llamaremos desarrollo en serie de Taylor de la funcién f a:

oo 0o (n
f(z) = Z ap,x" = Z fT@x”
n=0 n=0 '
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Ejemplo. Consideramos la serie geométrica »_ z". Si, como en este caso, conocemos su suma,

= 1
" — 1,1
D =1 we(-11)

n=0
podemos decir que la serie es el desarrollo en serie de Taylor de f(z) = 1/(1 — ).

Habitualmente procederemos en sentido inverso, partiendo de una funcién y obteniendo su desa-
rrollo. Si, en nuestro ejemplo, calculamos las derivadas sucesivas de f en x = 0 y, a partir de
ellas, los coeficientes a,,, resulta

fz) = ﬁ = f*(0) = k! = a), =

con lo que todos toman el mismo valor (a,, = 1,Vn). La serie de Taylor obtenida es 1+xz+z%+. ..,
que légicamente coincide con la que consideramos al principio. Es decir,

0  r(n &)

n=0 ’ n=0

c. Condicién necesaria y suficiente

Si f € C*, podemos calcular sus sucesivas derivadas y, a partir de ellas, los coeficientes del
desarrollo de Taylor. Puede parecer entonces que la condicion de pertenecer a C'* es suficiente
para que f admita desarrollo en serie de Taylor, pero no es asi: es necesaria, pero no suficiente.
Enunciamos a continuacion la condicién necesaria y suficiente.

Sea f € C*®. Es condicion necesaria y suficiente para que f admita desarrollo en serie de Taylor
en (—r,r) que

lim T, (z) =0, Vz € (—r,r)

n—oo

Demostracion. Tomamos el desarrollo limitado de Taylor de la funcién f, del que despejamos
el término complementario.

noop( , noopl 4
=3 i nm) = nw =1 -3 B

7!
i=0

La serie de Taylor convergera a f(x) en (—r,r) si y sélo si el limite del polinomio de Taylor de
grado n (que aproxima el valor de la funcién) es igual a f(z), cuando n — oc.

n (i 0)
i 35 =
i=0 '

Pero esto equivale a decir que

n (i
lfm (f(x) oy (O)xi> =0 <L i T, (2) = 0
Nota. Este resultado era de esperar, pues el término complementario 7, (z) es la diferencia
entre el valor exacto de la funcién y el valor aproximado obtenido con el polinomio de Taylor
de grado n. Luego, para que la serie represente exactamente a la funcion, esa diferencia debe
hacerse tan pequena como queramos tomando un ntmero de términos suficientemente alto. Es
decir, T,,(x) debe tener limite 0 cuando n — oo.
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4. Ejercicios de autoevaluacion

4.1. Test verdadero/falso

Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

1. En el espacio funcional (I, R), hemos definido la distancia entre dos funciones como el
maximo de sus distancias punto a punto.

X

2. Sea f, = 1o -+ x. Se cumple T}Lr{:ofn =z.

., P ™ .
3. La sucesién de término general f,(x) =sen"x, = € [0, 5] converge uniformemente a

L z=m/2
flo) = 0, z#m/2

4. Sea > f, definida en I. Si Y |f,(z)| tiene como mayorante en I a una serie numérica de
términos positivos, convergente, > f, es uniformemente convergente en I.

o0

5. Sea Z nz™. Su campo de convergencia es (—1,1).

n=1

6. Sea Z ;— Su campo de convergencia es [—1,1).
n

n=1

7. Una serie de potencias y sus series derivada y primitiva tienen el mismo campo de conver-
gencia.

3

8. La serie de potencias — 1 —x —2? — ... tiene como suma lz] < 1.

r—1
9. Sea f: R — R. Sea ) a,x™, convergente en C, tal que ) a,z™ = f(z). Se dice entonces

que > a,z" es un desarrollo en serie de f(z), Vx € R.

10. Si una funcién f es derivable indefinidamente, decimos que f pertenece a C'*°. Entonces,
podemos obtener sus derivadas de cualquier orden, por lo que la funcién admite desarrollo
en serie de Taylor.

4.2. Cuestion

El desarrollo en serie de la funcién f(z) = In(1 + ) es

(o.9)
—1 n+1
n
n=1
y su radio de convergencia vale r = 1. Se pide, utilizando el segundo Teorema de Abel, obtener
la suma de la serie armonica alternada

1 1+1 1+
2 3 4 7
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4.3. Solucidn del test verdadero/falso

1. F. Se ha definido como “el supremo de sus distancias punto a punto”, que existe siempre
por tratarse de funciones acotadas (propiedad del supremo), mientras que el méximo puede
no existir.

Ej. Si f(x) =1/z, g(z) =1y I =[1,00), el conjunto de las distancias punto a punto entre

f v g no tiene maximo. El supremo vale 1 y se da cuando x — oo.

2. V. Para x # 0 el limite vale x, pues el denominador de la fraccién tiende a oo y el primer
sumando a 0. Para z = 0, las f,, valen 0, por lo que el limite vale 0, es decir .

3. F. La funcién limite del enunciado es correcta, pero la convergencia no es uniforme, pues
las funciones f,, son continuas y f no lo es (ver apdo. 1.5).

4. V. Por el criterio de la mayorante (Weierstrass).

5. V. El limite [ = {/|a,| = 1, por lo que r = 1/l = 1. Estudiando los extremos de C
(x = £1), vemos que en ellos la serie es divergente.

6. V. El limite | = {/|a,| = 1, por lo que » = 1/l = 1. Estudiando los extremos de C, vemos
que en z = 1 la serie es divergente y en = —1 convergente.

7. F. Tienen igual radio de convergencia (ver apdo. 3.3).

V., —1—ax—a2—2%. .. un ri métri razon A = x. Su sum ré
8. V 1 2 3 es una serie geométrica de razén \ Su suma seré
—1 1

= = 1

9. F. > a,x™ es un desarrollo en serie de f(x) en C, donde la serie converge, no en todo R.

10. F. Que f pertenezca a C*° es una condicién necesaria, pero no suficiente, para que admita
desarrollo en serie de Taylor. La condicién necesaria y suficiente es que lim 7,,(z) = 0,
n—oo

siendo T),(x) el término complementario del desarrollo limitado de Taylor (ver apdo. 3.5).

4.4. Solucidon de la cuestion

La serie numérica cuya suma queremos obtener converge por el teorema de Leibnitz.

La serie de potencias del enunciado tiene como suma la funcién S(z) = In(1 + x), para valores
de |z| < 1. En los extremos del intervalo de convergencia (z = +1) puede converger o no y hay

que estudiarlo en cada caso.

1 1
Para x = +1, la serie de potencias se convierte en la serie buscada: 1 — 3 + 371 +

El segundo teorema de Abel afirma que “si una serie de potencias > a,z" converge para © = r,
su suma es una funcién continua en z = r”. Como conocemos el valor de S(z)Vz € (—1,1),
podemos obtener el valor de la suma de la serie en = 1 como limite de S(z) cuando x — 1.

= (-1

> —— =liml(l+z)=In(1+1) =2
— n r—1
como ya sabfamos por el tema III (Series numéricas).
Nota. En el otro extremo del campo de convergencia (x = —1), la serie que resulta es
e (_1)n+1 0 (_1)2n+1 > 1
S (1= AN il

opuesta de la arménica, por tanto divergente a —oo.
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Tema V. Los niimeros complejos s

1. Introduccion

El objetivo de este tema es dar unas nociones bésicas sobre los nimeros complejos (una
definicién axiomatica rigurosa puede verse en J. Burgos, pgs. 559 y ss).

Como sabemos, existe una biyeccion entre los puntos de la recta y los niimeros reales, por lo que
a cada elemento de uno de los dos conjuntos le corresponde uno, y sélo uno, del otro. Ello nos
permite encontrar solucion en R para ecuaciones que no la tienen en Q, pese a lo cual siguen
existiendo ecuaciones sin solucion. Una de las mas sencillas es:

??+1=0

Con el fin de resolverla fuera de los niumeros reales, definimos el nimero ¢ = /—1, al que
llamamos unidad imaginaria. De este modo, la ecuacién tiene como solucién

rT=xv—-1=22

A los nimeros de la forma ki, con k € R, les llamamos imaginarios (o imaginarios puros). Si
consideramos la ecuacién
2’ +22+2=0

llegamos a la solucién
r=—-1+vV-1=—-1+1

Como este resultado es la suma de un numero real y de otro imaginario, lo denominamos ntimero
complejo. A partir de la definicién de este nuevo tipo de numero, podemos resolver ecuaciones
como €° = —1 6 cosx = 2, que no tienen sentido en R.

2. Definicién. Forma binémica. Operaciones basicas

Un nimero complejo en forma binémica es todo elemento de la forma z = a + bi, donde a
y b son nimeros reales y se llaman parte real y parte imaginaria de z respectivamente.

Tanto los nimeros reales como los imaginarios puros son nimeros complejos. Los primeros son
complejos con la parte imaginaria nula (b = 0) mientras que los segundos tienen nula la parte
real (a = 0). El conjunto de los nimeros complejos se denota C.

Sean los complejos z; = a; + by v 25 = as + bei. Definimos las siguientes operaciones.
a) Suma: 23 + 2o = (a1 + ag) + (by + be)i € C.
b) Producto: 21 - 2o = ajas + b1bai® + (a1bs + asby)i = ajas — bibs + (a1bs + asby)i € C.
c) Producto por A € R: A+ z = Xa + \bi € C.

Dos complejos son iguales si coinciden entre si tanto las partes reales como las imaginarias:

21 = 29 < Q1 = Q2, blzbg‘

Es inmediato comprobar que el elemento nulo en C es el 0 = 0 4 0z y el elemento unidad
es el 1 =14 0i. A partir de lo anterior se demuestra que C(+,-) tiene estructura de cuerpo
conmutativo (es también un espacio vectorial de dimensién 2 sobre R).

De igual modo que los conjuntos N, Z,Q y R son cada uno ampliacién del anterior, C es una
ampliacion de R. Basta observar que Va € R se cumple a = a+ 0i € C, por lo que R C C, y que
las operaciones entre complejos de la forma a + 0 se reducen a las operaciones entre reales.
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3. Forma trigonométrica. Representacion grafica

Considerando las partes real a e imaginaria b de un complejo z como coordenadas cartesianas,
observamos que existe una biyeccién entre C y R%. Esto permite representar z como un punto
del plano XY —que llamaremos afijo— asi como por un vector que une el origen O con el afijo.

Llamamos mdédulo p del complejo a la longitud de dicho vector. Si z es no nulo, su argumento
0 es el angulo que forma el vector con la direccién positiva del eje x (tomamos el sentido de giro
antihorario como positivo). Resulta:

a=pcosl, b=psend, p=+va>+b, tgd=>b/a (a+#0)

Si se obtiene # como el arcotangente de b/a, hay que recordar que los argumentos 0 y 6 + 7
tienen la misma tangente, por lo que debe tenerse en cuenta el cuadrante en que se encuentra el
afijo.

Para todo z # 0 existe un tnico valor § € (—7, 7] (argumento principal) e infinitos valores
0 + 2k, k € Z (argumentos). Entonces z puede expresarse en forma trigonométrica como

z=a+bi=pcosh+ (psend)i = p(cosf +isend)

y la condicién de igualdad de dos complejos se convierte en

2’1:2’2<:>p1:p2}701:62+2kﬂ', kEZ‘

es decir, dos complejos son iguales si y solo si tienen el mismo moédulo y sus argumentos se
diferencian en un nimero entero de veces 27.

Interpretacion geométrica de la suma o diferencia de complejos. Al representar los
complejos por medio de dos componentes (como los vectores en el plano) observamos que su
suma sigue también la regla del paralelogramo, por lo que sumar z a z; equivale a trasladar el
afijo de z; seglin z; es decir, desplazarlo una distancia p, segin la direccién dada por 6.

Entonces, sumar z a los complejos cuyos afijos forman una figura geométrica, equivale a
trasladar la figura una distancia p, segin la direccién dada por @, sin deformarla ni girarla. Y el
modulo de la diferencia de dos complejos es la distancia entre sus afijos.

Interpretaciéon geométrica del producto de complejos. Sean z; = p;(cosf; +isenfy) y
29 = po(cos By + isen fy). Operando, obtenemos (compruébese):

2129 =+ = pP1P2 [gos 01 cos 5 — sen 6, sen 0% +i(§en 01 cos 0y + cos 0 sen 9%)]
cos(01+02) sen(601+62)

Es decir, el producto de dos complejos tiene como modulo el producto de sus modulos y como
argumento la suma de sus argumentos. Entonces

- Al multiplicar z; por p € R, multiplicamos su médulo por p, sin variar el argumento.

- Al multiplicar z; por (cosf + isen @), anadimos € radianes a su argumento (lo giramos un
angulo 0 en sentido antihorario), sin variar su médulo.

Por tanto, multiplicar por z = p(cos @ + isenf) a los complejos cuyos afijos forman una figura
geométrica equivale a multiplicar sus dimensiones por p y girarla 6 radianes.
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Ejercicio. Sean los complejos 2y =2 — 2i, 20 =8 — 21, 23 =8+ 24, 24 =2+ 2.

a) Silos multiplicamos por z =i/2 (p = 1/2 y 0 = 7/2), compruébese que la figura formada
por sus afijos reduce su tamano a la mitad y gira 90° grados en sentido antihorario.

b) ;Qué ocurre si multiplicamos por ¢ el complejo zo — 217

c) Silos afijos de z; y 29 son dos vértices consecutivos de un cuadrado situado en el cuarto
cuadrante, ;como podemos obtener los otros dos vértices?
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4. Complejo conjugado, opuesto e inverso. Cociente
Sea el complejo z = a + bi. Definimos los complejos conjugado, opuesto e inverso.
a) El conjugado de z (Z) se obtiene cambiando el signo de la parte imaginaria. Es decir,

Z=a—bi

Se cumple:
2 2= (a+bi)- (a—bi) = a® = 0P = a® + 1? = |2

b) El opuesto de z (—z) es el complejo que, sumado a z, da como resultado el complejo nulo.
Es inmediato ver que su expresién es

—z=—a—b

c) El inverso de z # 0 (271) es el complejo que, multiplicado por z, da como resultado el
complejo unidad. A partir de la propiedad del conjugado, resulta:

2-2:\z|2=>z-i?:1:> z_lz%
] ||

d) El cociente de z; y 25 (22 # 0) se define como el producto de z; por el inverso de z,.

21 _1 22
_——= Zl . 2’2 = Zl . _2
2 |22]

Esto puede interpretarse como el resultado de multiplicar numerador y denominador por
el conjugado del denominador. En forma bindémica,

a+bi  (a+bi)(c—di) (a+bi)(c— di)

c+di  (c+di)(c—di) 2+ d>?

Interpretaciéon geométrica. Escribiendo z en la forma z = p(cos @ + i sen ), obtenemos
a) z=p(cosf —isend) = p(cos(—0) +isen(—0)).
El conjugado de z tiene el mismo mdédulo que z y el argumento opuesto al de z.
, z 1 , 1 ,
b) z7!' = W = — - p(cos(—0) + isen(—0)) = —(cos(—0) + isen(—0)).
z p p
El inverso de z tiene como médulo el inverso de |z| y como argumento el opuesto al de z.

c) 2 =z 2 == &(cos(él — 6) + isen(; — 6s)).
29 P2

El médulo del cociente es el cociente p;/py; el argumento, la diferencia 6; — 65.
Ejercicio. Se propone comprobar que:

1. El conjugado de la suma es la suma de los conjugados y el conjugado del producto el
producto de los conjugados.

2. Un complejo es imaginario puro si y sélo si su opuesto es igual a su conjugado.

3. El inverso de z se obtiene, igual que en R, por medio de la expresién 1/z.
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5. Exponencial de un complejo. Formula de Euler

Dado z = a + bi, la exponencial de z es el (inico) complejo de médulo €* y argumento b

exp(z) = €*(cosb + isenb)

Se define asi la exponencial compleja para que conserve las propiedades que la funciéon €* posee
en R. En particular, la exponencial compleja de un nimero real, exp(a), a € R, coincidird con
la exponencial real de dicho niimero. En efecto, si el exponente es real, resulta:

a € R = exp(a) = exp(a + 0i) = €*(cos0+ isen0) = €*

con lo que, por ejemplo, la exponencial del complejo nulo vale 1, como ocurre en R.

La exponencial compleja suele denotarse como €* de modo simplificado aunque inexacto, pues
esta expresion no tiene en general soluciéon tinica. En efecto, €% es un caso particular de la potencia
compleja de un complejo 2% (no estudiada aqui), que tiene en general infinitas soluciones.

A partir de la definicién se verifican también (compruébese):

a) ’ e . €2 = 77| de donde se obtiene |(€*)" = €"*|.

b) 621/622 = e 2 ’ de donde se obtiene 1/62 — e 7.

En el caso particular z = #i, su exponencial valdra

€|, _gsp = € (cosf + isenf)

de donde resulta la féormula de Euler

e’ = cosf +isend

Vemos que € representa el complejo de médulo 1 y argumento 6. Utilizando la férmula de Euler
resulta mas sencillo recordar la expresién de la exponencial de z, pues

€= e = e"e¥ = €%(cosy + iseny)

Podemos ahora escribir un complejo en forma exponencial

z=p(cos® +isenf) = pe”

En esta forma, los complejos conjugado e inverso de p€% resultan ser

. 1 )
7 — pe—az; z—l — _6—91
p
Ejemplo. Veamos que €* = —1 tiene solucién en C. En efecto:

€=1=a=0

z a+bi: abi: i
€=-1=¢€ eer=¢ :>{b_7r+2/m,kez

}:>z:(2k+1)m', kelZ
Las soluciones son los infinitos nimeros imaginarios puros de la forma z = (2k + 1)7i, k € Z.

Ejercicio. Represéntense en forma exponencial los complejos —1, iy — 4. Calctlese el valor
o valores de = que satisfacen la ecuacién €** + i = 0.
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6. Potencia natural. Formula de Moivre

Al multiplicar el complejo z por si mismo n veces, obtenemos el complejo 2. Como sabemos
por las propiedades del producto, su médulo valdra p" y su argumento n#, es decir

n

2" = [p(cosf +isen) " = p" (cosnf + isennd)

En el caso particular p = 1, resulta la férmula de Moivre

(cos@ +isend)" = cosnf + isennd

Ejercicio. Calcula cos360 y sen 36 en funciéon de senf y cosé.
Sol: cos 30 = cos® @ — 3sen?fcos; sen3h = 3senfcos®h — sen® 6.

7. Raiz n—ésima de un complejo

Decimos que w € C es raiz n—ésima de z € C si la potencia n de w es igual a z.

Ve=we=w" =2

Sea z = p€% y w su raiz n—ésima, w = r €. Se cumplira
n

1
n __ ,.noenpi 0i ro=p T = pn
wi=rem =pe :>{ng0 0+ 2k, keZ}i{wzw,keZ}

n

es decir

\/_ p'rlt 9+72Lk77 —= p'n en k E Z

Dando valores a k, obtenemos distintas soluciones para el argumento ¢ = % +k 27”:

0

k:o :}@0:—
n
0 2m 2m
n n n
0 2
n
0 2m

kE=n == Yp=—+n— =@y+2m
n w

0 2m 2t 2w
k=n+1 = ¢pr1=—+(n+1)— —goo+%—+——<,01+27r
n n w

Vemos que, para k = n y siguientes, los argumentos toman un valor anterior incrementado en 27,
por lo que el complejo que resulta es el mismo. Asi pues obtenemos sélo n complejos distintos,
por lo que todo complejo no nulo tiene n raices n—ésimas.

, . , . , . . . 1
Al tener todas las raices igual médulo, los afijos estaran en una circunferencia de radio p». Y al
ser la diferencia angular entre dos raices consecutivas Ay = 2—” estaran equiespaciados.

Es decir, los afijos de las n raices n—ésimas de z son los Vertlces de un pohgono regular de n
lados, inscrito en una circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio pn.

Ejercicio. Calcula las raices cuadradas, cibicas, cuartas y sextas de la unidad.
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8. Teorema fundamental del Algebra

Todo polinomio no constante P,(2) = ag + a1z + ap2* + - - - + a,2", a; € C, tiene alguna raiz
compleja. Como consecuencia, un polinomio de grado n > 1 tendra n raices complejas.
Si los coeficientes a; son reales, se cumple:
P,(z) tiene n raices complejas, contando cada una tantas veces como indique su orden de mul-

tiplicidad, de modo que, para cada raiz compleja a + bi, es también raiz su conjugada a — bi.

Si existen p raices reales distintas z;, de orden de multiplicidad «a; y q raices complejas no reales
zj, de orden f3;, cada una con su conjugada z;, descomponiendo en factores obtenemos:

Po(2) = an(z —21)™ ... (2 — 3,)* (2 — 20) (2 — 2) ... (2 — 2)Pe(2 — 7,)Ps

siendo el grado n=o3+---a, +2 (01 + - f,).

Como consecuencia, si n es impar, habra al menos una raiz real. Si n es par, el nimero de raices
reales serd par o nulo.

9. Ejercicios de autoevaluacion

9.1. Test verdadero/falso
Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

1. Si multiplicamos por z = 2€2" a los complejos cuyos afijos forman un cuadrado centrado
en el punto C'(3,0), los afijos de los complejos resultantes formardn un cuadrado de lado
doble, girado 90 grados en sentido antihorario, centrado en el punto C’(0,6).

2. Si sumamos z = v/2€3° a los complejos cuyos afijos forman un tridngulo de vértices los
puntos (—1,0) (0,0) y (0, 1), el vértice correspondiente al dngulo recto se desplazard una
distancia igual a la longitud de la hipotenusa del tridngulo, paralelamente a ella.

3. El conjugado y el inverso de un complejo z # 0 coinciden, siempre que su médulo sea
menor que 1.

4. Se cumple €5 4i=0.
5. El inverso de €* cumple: (€°)' = — = €72,

6. Los afijos de las raices quintas de la unidad forman un pentdgono regular, con un vértice
en el eje real.

7. Los afijos de las raices 2n,n € N, de la unidad forman un poligono regular de 2n vértices,
con dos vértices en el eje imaginario.

8. El polinomio P7(z) = ag+ a1z + -+ -+ azz” tiene 7 raices en C, de las cuales son reales un

nimero impar de ellas, comprendido entre 1y 7.

9.2. Cuestion

Sea el complejo z = x+yi. Se pide razonar en qué casos se verifican las siguientes igualdades:
a) |e7| = el

b) €= ¢
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9.3. Solucién del test verdadero/falso

—_

. V. El nuevo centro C’ se obtiene como los nuevos vértices, multiplicando por z el complejo
correspondiente al antiguo (zo = 3). Esto es, zor = 3 -2€2% = 6€2° = 6i, que corresponde
al punto (0,6) (ver apdo. 3).

2. V. El nuevo vértice se obtiene sumando z al complejo correspondiente al origen, es decir
2o = 04 +/2€7" = 1 + i, que corresponde al punto (1,1) (ver apdo. 3).

o . : _ z _
3. F. Coinciden si su modulo es igual a 1 pues, en ese caso, 2z~ ! = ‘7 =Z.
z
4. V. Pues €2 = cos o —I—zsen7 = —1.

5. V. El inverso de un complejo w se representa por w~! o también por —. Ademés se cumple
w

1 e’ o B
que — = — = €77 = €77,
€ €?
6. V. Se cumple para las raices de la unidad de indice impar cualquiera. Hay siempre una (y
s6lo una) en el eje real, correspondiente a la raiz z = +1.

7. F. Forman un poligono regular de 2n vértices, con dos de ellos en el eje real, correspon-
dientes a las raices z = =+1.

8. V. Un polinomio de grado k posee k raices en C (Teorema Fundamental del Algebra). Por
otra parte, si posee una raiz compleja posee también la conjugada, por lo que el nimero de
raices complejas no reales de un polinomio es siempre par (las raices complejas no reales
tienen parte imaginaria no nula).

Como las raices complejas no reales van siempre de dos en dos, habra 0, 2, 4 6 6. Entonces,
si el grado del polinomio es impar (en este caso 7), el nimero de raices reales serd impar:
como minimo una y como maximo siete.

9.4. Solucion de la cuestién

a) Para resolver este apartado, desarrollamos ambas expresiones:

Por la definicién de €%, sabemos que su médulo es €*. Ademas, podemos verlo operando:

|€7] = |€%(cosy + iseny)| = €% |cosy +iseny| = €°\/cos?y + sen?y = €°

Por otro lado

el?l — elztvil — py/2?+y?
[gualando los dos resultados, obtenemos:
6 = eVZTY = = /22 + 2
que soélo tiene sentido si x > 0. En ese caso, elevando al cuadrado
2 2 2 _
=24y, >0 y=0, >0

La igualdad se cumple sélo si la parte imaginaria de z es nula y la parte real es no negativa, es
decir para z € RT U {0}.
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b) Podemos llegar de una expresién a la otra Vz € C, luego representan el mismo complejo.

®3) 4) ®)

€* = €"(cosy + iseny) ® e (cosy + iseny) = €%(cosy —iseny) = €T eV = eV ©

e?
donde hemos dado los siguientes pasos:
) Por definicién de exponencial compleja €7.
) Pues €% es un factor real y sale del conjugado.
3) Por definicién de conjugado.
) Ponemos el complejo conjugado en forma exponencial.
) Por las propiedades de la exponencial compleja.
6) Por definicién de conjugado.

Nota. Lo anterior se puede escribir mas brevemente, usando la notacién exponencial para €* y
las propiedades de la exponencial compleja.

== ee=ce=cecY=e"V=¢
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