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1. Cuestiones de examen

Curso 10/11

1.— Justifiquese la verdad o falsedad de la siguiente afirmacién: “La suma de dos niumeros
irracionales iguales es irracional” (enero 2011).

2.— El conjunto A, no vacio, es biyectivo con un subconjunto suyo propio B. ; Qué puede deducirse
respecto al nimero de elementos de A? (julio 2011).
Nota: B es subconjunto propio de A si B C A y B # A.

Curso 11/12

3.— Sean a,b,c € R tales que a > b > ¢ > 0. Demuéstrese que |a — b| < |a — ¢| (enero 2012).

4.— Sea la funcién f(z) = \/x en el intervalo I = [1,2]. Se pide analizar si se cumplen en I (o
algin subintervalo suyo) las condiciones para la aplicacién de cada uno de los siguientes teoremas,
enuncidndolo y aplicindolo a dos puntos del intervalo, en caso afirmativo (julio 2012).

a) El Teorema de Bolzano (de los ceros).

b) La Propiedad de Darboux (del valor intermedio).

c) El Teorema de Weierstrass (de la existencia de extremos).
d) El Teorema del Valor Medio de Rolle.

e) El Teorema del Valor Medio de Cauchy.

f) El Teorema de Lagrange (de los incrementos finitos).

Curso 12/13

5.— Sea K un cuerpo y 0 el elemento neutro de K con respecto a la suma. Se pide demostrar que
se verifica: z,y €K, z-y=0=2=0 6 y=0. (enero 2013)
Nota: Si se utiliza la propiedad 0-a =0, Va € K, no es preciso demostrarla.

6.— Sea el espacio métrico (R, ||). Demuéstrese que, si A C R es cerrado, contiene a su frontera
(enero 2013).

7.— Sea la sucesién de ntimeros reales {a, }, de limite «a, tal que todos sus elementos son distintos
entre si y a # a,, Vn € N. Se considera el espacio métrico (R, ||) y el conjunto A, formado por los
elementos de la sucesion. Razénese brevemente la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones
(julio 2013):

a) El valor a es un punto de acumulacién de A.
b) El valor « es un punto frontera de A.

c) El interior del conjunto A es vacio.
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Curso 13/14

8.— Define funcién mondtona creciente y funcién mondtona decreciente. Sea f una funcion
mondétona creciente en todo R. Sea g(x) = f(—z). Demuestra que g es mondtona decreciente en

todo R (enero 2014).

9.— Sea la funcién f, continua en [a, b], tal que f(a) = —1, f(b) = 2. Razona si existe siempre
a € (a,b) tal que: a) f(a) = v/2; b) f(a) =2; c) f(a) es el méximo de f en [a,b] (enero 2014).

10.— Sea la sucesién {a,} de limite [ € R.

a) Sil =0, razénese qué podemos afirmar del signo de sus términos.

b) Sil >0y {a,} creciente, razénese si In /0 < ay < ami1 < I, YVm > n (julio 2014).

11.— Sea el intervalo I € R de extremos a,b € R, a < b. Sea el conjunto A, formado por
los irracionales contenidos en I. En el espacio métrico (R, ||), se pide expresar, del modo mas

simplificado posible y razonando la respuesta, los conjuntos a) A, b) A, ¢) A’y d) Fr(A)
(julio 2014).

Curso 14/15

12.— Sea k € R, 0 < k < 1. Se pide justificar la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) La raiz n-ésima de k tiene limite 1.
b) La raiz n-ésima de k™" tiene limite 1.

c) La raiz n-ésima de (Inn)* tiene limite 1 (enero 2015).

13.— Sea una funcién f: I — R, derivable en I \ {a}.

a) ;De qué maneras podemos demostrar su derivabilidad en a?

b) Apliquese lo anterior al caso f(x) = xsen|z| en el punto a = 0 (enero 2015).

14.— Razona la verdad o falsedad de la siguiente afirmacién: “Sea f : I — R. Si f es continua
en I, posee un méximo y un minimo absolutos en dicho intervalo” (julio 2015).

15.— Sea un intervalo A C R. Sea f : A — R, derivable en A. Si f tiene un extremo relativo en
a € A, razona qué podemos afirmar de f’(a), asi como de la posicién de los extremos relativos
de una funcién cualquiera en un intervalo en el que esta definida (julio 2015).

Curso 15/16

16.— Sea la funcion f, definida en el intervalo I C R, en el que es continua. Se pide razonar la
verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

a) La funcién f estd acotada en I.

b) Si f es derivable en a € I y tiene un extremo en a, se cumple f'(a) = 0 (enero 2016).

17.— Obtener razonadamente el conjunto interior de R\Q con la métrica usual (julio 2016).
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Curso 16/17

18.— Sean a,, b, dos infinitésimos equivalentes de orden p. Se pide justificar la verdad o falsedad
de las siguientes afirmaciones:

a) a, + by, es un infinitésimo de orden p.
a) a, — b, es un infinitésimo de orden p.

a) €% — €’ es un infinitésimo de orden p (enero 2017).

19.— Obtener la derivada de la funcién inversa de tanhz (enero 2017).

20.— Sea el intervalo I = [—1,1]. En cada uno de los 4 primeros apartados, halla una funcién que
verifique en I las condiciones del teorema correspondiente, justificando que se cumplen dichas
condiciones y obteniendo los puntos en los que lo hacen, o un ejemplo de ellos (las funciones
deben ser distintas en cada apartado).

a) Teorema de Bolzano (o de los ceros).

b) Teorema de Weierstrass (existencia de extremos).
c) Teorema del valor medio de Rolle.

d) Teorema de Lagrange (o de los incrementos finitos).

e) (Sabrias encontrar una funcién que verifique los cuatro apartados anteriores? (julio 2017).

Curso 17/18

21.— Obtener un infinitésimo equivalente a \/x — 1 cuando x — 1, en la forma general k(z — 1)?
(enero 2018).

22.— Sea la sucesion de término general a,, € R. que puede converger o diverger. Se pide estudiar
la relacién entre su limite y el de la sucesién de término general ¢/a,, (enero 2018).

23.— Justifica la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion: “Sean dos sucesiones mondétonas
{an} y {bn}. Si0<a, <b, Vny lima, = lim b, = 0, entonces lim In _ 17 (julio 2018).
n—oo n—oo

n—o0 by,

24.— Justifica la verdad o falsedad de la siguiente afirmacién: “Si x € Q, x4 7 es irracional, pero
x - puede no serlo” (julio 2018).

Curso 18/19

25.— Razona la verdad o falsedad de las afirmaciones: “En R, un conjunto finito es acotado, un
conjunto infinito puede ser numerable, un conjunto acotado es numerable” (enero 2019).

26.— Sea la funcién derivable f : R — R, cuya grafica es una curva simétrica respecto a OY. Se
pide demostrar que la recta tangente a la curva en el origen es horizontal (enero 2019).
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27.— Sea el espacio métrico (R?, ds), siendo ds la distancia euclidea. Se pide:
a) Expresion que define cualquier bola abierta centrada en el punto P(1,2).
b) De las bolas anteriores, hallar la de radio minimo.

c) Sea el conjunto A formado por los puntos de R? cuya ordenada es mayor que su abscisa y
ésta mayor que su ordenada cambiada de signo. Exprésalo de la forma maés sencilla posible.

d) Razona si el conjunto A es abierto y si es entorno de P (julio 2019).

Curso 19/20

a < b+c
l+a - 14+b+c

28.— Sea 0 < a < b+ ¢. Demuestra que (enero 2020).

29.— Sean A, B, C conjuntos de un espacio métrico. La diferencia A\B entre los conjuntos A y
B, B C A, es el conjunto de elementos de A que no pertenecen a B. Justifica la verdad o falsedad
de A\B € C = A C C (enero 2020).

30.— Sean tres numeros naturales tales que su suma vale 20 y el producto de dos de ellos, 4.
Demuestra que la suma de los cuadrados de los niimeros es menor que 265 (julio 2020).

31.— En un espacio métrico (E, d), se considera el conjunto A C E. Razona la verdad o falsedad
de la relacién: A = A <= AN Fr(A) = ¢ (julio 2020).

Curso 20/21

32.— Sea {a,} una sucesién de numeros reales. Razona si {a,} puede no ser convergente ni
divergente ni acotada. En caso afirmativo, pon un ejemplo (enero 2021).

33.— A partir de las propiedades de un cuerpo ordenado, demuestra: (enero 2021)

a<b<0
c<d<0

O<a<bd
O<e<d

a) }=>ac<bd; b) }@ac>bd

34.— Demuestra que la raiz cuadrada positiva de un ntimero real comprendido entre 0 y 1 es
mayor que el nimero, mientras que la de un real mayor que 1 es menor que él (julio 2021).

35.— Sean las funciones f y g definidas de la siguiente manera
flz) = 2?; glx)=x+a+ -+ (x veces) = g(z) =z -z = 2°
Derivando resulta que f’(x) = 2z, mientras que

ga)=@+tr+ - +a2)=>1+1++1) =z

Explica a qué se debe la diferencia entre ambos resultados (julio 2021).
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Curso 21/22

36.— Demuestra que, Va,b > 0, se cumple a™® = b"® (enero 2022).

37.— Sea el espacio métrico (R, ||). Sea Q el conjunto de los nimeros racionales. Obtén razona-
damente los conjuntos adherente e interior de Q (enero 2022).

38.— Sean a y b numeros reales no nulos, tales que a < b. Estudia la relacion que existe entre

1
sus inversos — y 3 (Julio 2022).
a

Curso 22/23
39.— Sea x € R. Demuestra que, para todo natural g, existe un entero p tal que: (enero 2023)

+1
P2

Py
q q

40.— Sabiendo que los conjuntos R y Q tienen estructura de cuerpo, razona si el conjunto R\ Q
posee dicha estructura (julio 2023).

41.— Se desea calcular el limite siguiente:

1/141/24---+1
11,m/+/+ +1/n

n—o0 n

Se pide razonar si los métodos que se indican son validos para calcularlo y obtenerlo por aquel o
aquellos que lo sean: a) Media aritmética. b) Stolz. c¢) L’hopital (julio 2023).

Curso 23/24
42.— Sean a,b € R. Razona la verdad o falsedad de: b —a < b (enero 202}).

43.— Se considera el conjunto siguiente.

1
A:{(:c,y)E]RQ/ 2<x2+y2<2,Vn€N}
n

1
(n+1)
a) Interpreta geométricamente el conjunto A.

b) Razona si A es abierto y calcula su conjunto exterior.

c) Razona si es posible obtener la interseccién de A con su frontera, sin necesidad de calcular
ésta (enero 2024).

44.— Sea n un nimero primo mayor que 2. Razona si n? + 1 puede ser primo (julio 2024).

45.— Demuestra que P(z) = 223 — 62 + 3 tiene tres rafces reales y obtén intervalos en los que
podamos asegurar su existencia (julio 2024).
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2. Soluciones a las cuestiones

1.— La afirmacién es verdadera. Se justifica por reduccién al absurdo:
Sea z € R\ Q y supongamos que z + x € Q. Entonces

m

QnEQ

m
r+r=2r=—€Q=z=
n

contra la hipdtesis. Concluimos que la suma de dos irracionales iguales es irracional.

2.— Puede deducirse que A posee infinitos elementos, como se justifica a continuacion:

El ntimero de elementos de A sélo puede ser finito o infinito. Supongamos que es finito y n € N
es su numero de elementos.

Si B C A, todo elemento de B estd en A, por lo que el niimero de elementos de B serda m < n.
Como B # A (A posee algiin elemento que no es de B), entonces m < n y no se puede establecer
una biyeccién entre ambos conjuntos, lo que contradice el enunciado. Concluimos que el niimero
de elementos de A es infinito.

3.— Lo demostraremos de dos maneras: directamente y por reduccién al absurdo.
a)a>b=a—-b>0=a—-b=a—0|
a>c=a—-c>0=a—-c=la—c|.

b>c= -b<—-—c=a—-b<a—-c=|a—b <|a—(.

b) a>b=a-b>0=0a—-b=|a—Db|

a>c=a—c>0=a—c=la—.

Supongamos |a — b| > |a — ¢|. Entonces
a—b>a—c=— -b>-c=—=b<c

lo que contradice el enunciado. Concluimos que |a — b| < |a — ¢|.

a) Teorema de Bolzano: “Si una funcién continua toma distinto signo en los extremos de
un intervalo cerrado, existe un punto intermedio en el que la funcién se anula”.

En este caso, f es continua en un intervalo cerrado pero su valor es la raiz cuadrada positiva
de x, por lo que no toma valor negativo en ningiin punto y el teorema no se puede aplicar.

b) Propiedad de Darboux: “Si una funcién continua toma distinto valor en los extremos
de un intervalo cerrado, toma todos los valores intermedios al menos una vez”.

La funcién f(x) = /z es continua en [1,2], por lo que alcanza todos los valores entre

1y V2
Vy /l<y<v2 3e(1,2)/ Je=y= &=y

c) Teorema de Weierstrass: “Toda funcién continua en un intervalo cerrado alcanza en él
un maximo y un minimo”.

Al ser f continua en I = [1,2] alcanza extremos en I. Como es creciente, alcanzara el
minimo en z = 1, (f(1) = 1), y el méximo en x = 2, (f(2) = v/2).
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d) Teorema de Rolle: “Si una funcién, continua en [a, b] y derivable en (a, b), toma el mismo
valor en los extremos del intervalo, existe un punto intermedio en que su derivada se anula”.

La funcién es continua en [1,2] y derivable en (1,2) pero, al ser estrictamente creciente,
no existen dos puntos en los que tome el mismo valor, por lo que no se puede aplicar el
teorema.

e) Teorema de Cauchy. “Sean dos funciones f y g, continuas en [a, b] y derivables en (a,b).
Entonces 3¢ € (a,b) / /() [g(b) — g(a)] = ¢'(§) [f(b) — f(a)]".
En el intervalo [1,2], la funcién f(x) = y/z cumple las condiciones del teorema pero, sin
definir una segunda funcién, no puede asegurarse nada.

f) Teorema de Lagrange. “Sea f, continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces 3¢ €

(a,0)/ /() = LE) =),

—a
La funcién es continua en [1,2] y derivable en (1,2), por lo que el teorema puede aplicarse:

V2 -1 1 1
£e(1,2)/1(6) = re=; ¢ e
5.— Sea x -y = 0 y queremos demostrar que alguno de los factores es nulo. Si x = 0, ya

est4d demostrado. Si x # 0, entonces 3z~ € K /27! -z = 1. Multiplicando ambos miembros por
=1 y sabiendo que 0-y =5y -0 =0, Vy € K, resulta:

rz-y=0=a"
luego uno de los dos es nulo.
También puede demostrarse por reduccién al absurdo, suponiendo que ninguno es nulo, por
ejemplo z. Llegamos a la contradiccion de que y es nulo. Si suponemos y # 0, resulta andlogamente
x = 0. Luego alguno de los dos debe ser nulo.

6.— Por la definicién de conjunto cerrado, A = A. Por las propiedades de la frontera Fr(A) =
ANR\A CA (obien Fr(A)=A \ A CA). Entonces Fr(A) C A=A = Fr(A) C A.

7.—

a) Verdadera. Un punto de acumulacién de A es el que tiene puntos de A distintos de él,
tan cerca como se quiera. Al ser « el limite, tiene elementos de la sucesién tan cerca como
se quiera. Como los elementos son distintos de «, éste cumple la condiciéon de punto de
acumulacién.

b) Verdadera. Un punto frontera de A es el que tiene puntos de A y de su complementario tan
cerca como se quiera. Al ser « el limite, cumple la primera condicién. Por otro lado, al ser
«a # ap Vn, los puntos de la sucesién son aislados, por lo que entre dos cualesquiera de ellos
—por préximos que estén a A— habré infinitos puntos de R \ A. Entonces « tiene también
puntos de R\ A tan cerca como queramos y se cumple la condicién de punto frontera.

c) Verdadera. Un punto es interior de A si existe una bola abierta centrada en él contenida
en A. Al ser aislados los puntos de A, existe una bola centrada en cada uno de ellos que no
contiene ningin otro punto de A, por lo que contiene infinitos puntos de R\ A. Luego todo
punto de A tiene puntos de R\ A tan cerca como queramos. Entonces no puede existir una
bola centrada en dicho punto y contenida en A pues, por pequeno que sea su radio, siempre
contendrd puntos de R \ A. Luego no existen puntos interiores de A.
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8.—

a)
b)

)

10.—
a)

b)

11.—

a)

La funcién f es mondtona creciente <= V1 < za, f(x1 < f(x2))
La funcién f es mondtona decreciente <= Vi < za, f(z1 > f(x2))

Demostracién. Vo, < 29 = —x1 > —29 = —29 < —T1.

Entonces, al ser f mondtona creciente, V1 < x2, f(—x2) < f(—x1) = g(x2) < g(z1) =
g(z1) > g(x2). Luego g es monétona decreciente.

Verdadero. Por la Propiedad de Darboux (del valor intermedio), una funcién continua
alcanza cualquier valor intermedio entre dos dados. Como f(a) = —1, f(b) = 2y se cumple

—1 < v/2 < 2, entonces o/ f((a) = V2.

Falso. La propiedad anterior no asegura que f alcance el valor 2 en el interior del intervalo,
pues no es intermedio entre — — 1 y 2.

Contraejemplo: si consideramos la funcién y = z en el intervalo [a, b] = [—1, 2], no alcanza
el valor 2 en el interior del intervalo, sino sélo en su extremo b.

Falso. El Teorema de Weierstrass asegura que f, continua en [a, b], alcanza en él un maximo
y un minimo. Pero no asegura que estos valores se alcancen en el interior del intervalo.

Contraejemplo: si consideramos la funcién y = z en [a,b] = [—1, 2], no alcanza el maximo
en el interior del intervalo, sino en su extremo b.

No se puede afirmar nada. Sus términos pueden ser positivos, por ejemplo a, = %; negati-

()"

n

vos, por ejemplo a, = —%; o sin signo definido, por ejemplo a, =
La expresion es cierta y se justifica en tres pasos:

1. Sil > 0, a partir de un cierto indice los términos son también mayores que 0 (propie-
dades de los limites). Luego 3n /0 < a,, Ym > n.

2. Por ser {a,} creciente, a,, < apmy1, Vm.

3. Porser {ay} creciente, an11 < I, Vm. De lo contrario (reduccién al absurdo) existird un
m [ am41 > 1. Como la sucesion es creciente, los siguientes términos cumplirdn

l<CLm+1§Qm+2§Qm+3...:>O<(Im+1—l§(1m+2—lS(Zm+3—l...

luego la distancia de los términos de {a,} a [ no tiende a 0 y [ no puede ser el limite.

Segun contenga o no a sus extremos, I tomard una de las siguientes expresiones:
(a,b), [a,b], [a,b), (a,b]
El conjunto A puede expresarse de las siguientes formas

A={zeR\Q/zel} = {z€l/2eR\Q} = IN(R\Q)
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b) En el espacio métrico (R, ||), todo nimero real tiene nimeros irracionales tan cerca como
queramos, luego: 1) Los nimeros reales de (a,b) tienen irracionales de I (elementos de
A) tan cerca como queramos, luego pertenecen a A. 2) Los extremos a y b del intervalo,
pertenezcan a I o no, tienen irracionales de I tan cerca como queramos, luego pertenecen
a A. 3) Por otro lado, ningtin real z < a o x > b pertenece a A, pues podemos encontrar
una bola centrada en ¢l que no contenga puntos de I. Entonces A = [a, b].

¢) Ningin punto de A es aislado pues todo irracional tiene otros tan cerca como queramos.
Entonces A’ = A \ Aisl(A) = A = [a, b].

d) Ningin punto de A es interior pues todo irracional tiene racionales tan cerca como queramos.
Entonces Fr(A) =A \ A=A = [a,b].

a) lim ¥k = lim k'/* = k° = 1, pues % — 0. La afirmacién es verdadera.

b) lim Vkr? = lim = kO = 1, pues Inn _, 0, ya que el neperiano de n es despreciable

n—00 n—00 n
frente a n (infinito logaritmico despreciable frente al potencial). La afirmacion es verdadera.

c) {/(Inn)k = (Inn)k/m = e(lnmm)™™) _ oL In(inn) f) exponente w tiende a 0, ya que
el neperiano de Inn es despreciable frente a Inn, luego es despreciable frente a n. Entonces
lim {/(Inn)¥ = €° y la afirmacién es verdadera.

n—oo

13.—

a) Podemos demostrarla de dos maneras: 1) por la definicién de derivada y 2) si f es continua,
a partir del teorema de “la derivada como limite de derivadas”.

b1) Iy JOT ZS@) g hsenlh[ =0
h—0 h h—0 h
a = 0y su derivada vale f'(0) = 0.

= }llir% sen |h| =0 = f/(0). Luego f es derivable en
_>

b2) La funcién f es continua en a = 0, pues las funciones seno y valor absoluto son continuas
en R y la composicién y el producto de funciones continuas es continua.

-Siz>0, f(x) =xsenz = f'(x) =senz + xcosz = Iir%f’(x) =0+0-1=0= f'(0").
z—

-Six <0, f(r) = —zsenx = f'(x) = —senz —x cosz = lﬂ%f,(x) =0-0-1=0= f'(07).
x>

Como f/(0%) = f/(07), f es derivable en a = 0 y se cumple f'(0) = 0.

14.— El Teorema de Weierstrass afirma que “toda funcién continua en un intervalo cerrado
alcanza en él un maximo y un minimo”. Como el enunciado no asegura que I sea cerrado, no
podemos asegurar nada a partir del teorema. Por ejemplo, la funcién f(xz) = x en el intervalo
(0,1) es continua, pero no tiene maximo ni minimo. Luego la afirmacién es falsa.

15.— El Teorema del Extremo Relativo dice que “si f es derivable en I y posee un extremo
relativo en un punto a, interior de I, entonces f’(a) = 0”. En este caso podemos asegurar que
f'(a) = 0.

En las condiciones del teorema no se considera la frontera del dominio (extremos del intervalo de
definicién), ni los puntos en que f no sea derivable. Luego los posibles extremos de una funcién f
se encuentran en: a) puntos interiores del dominio en los que f' = 0; b) la frontera del dominio;
¢) puntos en que f no sea derivable.
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16.—

a) El Teorema de Weierstrass afirma que “toda funcién continua en un intervalo cerrado,
alcanza en él en maximo y un minimo”, luego dicha funcién tendra supremo e infimo, por
lo que estard acotada. Como el enunciado no dice que I sea cerrado, no podemos asegurar la
acotacion de f a partir del teorema. Por ejemplo, la funcién f(z) = % en (0,1) es continua,
pero tiende a oo cuando x — 0. Luego la afirmacién es falsa.

b) El Teorema del Extremo Relativo dice que “si f es derivable en I y posee un extremo
relativo en un punto a, interior de I, entonces f’(a) = 0”. El enunciado no asegura que
a sea interior de I, luego no podemos asegurar que f’(a) = 0 a partir del teorema. Por
ejemplo, la funcién f(z) = z en [0, 1] tiene un minimo en z = 0 y un méximo en z = 1,
pero en ambos puntos f’(x) =1 # 0, luego la afirmacién es falsa.

17.— Dado un espacio métrico (E,d) y un conjunto A C E, un punto x € E es interior de A siy
sblo si existe una bola abierta centrada en x y contenida en A, es decir si

Ir e RT /B(z,7) C A

En (E,d), el conjunto interior de A, R, estd formado por los puntos interiores de A.

El conjunto A = R\Q estd formado por los irracionales de la recta real. Dicho conjunto no tiene
puntos interiores, pues no existe ninguna bola centrada en un irracional y contenida en A, es
decir, formada sélo por irracionales. Esto se debe a que, entre dos irracionales (por tanto, reales),
siempre existe algun racional (Propiedades de los ntimeros reales). Entonces

(R\Q)® = ¢
18.—
, an+b ., a
a) lim —— = lfm — + 1 = 2, pues a, ~ by.
n—o0 bn n—o00 bn
“Si el cociente de dos infinitésimos tiene limite finito y no nulo, ambos tienen el mismo
orden”, luego la afirmacion es verdadera.
’ Qp — bn ’ 27
b) lim —— = lim — — 1 =0, pues a, ~ by,.
n—o00 bn n—o00 bn

“Si el cociente de dos infinitésimos es un infinitésimo, el numerador es de mayor orden”,
luego la afirmacién es falsa.
c) e — e =€ (et —1) ~ e — 1~ ay — by,
—1
“La diferencia de dos infinitésimos equivalentes de orden p es de orden superior a p”, luego
la afirmacién es falsa.

19.— Un modo de resolver el problema es obtener la derivada de la funcién y = argth x expresada
en forma logaritmica:

, 1, 1+2\ 1/1+2z\ [l+=z 1
2 1—z 2\1—=z 1—x 1— 22

La derivada puede también obtenerse a partir de la definicién de funcién inversa:

1
1—tanh®’y 1—2a2

y=argthe = z = tanhy = 1 = (1 —tanh®y) y/ =y =
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20.—
a)

b)

d)

21.—

b)

Condicién: f continua en [a, b], tal que f(a)- f(c) < 0= 3¢ € (a,b) / f(£) =0.

Ejemplo: f(z) = x (es continua, por ser polindmica).

Comprobacién: f(—1) = -1, f(1)=1; I = O/f(f) = 0.

Condicién: f, continua en [a, b], alcanza en él un méximo y un minimo.

Ejemplo: f(z) = 22 (es continua, por ser polindmica).

Comprobacién: z,, = 0= f(x,,) = 0 (minimo); s = £1 = f(xpy) =1 (maximo).
Condicién: f continua en [a,b], derivable en (a,b) / f(a) = f(b) = 3¢ € (a,b) / f'(£) = 0.
Ejemplo: f(x) = 2* (es continua y derivable en R por ser polinémica).

Comprobacién: f(—1)= f(1)=1; =0/ f'(§) =0

Condicién: f continua en [a,b], derivable en (a,b) = 3¢ € (a,b) / f'(§) =

Ejemplo: f(z) = 2® (es continua y derivable en R por ser polinémica).

f(H) - f(=1)

1
= (=1) =l=¢(=4+—.

V3

El Teorema de Bolzano (apdo. a)) exige que la funcién tome valores de distinto signo en
los extremos del intervalo, mientras que el de Rolle (apdo. c)) exige que ambos valores sean
iguales. Luego no existe ninguna funcién valida para los cuatro casos en el mismo intervalo.

Comprobacién: f/(z) = 322; 3¢% =

Por ejemplo, la funcién f(x) = z?

1
~2 verifica las condiciones de los apartados b), ¢) y
d) y toma valores de distinto signo en el intervalo, aunque no en los extremos. Para que se
verifique también la condicién de a), usamos para ese caso el subintervalo [0, 1] C [—1,1].

Entonces:

1 1 1
a.- f(0)-f(1) <0; €2~ 1= 0=¢= 5 bues la solucién £ = —3 ¢ [0,1].
3

1
b.- Los extremos se dan en ,,, = 0= f(zy,) = —— yenzy = £1 = f(xy) = T

4
e f(-1)=F(1) =2 =0/ () =0

f() = f(=1)

d.- f(z) =2x; 26 = =D

=0=¢=0.
Lo hacemos de tres maneras.
A partir de la tabla de equivalencias:

0(x)

1
al ¢T+0(x)—1~—2 = x—1:\/1+x—1—1~x2
p

a.2. 0(z) ~In(1+0(z)) = :L"flwln(lJr\/Efl):lnﬁ:%lnxwé(mfl)

Utilizando conjugados. Escribimos y/z — 1, en funcién de z — 1:

ve+1l w1
v+l o+l

Vi-1=(Vz-1)

Entonces:

i \/3?—1 i r—1 1 ; 1 1 1 r—1
im = lim = lim
z—1 x—1 a=ly/r+1loe—1 asly/z+1 2
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22.— Tenemos dos opciones: {a, } converge a [ € R o bien {a,} diverge, es decir |a,| — occ.

a) Sia, — [, puede ser [ z 0. Entonces:

a.1 Sil > 0, los términos serdn positivos a partir de uno dado, por lo que lim ¥a, = V1.
n—ro0

a.2 Sil=0,0a, — 0" 0a, A 0".Sia, — 0T, todos sus términos son no negativos, por
lo que a, — 0; si a, 4 07, tendrd oo términos negativos, por lo que A lim Vay.
n—oo

a.3 Sil <0, los términos seran negativos a partir de uno dado, por lo que A lim ¥a,.
n—o0

b) Si |a,| — o0, 0 bien a, — 00 o bien a, no tiene signo constante. Entonces:
b.1 Si a,, — +o00, los términos seran positivos a partir de uno dado y ¥a, — +oo
b.2 Sia, — —o0, los términos serdn negativos a partir de uno dado, por lo que A lim ¥a,,.
n—o0
b.3 Si a, no tiene signo constante, A V/a,, para oo valores de n, por lo que Alim Ya,.
n—oo

En definitiva, si a, tiende a [ > 0 o bien a { = 0 por la derecha, entonces ¥a, tiende a v/1. Si
a, — 400, entonces /a, — +o0o. En los demads casos no existe limite, finito o infinito.

23.— La afirmacion es falsa pues, al ser nulo el limite de ambas sucesiones, el limite del cociente
es indeterminado en general. Como 0 < a, < b, Vn € N, podemos dividir y resulta

dn JVneN=— lim & <1

by, n—oo by,

Es decir, sélo podemos asegurar que el limite del cociente serd menor o igual que 1.

Como contraejemplos buscamos sucesiones monétonas de limite 0, que cumplan a,, < b, Vn € N.

1 1 . Gp
Do = Ty g, T
1 2 an 1
2) a”_ﬁ’ bn—ﬁ:JLH;OE—§
1 1
3) ap = —5, by = — —> lim 2% =0
n n n—oo b

24.— La afirmacion es verdadera. Demostramos la primera parte por reduccién al absurdo y la
segunda con un ejemplo.

a) Siz € Q, x + 7 es irracional. De lo contrario, serfa racional y tendrfamos
m m
r+rn=—€eQ=nmn=——-2€Q
n n

con lo que concluiriamos que 7 es racional, lo cual es falso.

b) Six € Q, x -7 puede ser racional, por ejemplo si 2 = 0. En efecto, 0-7 = 0 € Q (de hecho,
este es el tnico caso en que el producto de un racional por un irracional es racional).

25.— Las dos primeras afirmaciones son verdaderas, la tercera es falsa:

a) Si el conjunto es finito (es decir, tiene un nimero finito de elementos), podemos comparar
cada uno con todos los demés y obtener el médximo M y el minimo m. Entonces M es una
cota superior del conjunto y m una cota inferior, por lo que el conjunto estd acotado.

b) Un conjunto infinito (es decir, con infinitos elementos) puede ser numerable (es decir, bi-
yectivo con N). El ejemplo mds sencillo es el propio N. También son numerables el conjunto
de los pares, el de los impares, Z, Q...
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c)

26.—
nula.

Un ejemplo de conjunto acotado no numerable es el intervalo (0, 1). Como se demuestra en
clase por reduccién al absurdo (demostraciéon debida a Cantor), no podemos establecer una
biyeccion entre sus infinitos elementos y los nimeros naturales, luego dicho conjunto no es
numerable. Por supuesto, tampoco lo es cualquier intervalo no vacio en R.

Que la recta tangente a la curva en el origen sea horizontal equivale a que su pendiente sea
Dicha pendiente viene dada por el valor de la derivada de f en x = 0. Demostraremos en

tres pasos que f'(0) = 0:

1.
2.

3.

27.—
a)
b)

d)

28.—

Si la gréfica es simétrica, f(—z) = f(z) Vo € R, luego f es una funcién par.

_df(=z) _df(x) __df()
Cd(-x)  —dz  dx

Si f’ es impar, se cumple f/(0) = f'(-0) = —f'(0) = 2f'(0) =0 = f/(0) = 0.

Si f es par, entonces f'(—x) = —f'(z), luego f’ es impar.

B(P,r) = {(x,y) R/ Vw—12+(y-22< r}.

Como la distancia entre Py (z,y) (que es > 0) es menor que r, éste valor ha de ser positivo.
El infimo de los nimeros reales positivos es el 0, que no pertenece a RT. Entonces RT no
tiene minimo y no existe la bola abierta de radio minimo.

Nota: Si se tratara de una bola cerrada la condicién seria 0 < d(P, (z,y)) < r, por lo que
r podria valer 0. La bola cerrada de centro P y radio minimo (nulo) es el punto P.

A:{(x,y)eR/—y<x<y}:{(w,y)€R/y>|m|}

La frontera de A es el conjunto de puntos (z,y) tales que y = |z|. Como este conjunto tiene
interseccion vacia con A, resulta que A es abierto, luego todos sus puntos son interiores.
Entonces para cada punto existe una bola abierta centrada en él y contenida en A, por lo
que se cumple la condicién de entorno, luego A es entorno de todos sus puntos.

El punto P(1,2) cumple y > |z|, luego P € A, luego A es entorno de P.

Nota. El resultado obtenido es una propiedad de los abiertos: Un abierto es entorno de
todos sus puntos.

Se puede demostrar de varias maneras: 1) directamente; 2) partiendo de lo que hay que

demostrar, hasta llegar a la condicién inicial por medio de relaciones de equivalencia; 3) por
reduccién al absurdo. Lo hacemos de este iltimo modo.

Para demostrar que

a < b+c
l1+a = 1+b+c

(1), suponemos lo contrario, es decir

a - b+c
1+a 1+b+c¢

de donde resulta

a(l+b+c¢)>1+a)b+c)=a+alb+c)>b+c+alb+c)=a>b+c

que contradice la hipdtesis, con lo que queda demostrada la desigualdad (1).

29.—

Sabemos que B estd contenido en A, pero no se dice nada de la relacién entre B y C.

Entonces, si B ¢ C, los elementos de A que pertenecen a B tampoco formaran parte de C, por
lo que A no estara contenido en C. Luego la afirmacién es falsa.

Ejemplos: 1) A={1,2}, B={2},C={1}.2) A=R,B=Q,C=R\Q.3) A=B # ¢, C=¢.
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30.— Sean a, b, ¢ los tres nimeros. Al ser naturales, las dos Uinicas opciones para que el producto
valga 4 son que ambos valgan 2 o que uno de ellos valga 1 y el otro 4. Analizamos ambas:

l.a=b=2=c=20—2—2=16. Entonces a® + b? + ¢? = 22 + 22 + 162 = 264 < 265.
2.a=1,b=4= ¢c=20—1—4=15. Entonces a® + b 4+ ¢ = 12 + 42 + 15% = 242 < 265.

con lo que queda demostrado que la suma de los cuadrados es menor que 265.

31.— La relacién contiene dos igualdades. Analizamos cada una.

o
1. A = A es la condicién de conjunto abierto (“aquel que coincide con su interior”).

o

2. AN Fr(A) = ¢ es una propiedad general de los conjuntos en un espacio métrico (“el
interior y la frontera no tienen puntos en comun”, pues “un punto frontera no es ni interior
ni exterior”).

Entonces las dos igualdades no pueden ser equivalentes, por lo que la relacién es falsa.

Ejemplo (sirve cualquier conjunto no abierto). Sea el espacio métrico (R, ||) y el conjunto A =
[1,2]. Entonces A= (1,2) = A # A y no se cumple la primera igualdad. Sin embargo, F'r(A) =
{1,2} = AN Fr(A) = ¢, luego se cumple la segunda, por lo que las dos igualdades no son
equivalentes.

32.— Para que la sucesién no sea convergente ni divergente, ha de ser oscilante. Para que no sea
acotada ha de tener al menos una subsucesion de términos no acotados. Entonces cumplira las
tres condiciones, por ejemplo, una sucesién oscilante, tal que la subsucesiéon de los pares sea
divergente y la de los impares converja, como la siguiente:

1) i a.
{an) =1,2,1,4,1,6,...,1,n. .., es decir an:{ n impar
n, mn par

33.— Usaremos en el apartado a) la compatibilidad del orden con el producto, en b) la propiedad
d) de un cuerpo ordenado (producto por un nimero negativo) y en ambos la propiedad transitiva
de la relacién de orden.

a<b, ¢c>0= ac<bc

a) A partir del enunciado: = ac < bd
c<d, b>0=bc<bd
a<b, ¢c<0= ac>bc

b) A partir del enunciado: = ac > bd
c<d, b< 0= bc>bd

34.— Para demostrar lo que se pide utilizaremos dos propiedades de las desigualdades en R:

1. Si multiplicamos los dos miembros de una desigualdad por un ndmero positivo, ésta se
mantiene (orden compatible con el producto).

2. Si aplicamos una funcién estrictamente creciente a los dos miembros de una desigualdad,
ésta se mantiene (razonado en clase).

Entonces, teniendo en cuenta que x es positivo y que la funcién raiz cuadrada es estrictamente
creciente:

a) 0<z<l1 NPT N |a:|<\/5%x<\/§.

b) x>1':z>x2>x¥>|x|>\/§z:>ox>\/5.
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35.— Del enunciado se deduce que f es una funciéon derivable, mientras que g estd definida sélo
para valores naturales de x, por lo que no es una funcién continua, luego no es derivable. Entonces
no tiene sentido aplicar a g la regla habitual de derivacion.

36.— Lo demostramos a través de equivalencias, tomando neperianos en ambos lados:

™t = pne — In (alnb> =1In (bln“> <= Inblna =1Inalnb,

lo cual es cierto, pues el producto de niimeros reales es conmutativo.

37.— Nota previa: En R, ||, una bola abierta B(x,r) es el intervalo (z — r,z + r).

a) Adherencia de Q. Veamos que todo ntimero real es de adherencia de Q.

Un punto = € R es de adherencia de Q <= Vr > 0, B(z,r)NQ # ¢ (en toda bola centrada
en x existen ndmeros racionales).

Sea un nimero real . Tomamos un elemento cualquiera de la bola, p. ej. z + /2. Sabemos
que entre z y = + r/2 (ambos reales) existen infinitos racionales, luego = es de adherencia
de Q. Es decir, todo real es de adherencia de Q, luego Q = R.

b) Interior de Q. Veamos que ningun real es interior de Q.

Un punto x € R es interior de Q <= Ir > 0, B(z,r) C Q (en alguna bola centrada en x
s6lo existen racionales, luego no hay ningun irracional).

Sea x € Ry B(x,r) una bola con centro en x. Tomamos un elemento cualquiera de la bola,
p. €. x +r/2. Sabemos que entre x y x + /2 (ambos reales) existen infinitos irracionales,
luego B(x, ) no esta contenida en Q. Entonces ningun real puede ser interior de Q, por lo

que Q = ¢.

38.— Usaremos dos propiedades de un cuerpo ordenado:

1. Si multiplicamos los dos miembros de una desigualdad por k > 0, la desigualdad se man-
tiene. Si k < 0, la desigualdad cambia de sentido.

2. El inverso de un nimero positivo es positivo y el de un nimero negativo es negativo (se
demuestra por reduccion al absurdo).

Teniendo en cuenta lo anterior, estudiamos tres opciones: a) ambos positivos, b) ambos negativos,
¢) de distinto signo.

>0 1 1 bi>01 b 1 1 1

a) 0<a<b*=a--<b- - =1l< -5 <> .- = — <~
a a a b a b b a

1o0 1 1 b 1<0 1 b 1 1 1
b)a<b<0 = a-—->b- - = 1>—- 2= —< -~ = — < —
a a a b a b b a

1 1 1 1
c) a<0<b= -<0,->0= —<0< —
a b a b

1 1

1 1
Es decir, si a y b tienen igual signo, a < b — — > b Si tienen distinto signo, a < b = — < 7
a a

39.— Al ser ¢ € N, multiplicando los tres miembros de la desigualdad por g, obtenemos una

desigualdad equivalente:

1.
£§x<]i<:q>p§ﬂ]§p+l
q q

que se cumple Vzq € R, tomando como p la parte entera de zgq.

Es decir: dado = € R, para todo g € N existe p = FE(x q), tal que se cumple la desigualdad.
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40.— Las condiciones que debe cumplir un conjunto para ser cuerpo son: a) existencia de dos
operaciones cerradas (+ y -); b) respecto a +, cumplir las propiedades asociativa, conmutativa,
existencia de neutro y de opuesto; ¢) respecto a -, cumplir las propiedades asociativa, existencia
de unidad y de inverso; d) cumplir las propiedad distributiva de - respecto a +.

El conjunto R\ Q de los irracionales posee la propiedad asociativa tanto respecto a + como a -,
asi como la conmutativa respecto a +, pues sus elementos son nimeros reales. También existen
y son irracionales el opuesto y el inverso de cualquier irracional.

Sin embargo, no se cumplen varias condiciones:
1. La suma de irracionales puede no serlo. Ejemplo: v/2 y —/2, que suman 0 ¢ R\ Q.
2. El producto de irracionales puede no serlo. Ejemplo: v/2 y v/2, cuyo producto es 2 ¢ R \ Q.

3. Los elementos neutro y unidad de los reales (0 y 1) no son irracionales, luego en R\ Q no
existe elemento neutro ni elemento unidad.

En consecuencia, R\ Q no tiene estructura de cuerpo.

41.—

a) El cociente representa la media aritmética de los n primeros términos de la sucesién {1/n},
por lo que el método de la media aritmética es valido para calcular el limite.
Si {an} tiene limite a, la media aritmética de sus términos tiene el mismo limite. Como

{1/n} — 0, el limite propuesto vale 0.

b) El denominador n es el término general de una sucesién de términos positivos, estrictamente
creciente y divergente, luego cumple las condiciones para aplicar el criterio de Stolz.
an Si3

1 1
1+"-+—<1+---+>
— 1
lim = lim = lim i n-1 :h'mﬂ:0

n—oo bn n—oo bn — bn—l n—00 n — (n — 1) n—oo 1

anp — An-1

luego el limite es igual a 0.

c) La regla de L’hopital sirve para calcular limites indeterminados del cociente de funciones,

00 .. . .
de la forma — e —. En este caso, se trata de un limite del cociente de sucesiones, por lo

00
que no es valido. Ademds, no conocemos en principio el valor del numerador. Aunque el

. . . 0 9]
denominador tiende a oo, no se trata de un cociente de la forma 0 o —.
00

42.— La relacién es falsa. Un modo general de probarlo es utilizando equivalencias, es decir:
b—a<b<=b<bta=0<a

La inecuacion se cumple si y sélo si a > 0. Si a < 0 no se cumplird, luego la relacién es falsa.

Puede probarse también utilizando implicaciones:
b—a<b=b<bt+ta=0<a

lo que nos dice que a > 0 es condicién necesaria para la relacién propuesta. Asi pues, si a < 0, la
inecuacién no se cumple.

Por ltimo, basta usar un contraejemplo. El més sencillo es dar a a el valor nulo, con lo que
quedaria b < b, que es falso.
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43.—

a) Interpretacién geométrica. La curva a2 + y> = 1/n? es la circunferencia de radio 1/n,
mientras que z? + y?> = 1/(n + 1)? es la de radio 1/(n + 1). Entonces el conjunto A
estd formado por coronas circulares, de radios interior y exterior respectivamente

1
(n+1)

sin incluir las circunferencias que las delimitan.

Tint =

1
P Text=—, VneEN
n

b) A abierto y célculo de Ext(A). Puesto que las circunferencias que delimitan las coronas no
pertenecen al conjunto, todo punto x € A puede ser el centro de una bola contenida en A
(basta que el radio sea menor que la distancia de z a la circunferencia mas préxima), con
lo que cumple la condicién de punto interior. Asi pues, Va € A, tenemos

xeA:Mce/O&:ACf&:A:&

con lo que A es abierto.

Para calcular el conjunto Ext(A), obtenemos antes la adherencia. Para ello anadimos al
conjunto las circunferencias, asi como el punto (0,0), que tiene puntos de A tan préximos
como se quiera. Resulta:

- - 9 1
A_{( v R /(n+1)2

Pero este conjunto incluye las circunferencias, de radio tan pequeno como se quiera, las
coronas entre circunferencias y el origen (circunferencia de radio nulo). Es decir, resulta el
circulo de radio unidad:

1
<z 42 < 2,vneN}U{(O,O)}
n

A= {(x,y) E]Rz/x2—|—y2 < 1}
Calculamos ahora el conjunto exterior, como complementario de la adherencia:
Ext(A) =R*\ A = {(2,y) e R? /2* +y* > 1}
c) Interseccién de A con su frontera sin calcularla. Sabemos que todo conjunto abierto tiene
interseccion vacia con su frontera. Al ser A abierto, dicha interseccion serd vacia.

Nota: La frontera estd formada por las circunferencias de radio 1/n, n € N

1
Fr(A) = {(ac,y) ERQ/:UQ—FyQ:nQ,nGN}

44.— Si n es primo mayor que 2, debe ser impar, o no seria primo, pues contendria al factor 2.
Si n es impar, n? también lo es. En efecto:

n=2k—1,keN= n?=4k* — 4k + 1 = par — par + 1 = impar

Entonces n? + 1 es par, por lo que no es primo.

45.— Consideramos el polinomio P(x) = 22® — 6x + 3. Derivamos y factorizamos:

P'(z) = 62° — 62 = 6(z> —1) = 6(x + 1)(z — 1)
luego P’ tiene 2 raices reales (= £1). Como se razond en clase a partir del T. de Rolle, P tendra a
lo sumo 3. Ademds, si tuviera mas de 3, al descomponerlo en factores resultaria un polinomio de

grado mayor que 3. (También podriamos utilizar el T. Fundamental del Algebra, que se estudia
en Célculo Infinitesimal 2).

Buscamos ahora intervalos en cuyos extremos P(z) tenga distinto signo. Resulta:
P(-2)=-1; P(-1)=7, P0)=3; PQ1l)=-1; P(2)=T,
luego hay cambio de signoentre xt = 2yzr=—-1;2=0yx=1Lz=1yz=2.

Al ser P(x) una funcién continua, por el T. de Bolzano, podemos asegurar que se anula en los
intervalos (—2,—1), (0,1), (1,2). Con lo que queda probado que P(z) tiene tres raices reales.
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3. Problemas de examen

Curso 10/11. Examen de enero

1.— Sea el conjunto A,, = {(a:,y) ER?/n—-1<z<n, 1<y< a:} Se considera el conjunto A,
formado por la unién de todos los posibles conjuntos A,, : A = U A,,. Se pide:
neN

a) Obtener y dibujar el conjunto Fr(A).

b) Obtener el conjunto A en su expresién més simplificada posible.

2.— Sean a, = n%, b, = 1 a,B € R, f # 0. Estudia la convergencia de la sucesién de

y
) Inn”
término general ¢, = a,".

2
3.— Dada la funcién f(x) = x€17x3’ se pide:

a) Razonar si es posible aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo [1,2].
b) Razonar si es posible aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [—+/3, +/3].
c) Si f es discontinua en algiin punto, analicese el tipo de discontinuidad.

d) Calcular los extremos de f.

zdx

\/1+a:2+ (1+22)°

4.— Integra I —/

Curso 10/11. Examen de julio

5.— Obtén el siguiente limite: lfim (n + 27)'/3".

n—0o0

6.— Se consideran todos los posibles rectangulos de perimetro dado P. Llamaremos k a la relacion
entre la base y la altura de cada uno de ellos (h = kb). Se pide expresar el drea del rectangulo en
funcién de k y obtener por derivacién el valor de k£ que produce un area méaxima, demostrando
que se trata de un maximo y calculando dicha &rea.

In 26

V22 (14 (Inz)?) o

7.— Calcula

Curso 11/12. Examen de enero

<%+ Vb+ e+ Vd

8.— Calcula: lim
n—oo

n
1 ) ;o a,bye,d > 0.

1
9.— Sea A el conjunto de ceros de la funcién f(z) = sen —. Determina los siguientes conjuntos,
x

justificando las respuestas: A, A, A’, fA, Fr(A).
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er, <0

a?—2%, x>0

10.— Sea la funcién f(x) = {

a) Calcula a € R para que la funcién sea continua en todo R.
b) Estudia la derivabilidad de f(x) en x = 0.

c) Se define ahora er, <0
flz) =141, x=0
2 +r+1, >0,

Obtén el valor de la derivada de f(x) en z = 0.

11.— Obtén los 5 primeros términos no nulos del desarrollo de Mac Laurin de f(x) = arctg 3.
Si al aplicar la expresion obtenida resulta un error mayor que el deseado, ;qué podemos hacer
para conseguir una aproximacion mas precisa?

€2+cos Tgen

12.— Integra IZ/HGQCOM

Curso 11/12. Examen de julio

l4+senz, >0
13.— Dada la funcién f(z) = 2x

2—z’

z <0

a) Calcula f'(x) Vz € R.

b) Si existe algiin punto en donde la funcién no sea derivable, explica el motivo y calcula las
derivadas laterales de f en él.

c) Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que la ecuaciéon x3 — 3z + b = 0 no puede tener
mé&s de una raiz en el intervalo [—1, 1], sea cual sea el valor de b (se recomienda utilizar el
método de reduccién al absurdo).

In(1
14.— Calcula lim n(l/n) .
n—oo Inn? + In(n + 1)2

d
15.— Integra I = /4€x—|—x€_$

Curso 12/13. Examen de enero

(auv2 + 26)1/‘762, x#0

16.— Dada la funcién f(z) =
€2, z=0

a) Indica para qué valores de a, b € RT, la funcién es continua en R.

b) Obtén el valor de la derivada de f para z # 0.

c) Obtén una aproximacién polindmica de cuarto orden de la funcién f(z) =

entorno del punto z = 0.
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17.— Calcula lim Va™+b", 1<a<b.
n—o0

to2
18.— Integra I:/ng dx.
cosx — 1
19.— Integra [ /ﬂ T
— Integra I = z.
& VvV1—2x

Curso 12/13. Examen de julio

20.— Sea la funcién

x <0,

con a € R. Se pide obtener el valor de la derivada de f(x), Vx € R.

21.— Calcula una aproximacion polinémica de cuarto orden en un entorno del punto x = 0, para

lafuncion 9(x) = G055,y

2z—oma{/m1+x

dx.

— X

Curso 13/14. Examen de enero

1
14—
T

, +#0

X

23.— Sea la funcién: f(z) =

0, =0

a) Estudia la continuidad de f(x).

b) Razona si f satisface las condiciones del teorema de Lagrange en el intervalo [-1,0] y, en su

caso, determina todos los posibles valores medios dados por el teorema.

¢) Razona si f satisface las condiciones del teorema de Rolle en el intervalo [— —

su caso, determina todos los valores de x para los que se cumple el teorema.

d) Dibuja la grafica de la funcién en el intervalo [-4,4].

24.— Calcula el limite, cuando n — oo, de la sucesién de término general:

1 1 1

1+ttt =

ay = 2 3 n
In (n3 + 2n)

3
9’

1
2

:| y, en
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25.— Sean el conjunto H,, = {(x,y) ER? /n<x<n+lyn<y<n+ 1} y el conjunto Z, =
{(a:, Y ER? Jr=y= —n}. Se considera el conjunto A = H U Z, siendo H el conjunto formado
por la unién de todos los posibles H,, y Z el conjunto formado por la unién de todos los posibles

Zy, es decir
H=|JH, z=|J7%
neN neN
Se pide:

a) Dibujar de forma esquematica el conjunto Fr(A).

b) Obtener el conjunto A y Aisl(A) en su expresién més simplificada.
c) Razonar si A es un conjunto cerrado.

d) Razonar si A es un conjunto abierto.

e) Razonar si A es un conjunto compacto.

26.— Integra I = TACTNT 1
V1— 22

27.— Integra I :/ QSenxcosx dx
sen“x —cosx — 1

Curso 13/14. Examen de julio

2
e — 1 —senx?

28.— Sea la funcién f(z) = tgd ’

x#0
a, r = 0
a) Halla el valor de a para que f(z) es continua en el punto = = 0.

b) Encuentra una sucesién {a,} cuyo limite sea a. Razona si esa sucesién es tnica.

29.— Calcula el limite, cuando n — oo, de la sucesiéon de término general a,, discutiendo el
resultado para todos los valores de z € R.

(e")"x+ e

Una vez calculado el limite, determina el conjunto A de valores de  para los que dicho limite es
negativo, asi como su adherencia A.

30.— Sea el conjunto B constituido por los puntos (x,%y) € R? tales que h existe y pertenece a
R, siendo h el valor definido por la expresién:
x
arcsen | —
< 2 >

h = (x—y)(x+y)+m

Se pide:
a) Obtener la expresién analitica que define el conjunto B.
b) Dibujar de forma esquemaética el conjunto B.

¢) Dibujar de forma esquematica el conjunto F'r(B) y sélo dicho conjunto.
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31.— Determina, mediante derivaciones sucesivas, el polinomio de Taylor de tercer grado en el
punto a = 0 correspondiente a la funcién f(x) = sen 3z. Halla el error que se comete al calcular
el valor de f(x) en = /3 mediante el polinomio obtenido.

sen 2x

— dx.
V' 1+cos?zx

33.— Obtén la férmula de reduccién de I(n) = /tg” x dx, n € N.

32.— Calcula I =

Curso 14/15. Examen de enero
34.— Sea la funcién f(x) =senxz €%, z € [0,00). Se pide
a) Estudiar su continuidad.
b) Determinar el conjunto A de puntos en que la grafica de la funcién corta el eje z.
¢) Determinar el conjunto B de puntos en que la grafica de f(x) tiene tangente horizontal.
d) Dado el conjunto H = A U B, razonar si es compacto en el espacio métrico (R, ||).

e) Representar de forma esquemética la gréfica de la funcién f(x).

35.— Dados a,b € N, calcula el limite, cuando n — oo, de la sucesion de término general:

Inn

nln <n2+2n+\/§> In (n—l—a>
n—+b

Ap =

Llamando L al limite anterior, se define el conjunto J formado por los pares (a,b) € N? tales que
L € R. En el espacio métrico (R?, ds) se pide:

a) Determinar el conjunto J y representarlo esquematicamente.
b) Determinar el conjunto J.
c) Determinar el conjunto J'.

d) Determinar el conjunto Fr(J).

36.— Descompén el nimero 6 en dos sumandos positivos tales que la suma de sus logaritmos en
base 6 sea maxima.

dx

\/:c—xQ'

38.— Integra I = /cos\/f dx.

37.— Integra I:/
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Curso 14/15. Examen de julio

14 CL‘2
39.— Sea la funcién f(z) = el — 2" Se pide:

a) Estudiar su continuidad, especificando el tipo de discontinuidad, en su caso.

b) Estudiar los méximos, minimos y asintotas de la funcién y dibujar su grafica.

40.— Sea la sucesién de término general a,, = (5 — 1) y sean ay, ag, as sus tres primeros

1=1
términos. Se define el conjunto W = {ZE eR/ z € (ag,a1] U{as} } Se pide:

1 n
n? &
a) Dibujar de forma esquematica el conjunto W.

b) Obtener la expresién mas simplificada posible de los conjuntos W, Aisl(W) y Fr(W).
¢) Razonar si W es un conjunto cerrado, abierto o compacto.

d) Calcular el limite de a,, cuando n — cc.

41.— Integra [ = / ev® da.

42.— Integra I = /cos xsenx \/cos?x —sen? x dx.

Curso 15/16. Examen de enero

h
43.— Sean las funciones h(z) = senz?, g(z) = Inz?, f(z) = ﬂ Se pide:

9(x)
a) Estudiar el dominio de f(z).

b) Estudiar la continuidad de f(z). Si existen discontinuidades, determinar su tipo.

h”(ZE)
9'(z)

d) Obtener una aproximacién polinémica de tercer orden a g(x) en el entorno de a = 1.

c¢) Calcular: — 23 h(x) g"(x).

44.— Sean las sucesiones de término general ay, b, y cp:
2

nc—1

3 n?+3\ " 1.,./(2n)!
_ n . — . I
a, = 2" sen <2n+1> ; by = (n2+4n) ; Cn—n "

a) Calcula los limites: « = lim a, ; 8= lim b, ; v = lim c,.
n—oo n—oo n—oo
b) En el espacio métrico (R,||), se consideran los conjuntos A = {an},cyy B = {bn} en
C={ca}tpey y D=AUBUC. Se pide:
b.1) Obtener los conjuntos D’ y Fr(D).
b.2) Analizar si D C Fr(D) y si Fr(D) C D.
b.3) Determinar de forma justificada si D es abierto y si es no cerrado.
b.4) Determinar si el conjunto D es compacto.

1— 2
45.— Integra[z/cosx x.

tg2 x

46.— Obtén la férmula de reduccién para I(n) = /x” senx dx.

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 25



Curso 15/16. Examen de julio

47—

6
Sean las funciones f(x) = 3 — 2% ; g(x) = 7 cosz. Llamamos P a un punto del primer

cuadrante perteneciente a la gréfica de f(x); M al punto de corte con el eje x de la recta paralela
al eje y que pasa por P; N al punto de corte con el eje y de la recta paralela al eje x que pasa
por P; y O al origen de coordenadas.

a)
b)

Determina las coordenadas de P tales que el rectangulo OPM N sea de drea maxima.

Sea H el punto interseccion de la gréfica de f(z) con el eje x para = < 0. Sean zf y xp las
abscisa de H y P respectivamente. Definido el intervalo [z, 2 p], estudia si se satisfacen las
condiciones del Teorema de Lagrange para f(x). En caso afirmativo, determina los valores
de x para los que se cumple el mismo.

-zp. Con-

NE

Determina el polinomio de Taylor de segundo grado de g(z) en el punto a =

siderando la funcién f(z) como otra aproximacién polinémica de g(x) en x = a, determina
cual de las dos aproxima con més precisién el valor de g(x) en el origen.

48.— Calcula los limite de las sucesiones cuyos términos generales son:
a) ap = n>—3n" +e : b) b, = n>—3n"+e
" 54 n3 4 5n 4+ 8n% 4 303 + anb’ " 54+ 0% +5n 4802 +3n° +an”
_ n®—3n"+ e : _ V5n8 —3n” + e
c) cn = 9 2 3 7 d) d, = 5
5+ n° +5n+8n” + 3n” +n /819 + 51 + 8n2 + 3n3 + 7
5\/5V5...
1 2
e) en = ; f)fn:<?+?+%+ +%>
81/8V8...
_ 2
49.— Integra I = / (cos @ —senz) 5 d.
1 — (cosz +senzx)
Curso 16/17. Examen de enero
50.— Sea la funcién: coshz — 1, z € [-1,0]
™
t —
{OER S (03]
m— ™
2 — , (52
x < 5 ) HARS 1

a)

b)

)
d)

Estudia la continuidad y la derivabilidad de f(x).
1
Razona si f satisface las condiciones del teorema de Lagrange en el intervalo [2, 2] .

Dibuja la gréfica de la funcién en el intervalo [-1,2].

En el espacio métrico (R?, dz), se define el conjunto A={(z,y) € R?/z € [-1,2];y = f(z)}.
Razona si A es abierto, cerrado o compacto.

51.— Calcula el limite, cuando n — oo, de las sucesiones de término general:

n? —3n+ 1\ 14243+ +n
an = (1212 by = 2
n° +2n en
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52.— La empresa Conservas Caminos S.A. (CCSA) desea disenar una nueva lata con forma de
prisma recto de base cuadrada y una capacidad de 640 cm3. Para la tapa de la lata se emplea
un aluminio fino, para facilitar la apertura, con un precio de 2 euros/cm?; para la base y las
superficies laterales se emplea un aluminio més grueso con un precio de 8 euros/cm?. Disefia esa
nueva lata para que su coste sea minimo.

53.— Calcular la primitiva de I = /2\/ 2x — x? dux.

Curso 16/17. Examen de julio

54.— Dado el espacio métrico R? dotado de la métrica euclidea, se define el conjunto A =
{(ac, y) €R? :Jy| < lnac}. Dibuja de forma esquemadtica el conjunto A, calcula su adherencia y
determina si se trata de un conjunto cerrado.

55.— Calcula el limite, cuando n — oo, de la sucesiéon de término general a,, =

56.— Descompédn el nimero 44 en suma de dos ntimeros H y J, tales que P tome el valor minimo,
siendo P = 5H? + 6.J2.

. 3 .
57.— Dada la ecuacién arctgzx = s determina razonadamente el nimero de raices de la

misma, si las hubiera.

senx

dx.
veosx /1 + y/cosx

58.— Obtén la primitiva de [ =

Curso 17/18. Examen de enero

59.— Sea la funcién:
2+ x+1, z € (—oo,1
f(l‘) = 3/2 ( )
3 — (x—1)°%, =z €ll,o00)

a) Estudia la continuidad y la derivabilidad de f(z).

b) Razona si f satisface las condiciones del teorema de los incrementos finitos en el intervalo
[—1,1] y en su caso determinar todos los posibles valores medios dados por el teorema.

c) Calcula, si existen, los extremos de f(z).

d) Dibuja aproximadamente la grafica de la funcién en el intervalo [—6, 6].

60.— Calcula el limite, cuando n — oo, de la sucesién cuyo término general se define a continua-
cién, razonando si es una sucesion de Cauchy:

n

> (2+2)

i—1
y = ————
" s 4+ e
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61.— Sea el conjunto A, = {(z,y) € R? / (z — n)* + (y —n)? < 1}, siendo n un ntimero natural.
Se considera el conjunto A formado por la unién de todos los posibles A,,, n € N. Se pide:

a) Dibujar de forma esquematica el conjunto F'r(A) y sélo el conjunto Fr(A).
b) Obtener el conjunto A en su expresién més simplificada.

c) Razonar si A es un conjunto cerrado.

d) Razonar si A es un conjunto compacto.

e) Razonar si A es un conjunto abierto.

62.— Calcula I = / (tg" 'z +tgP ' 2) dz, peR

1
evz

d
w\/im

63.— Resuelve [ :/

Curso 17/18. Examen de julio

64.— Dado el espacio métrico R? dotado de la métrica euclidea, se define el conjunto
A={(z,y) eR?/E(z) <y <z}

Dibuja el conjunto A, calcula su frontera y determina si se trata de un conjunto abierto.

65.— Calcula el limite, cuando x — 0, de la funcién

r— €%senx

cos? x — sen? 1)

Razona si la funcién es continua en x = 0, indicando en su caso el tipo de discontinuidad.

A 5\°
66.— Calcula el valor de A que hace maximo el cociente B siendo B = (A + 2> +4.

244
67.— Comprueba si la funcién f(z) = Hif

(o de los incrementos finitos) en el intervalo [0, 6]. En su caso, determinar los valores de x para
los que se cumple el teorema.

cumple las condiciones del Teorema de Lagrange

68.— Calcula una aproximacién polinémica de tercer orden en un entorno del punto y = 1 para
la funcién z(y) = Iny*.

69.— Integra [ = /x5€$3 dz.

1

@+ 1>+ 4) de.

70.— Resuelve I = /
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Curso 18/19. Examen de enero

71.— Calcula el polinomio de MacLaurin de grado 8 de la funcién f(x) = cos(2x?).

72.— Calcula los limites de las sucesiones {a,} y {b,}, siendo:

1\" 1 1 1
anp=|cos— ) ; bp,=(1l-tan———+4+2-tan————+ -+ n-tan ———
= (ogm) e (e T2 Tiv7)

73.— Sea la curva y = Se considera un rectangulo tal que su base esta sobre OX y todo

1422
él esta contenido entre la curva y dicho eje. Hacemos girar el rectdngulo alrededor de OX. Se
pide obtener las dimensiones del rectangulo que genera un cilindro de superficie lateral maxima,

justificando que se trata de un méaximo.

74.— Integra I = / (w2 + 1) €% dzx.

75.— Obtén la primitiva [ :/Senl‘cosz dx.

costx — sent x

Curso 18/19. Examen de julio

an+1 4 bn+1
76.— Calcula el limite lim —————— siendo a y b reales positivos.
n—oo " + b"
1
77.— Calcula el polinomio de McLaurin de grado 3 de la funcién f(x) = [p—
—senxw

78.— Se desea construir un recipiente de volumen dado, V = 457, formado por un cilindro de
radio r y altura h, rematado por una semiesfera de radio r. Halla sus dimensiones de modo que
la superficie total sea minima, calculdndola y justificando que se trata de un minimo.

79.— Calcula la primitiva I = / zsen’ z du

V1+ax

d
VvV1—=x *

80.— Integra I =

Curso 19/20. Examen de enero

81.— Sif#, — 0, cuando n — oo, calcula: lim M
n—)oo(l —|—0n) m—1

82.— Se considera una escalera de longitud L = 5 m en reposo, apoyada contra un muro, de
modo que el extremo superior A se encuentra a 4 m de altura. En un instante dado, el extremo
B, apoyado en el suelo, comienza a resbalar a velocidad constante v, = 30 cm/seg. Se pide:

a) Velocidad v, a la que desciende el extremo A, en el momento en que su altura es de 3m.

b) Distancia recorrida por el extremo A en el instante en que ambos deslizan con igual rapidez.

83.— Se considera un rio, representado por la curva y = 2% 4 1. Se desea llevar una conduccién
de agua desde el rio hasta un punto situado en el eje de abscisas a 5 km. de distancia del origen.
Si el coste del canal es proporcional a su longitud, calcula la longitud del canal de coste minimo,
justificando que se trata de un minimo.
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84.— Dada la integral

Sen T CoS T
5 5 dx
cos®x + 2sen® x

a) Resolverla como trigonométrica impar en seno.

Se pide:

b) Plantearla como trigonométrica par en seno-coseno, llegando hasta la racional.

c) Resolverla como semiinmediata.

Curso 19/20. Examen de julio
85.— Resuelve el siguiente limite:

) 4-10" —3-10%"
lim
n—oo 31071 2. 10271

86.— Seala curvay = € *. Se consideran los posibles rectangulos situados en el primer cuadrante,
con un vértice en el origen y el opuesto en la curva. Se pide calcular lo siguiente, razonando los
resultados:

a) Las dimensiones de los rectdngulos de drea maxima y de drea minima.

b) Las dimensiones de los rectdngulos de perimetro méximo y de perimetro minimo.
87.— Integra /w7 cosz* da.

dx
88.— Int _.
Hesra / Vx cotg \/x

Curso 20/21. Examen de enero

89.— Calcula L utilizando equivalencias

L:an@—d%&),a>o

n—oo

90.— Sea la ecuacién: 2° — 80z + C =0, C € R. Se pide:
a) Demostrar que no existe més de una raiz real en el intervalo I = [—2,2].

b) Buscar un valor de C' no nulo para el que haya una raiz y obtenerla.

91.— Sea un rectangulo de base b y altura h. Sobre el lado superior se adosa un triangulo
equilatero de modo que la base del tridngulo coincide exactamente con el lado del rectangulo.
Si se dispone de 1 m de alambre para el perimetro del pentagono descrito, halla los valores de b
y h que producen un drea méaxima, justificando que se trata de un maximo.

92.— Resuelve la integral de reduccién I(n) = / et dr

cotanx

dx

93.— Integra /

secx
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Curso 20/21. Examen de julio
94.— En (R, ||), se define el conjunto A = {z e R /0 <z <2,z #1}U{3}U{z € Q /4 <z < 5}.

o

Se pide obtener: a) A; b) A; c) A; d) A’; e) Fr(A); f) Ext(A)

3 n+1 "
95-_ Calcula L — nllﬁ)rgl() (\S/m)

96.— Una pieza cilindrica de metal sufre un alargamiento, manteniendo el volumen constante
de 1007 cm?, de manera que la longitud varfa a razén de 1 cm/seg. Calcula con qué velocidad
disminuye el radio cuando la longitud de la pieza es de 100 cm.

1 T
97.— Demuestra que, para todo x > 1, se verifica: arctgvax? — 1+ arcsen — = 5
x

d
98.— Calcula la primitiva / @
V1 -2z — 22

dx
er+1

99.— Integra /

Curso 21/22. Examen de enero

n— 00 n

kn
100.— Calcula [ = lim <k+ k:1> , k>0

101.— Un avién se desplaza en vuelo horizontal a una altura h = 8 km (suponemos la Tierra
plana). La ruta de vuelo pasa por la vertical de un punto P del suelo. La distancia [ entre el avién
y el punto P disminuye a razén de 4 km por minuto en el instante en que esta distancia es de 10
km. Calcula la velocidad del avién en km/h en ese instante.

102.— Integra [ = /(cosx +secz)? da

dzr

103.— Int R —
ntegra /x3 e

Curso 21/22. Examen de julio
104.— Calcula [ = lim (\/nk +1— \/nk) , keR

105.— Sea el conjunto

A:{ngl,nGN}U{xGQ/l<x<2}U{m€R/2§x§3}

Se pide obtener los conjuntos Adherencia, Derivado, Conjunto de puntos aislados, Interior, Fron-
tera y Exterior de A; asi como razonar si A es abierto o cerrado.
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106.— Sea un bosque rectangular de vértices ABCD, siendo A el vértice superior izquierdo y los
otros situados en sentido horario. Las longitudes de los lados son AB = 10 km; BC = 5 km.

El bosque esté bordeado inferiormente por una carretera (lado DC). Un excursionista quiere llegar
de A a C en el tiempo mas breve posible. Su camino se compone de dos tramos rectos: el primero,
dentro del bosque, desde A hasta un punto P de la carretera situado a z km del vértice D. El
segundo, a lo largo de la carretera, desde P hasta el vértice C. La velocidad de desplazamiento
del excursionista es de 1 km/h por el bosque y de 5 km/h por la carretera. Calcula el valor de
tiempo minimo necesario, justificando que se trata de un minimo.

Nota. Hay que estudiar también los extremos del intervalo de variacién de la variable.

d
107.— Obtén la féormula de reduccion de: / e
(2 +1)n
Curso 22/23. Examen de enero
108.— Se define la funcién f como ) )
633 _ 6—1‘
f(z) = 2z

Se pide redefinirla —si es posible- de modo que sea continua en todo R.

1 ( + ) nlnn
109.— Calcula, segin los valores de o € R, lim (W)
n—oo nn

110.— Los centros de dos circulos tangentes exteriores estan separados una distancia d. ; Qué va-
lores deben tener sus radios para que la suma de las dreas sea méaxima?

dx

111.— Integra I:/

1
(1 + z2) arctan —
T

COS T

112.— Integra / dx

Curso 22/23. Examen de julio

1
113.— Sea el conjunto A = {(x,y, 2) ER3/ 2?2 + 92 < . 2> 1}. Se pide:
z
a) Dibujar de forma esquemadtica el conjunto F'r(A).
b) Obtener la frontera, el interior y la adherencia de A.

c) Obtener el conjunto de puntos aislados y de acumulacién de A.

d) Obtener de nuevo la frontera si se define el conjunto A para z > 0 en vez de z > 1.

114.— Obtén el polinomio de Taylor de orden 6 de la funcién f(z) = senh(x) cosh(z) en el punto
a = 0, sin necesidad de derivar las funciones senh(z) y cosh(x).

115.— Un vertido accidental de combustible en el mar tiene forma circular. Se considera que
el espesor de la mancha es constante y de valor 1/50 metros. Si el combustible continia siendo
vertido a una razén de 2 metros ctibicos por segundo, se pide:

a) ;A qué razon crece el radio r de la mancha en el instante en que r = 50 metros?
b) Plantea el problema si el espesor es cualquier funcién derivable del radio, h = f(r).

c) Resuelve el apartado a) si el espesor depende del radio segun la relacién h = 1/r, r > 0.
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dzx

116.— Integra ]——/3:.1/24_:1;3/2

tanx

dx

117.— Integra /

cost x

Curso 23/24. Examen de enero

12 sen(6) + 22 sen(0/2) + ... + n?sen(d
118.— Calcula el siguiente limite: 1im sen(6) + 2%sen(6/2) + ... + n”sen(0/n)

n—00 n2

119.— Obtén los tres primeros términos no nulos del desarrollo de McLaurin de la funcién:

1+
1—2z

f(x)=In

120.— Obtén los puntos de la pardbola y = 4 — 22 cuya distancias al punto (0, 3) sean méxima y
minima en términos absolutos, dentro del intervalo [—2, 2].

121.— Resuelve I :/ T dz.

(14 z4) (arctan 22)*

122.— Integra I =

23

[ o
va? —1

Curso 23/24. Examen de julio

123.— Se consideran las sucesiones cuyos términos generales son:

YA+DR2+1)...(n+1) n+1 1
n — - N e ST i Cn=
n! ne+n-+95 1+1Inn
Se pide calcular: a) lim a,; b) lim (b,)
n—oo n—oo

124.— Sea la funcién siguiente, definida en D =R\ {0}:

1@ = e

a) Estudia su continuidad en D.

b) (Es posible redefinir f para que sea continua en R?

125.— De los rectangulos de perimetro dado P, se pide obtener:

a) El de diagonal de longitud minima.

b) El de drea de valor minimo.

tgx

126.— Sea la integral I = / dx. Se pide:

cost x

a) Resolverla por el método “integrando impar en seno”.
b) Escribir el integrando en funcién de tg z y resolver la integral utilizando el cambio tgz = ¢.

¢) Comprobar que ambas expresiones de la primitiva se diferencian en una constante.
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10.—

11.—

12.—

13.—

14.—

15.—

16.—

17.—

18.—

19.—

Soluciones a los problemas

Fr(A) ={(z,y) eR¥/z > 1,y =1} U{(z,p)/z > 1,y =a} | {(z,9)/a =n, 1 <y <z}
_ neN

A={(z,y) e R*/1 <y < z}.

Se trata de una sucesién constante de términos 6%, por lo que su limite es L = es.

a) Se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Bolzano.

b) No se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Rolle.

c) Existe una discontinuidad no evitable de segunda especie en = = 0.

d) La funcién posee un minimo relativo en = 1. No existen extremos absolutos, aunque
f alcanza valores, positivos y negativos, tan grandes como queramos en valor absoluto.

I=2V1+V1+22+C.

L=+

P2k P?
=1 (cuadrado); Az = T

= ———— ke
4 (1+ k)%’

I=6V1+1In’z+C.
L = vabed.

A:{xER/x:inlﬂ,neN}; A=AU{0}; A’={0}; A=¢; Fr(A)=AU{0}.

a) a==+1; b) f no es derivable en x = 0 para ningtin valor de a; c¢) f'(0) = 1.

PRI |- .
a) P(z) = a° — 3 + T + o5 " b) Tomar un nimero mayor de términos.
I = — €2 arctan €57 4 (.
cos x, x>0
a) f'(x) = 4
— <0
@-=p °
b) f no es derivable en & = 0, pues no es continua. f(0%7) = 1. No existe derivada en
0+ h)— f(0
x =07, pues lim fO+h) = 1(0) = 00.
h—0— h
1
L=—-.
4

1 1 1
I = §arctan26:’3 +C. Iy = —3 arctan (2 65”) +C.

1
a) La funcién es continua en z # 0, Va,b € R. En x = 0, es continua sélo si a = 2, b = 3

'(z) = 2a _2 2 2 % .
b) f'(z) = <:c(ax2 o) 2 In(az? + 2b) | (az? +2b)T. ) Py(z) =1+
L =b.
I=—-tgx+C.

2

4
I = 3 (1 —2)3—2y/1— 2+4C. Si se resuelve por partes, I = —5\/(1 —z)3-2zy/1—2+C.

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 34



20.—

21.—

22.—

23.—

24.—

25.—

26.—
27—

28.—

29.—

30.—

31.—

cosx, x>0
En 2z =0, f no es derivable. Para x # 0, f'(z) = 2a

@-a "

Py(z) = 3—3x+922 — 1523 +33z*. Puede obtenerse descomponiendo g en suma o producto
de fracciones, o bien operando el denominador y dividiendo.

1
I=zln (H> —Hn‘l—aﬂ—i—C.
1—2
x+1, x€(—o0,—1]
- 1 -1,0
a) Simplificando su expresién, f(z) = r—1, z€(-1,0)
07 Tr = 0
T+ 1, T € (0, +OO)

f es continua en todo R excepto el origen, donde tiene una discontinuidad de salto.

b) La funcién no satisface las condiciones del teorema, pues no es continua en = = 0.

c) La funcién no satisface las condiciones del teorema, pues no es derivable en x = —1.

1
L=

3
b) A =H|JZ, siendo H = U {(z,y) eR*/n<z<n+Lin<y<n+l}y

neN
7= U {(z,y) eR*/z =y =—n}. Aisl(A)= U {(z,y) eR*/z =y =—n}.
neN neN

c) A # A, luego no es cerrado.

d)A;«éA: U {(z,y) eR*/n<x<n+1; n<y<n+ 1}, luego no es abierto.
neN

e) A no es cerrado, luego no es compacto (Teorema de Heine-Borel). Nota: tampoco es
acotado, pero no es preciso demostrarlo, pues basta con no ser cerrado para no ser compacto.

I=2—+1—22arcsenz + C.
I =In|cosz+ 1|+ C.

a) La funcién es continua si y sélo si a = 0.

1)
b) Hay infinitas sucesiones de limite 0, por ejemplo {0}, {\/15} , { ( 2) } e
n

Cuando n — oo, la expresion (€%)" serd constante, tenderd a oo o a 0, segtin €* sea igual,
mayor o menor que 1, es decir, seglin = sea igual, mayor o menor que 0. Entonces:

-x=0=€"=1= L=e¢/2
-z>0=€">1= L=u.
-r<0=¢e"<l=L=c¢t

Como el limite L es siempre positivo, A serd vacio y A = ¢.

Para que h sea real debe cumplirse a) que el radicando sea > 0, b) que el argumento del
arco seno esté comprendido entre +1 y —1 y ¢) que el argumento del logaritmo sea positivo
y distinto de 1. Entonces B = {(z,y) € R?/|z| > |y|, |z] <2, 2? +¢* > 1, 2?4+ y* £ 2}.
6m — 3

6

P3(x) =3z — gar?’. El error cometido es P3 (g) —f (g) =
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32— I =—-2V1+cos?z+C.
33.— I(n) = 1 1tg"*1x—l(n—2), Vn #1. I(1) = —In|cosz|. I(0) = z.

34.— a) f es continua en [0,00); b) A={z €R/z=knr ke NU{0}}.
c)B:{xER/x:%—Fkﬁ,kGNU{O}}.

d) H = A UB. H no estd acotado pues k puede ser tan grande como queramos. Por lo tanto
H no es compacto, seguin el teorema de Heine-Borel.

35.—a) J={(a,b) eN? fa#b}; b)I=1J; c)J =¢; d)Fr(J)=1J.
36.— La suma es maxima descomponiendo el nimero 6 en dos partes iguales.

37.— La solucién tiene distintas expresiones: [; = arcsen(2x — 1) + C; [y = 2arcsen/xz + C;

I3 = —2arcsenv1—x+ C.
38.— I =2\/zsen\/z +2cos/z + C.

39.— a) La funcién es continua en todo R, salvo en los puntos = +1. En 2 = +1 presenta una
discontinuidad no evitable de segunda especie. En x = —1 hay discontinuidad evitable, que
se evita asignando a f el valor v/€.

b) No hay méximos ni minimos (la funcién es creciente en todo su dominio). Existe una
asintota vertical en x = 1 y una horizontal y = 1.

40— a) W = {3} U <1434]

b) W = {3} U [f’zl] L Aisl(W) = {3} Fr(W) = {3} U {f’} U {4}.

¢) W no es cerrado pues no coincide con su adherencia; no es abierto pues no coincide con
su interior; no es compacto pues no es cerrado, aunque si acotado.
5

d) L=_.
) 2

41— I =2ev* (Jz —1)+C.

1
42— [ = —6\/(00523: —sen2z)? 4 C.
43.— a) Dy =R\ {-1,0,1}

b) Existe una discontinuidad evitable en x = 0, que puede evitarse definiendo f(0) = 0. En
x = %1 existen discontinuidades no evitables de segunda especie (de salto infinito).

c) La expresién pedida es: z cosz? + 227 sen 22 — 2z sen 22,

d) Py(e) = 20z —1) = (z—1)2 + g(m _1p,

44— a)a=—, f=¢€4 4=

po | o
|

b.1) D' ={«,B,v}; Fr(D)=DUD".
b.2)D=¢= Fr(D)=D \D=D= Fr(D)cD yDc Fr(D).
b.3) D;élo):>D no es abierto; D =D UD’ # D = D no es cerrado.

b.4) D no es cerrado, aunque si acotado, luego no es compacto.

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 36



45.—

46.—

47—

48.—

49.—

50.—

51.—

52.—

53.—

54.—

55.—

56.—

57.—

58.—

59.—

60.—

61.—

x SEN T COS T
=240 L 0
2t 7

I(n) = —a2"cosx +na" Lsenz — n(n — 1)I(n —2). I(0) = —cosx, I(1) =senx — x cos .
I(0) e I(1) son casos particulares de la férmula general.

a) P(1,2).

-1
1+v3

b) 2z = —V/3, xp = 1. f cumple las condiciones del teorema, siendo & =

c) Pg(x):3—3<x—%>—g<m—g>2.

8
@) L——o0; b)L—-2 o L—0; L= E
s

1
X2 e L=2; f)L=-.
\9/§7 e) 87 ) 2

1 1
I=x— §In|tgx| + C, o bien I:x+§1n|c0sec2x+cotg2x| +C.

a) f es continua en [—1,2]. Es derivable en [—1,0) y (0, 2]. En = = 0 tiene derivadas laterales
distintas.

,2] C [-1,2] y derivable en (%,2) C (0,2].

D=

b) Las satisface por ser continua en [

d) A= ¢ # A, luego no es abierto. A = A, luego es cerrado. A puede encerrarse en una
bola de radio finito, luego es acotado. Al ser cerrado y acotado, es compacto.

lim a, = €719 1lim b, = —.
n—o00 n—00 2€

10
Dimensiones de coste minimo: lado de la base b = 8/2 cm, altura h = 3—\/1 cm.
I =arcsen(z — 1)+ (z — 1)vV2zx — a2 4+ C.
A= {(m,y) ERQ/ —lnx<y<lnm}; A= {(:r,y) €R2/ —lnxgyglnx}; A # A, por

lo que A no es cerrado.

L=—.
m

Los dos ntimeros son 20 y 24.

1
7

. , 1
Existen tres raices: xg =0, 1 > —; T2 < —

\/gu
I =—-4/1++/cosz + C.

a) La funcién es continua y derivable en todo R.

b) A partir del apartado anterior, f es continua en [—1,1] y derivable en (—1,1), por lo
que cumple las condiciones del teorema. El tinico valor medio que existe es & = 0.

c) La funcién tiene un minimo en z = 1/2 y un méximo en = = 5.

Aplicando el criterio de Stolz, obtenemos que a,, — +0o. En R toda sucesién es de Cauchy
si y sélo si es convergente, luego {a,} no es de Cauchy.

b) A= {(my) e R/ (x —n)’+(y—n)* < 1}
neN

c) A # A, por lo que A no es cerrado.

d) En (R,||) un compacto es cerrado y acotado. A no es cerrado, luego no es compacto.
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62.—

63.—

64.—

65.—

66.—

67.—

68.—

69.—

70.—

71.—

72.—

73—

74.—

75.—

76.—

77—

78.—

79.—

80.—

81.—

e) A= U {(x,y) € R? / (z — n)2 + (y — n)2 < 1}. A= 1&, luego es abierto.
neN

1
I'=—-tan?P2+C (p#0). Sip=0, I =ln|tanz|+ C.
p

1
I=-2ev=+C.

Fr(A)={(z,y)eR*/y =z} U{(z,y) eR?*/y = E(x)} U {(z,y)eR?*/z€Z, z —1 <y <z}
En la definicién de A no existen puntos en que y = = ni puntos en que y = F(z). Ademads,
siw € Z, serd v = E(z), por lo que Ay / E(x) <y < x. Luego la frontera de A no contiene
puntos de A. Entonces A N Fr(A) = ¢ = A es abierto.

Aplicando dos veces la regla de L’Hopital se obtiene | = —1/2. La funcién es discontinua
en x = 0, pues la expresion con la que se ha definido no tiene sentido en ese punto. La
discontinuidad es evitable. Basta para ello con definir f(0) = —1/2.

Tras localizar los extremos relativos y estudiar los extremos del dominio, el valor que hace

VAl

- | cociont A A
maximo el coclente — es = —.
B 2

Al tratarse de un cociente de polinomios y no anularse el denominador en el intervalo, f es
continua en [0, 6] y derivable en (0,6), por lo que cumple las condiciones del teorema. El
valor buscado es £ =7 — V7.

4
Pyly) =4y —1) —20y—1)*+ 3y - 1)°.
I=2(®-1) e’ +C.

I =

Wl Wl

1 x
arctanz — 6 arctan 3 +C.

2
Ps(z) =1—22* + gxs.

St =2nrh =2ny - 2x = La funcién S, alcanza el maximo en x = 1. Dimensiones

1422

del rectangulo: base 2x = 2, altura y = 3

_12 2 _
I=7e" (22" =20 43)+C.

1
I= —Zln|0082x| +C.
L = Méx(a,b).
2 5 3
Py(z)=14+x+x +6x .

Bonin = Tmin = 3. Smin = 457. S” = 10m > 0 = minimo.

2
1
I = %—%sen2x—gcos2x+0.
I =arcsenx — V1 —22+4C.
1
L =——.
2
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82.—

83.—

84.—

85.—

86.—

87.—

88.—
89.—

90.—

91.—

92.—

93.—

94.—

95.—

96.—

97.—

98.—

99.—

100.—

101.—

102.—

42 -5
—_— M.
V2
9

I = /20 km. Se trata de un minimo, pues d”(z)|,=; = —= > 0.

V2

a) vy =—04m/s; b)d=

tdt .
(14 12)(1 4 2t2)°

1
a) I = 5111(1 +sen?z) + C; b) Lge = / c) Idem a).

L =-15.

a) Rectdangulo de drea minima: b = 0, h = 1, Apin = 0 (extremo izquierdo del dominio);
rectangulo de drea maxima: b =1, h=1/€, Az = 1/6€.

b) Rectangulo de perimetro minimo: b = 0, h = 1, Py, = 2; no existe el rectangulo de
perimetro maximo.

1
I= 1( 4senax? + coszt) + C.

I =—2Injcos/z|+C.
L=1na.

a) Se demuestra por reduccién al absurdo, definiendo f(z) = 2% — 80z + C, suponiendo que
se anula en dos o mas puntos y aplicando el teorema de Rolle.

b) Se elige un valor para = en [—2, 2], por ej. x = 1, se hace f(1) =0 y resulta C' = 79.
Dimensiones que producen drea maxima: b= 1/(6 — v/3), h = (3 — v/3)/(12 — 2V/3).

I(n) =" (z*" —2nz* 1) +2n (2n — 1)I(n — 1). 1(0) = €.

Izln‘tang’ +cosx + C.

0,200{3}U[4,5]; A=(0,1)U(1,2); A= (0,2)U(45); A =][0,2]U[45];
Fr(A) = {0,1,2,3 U[4,5]; Ewt(A) = (—o00,0) U (2,3) U (3,4) U (5, 00).

w

L=e?/3,
V, = —0.005¢cm/s.
Se puede demostrar de dos maneras:

1
a) Hacemos f(z) = arctgvVz?2 — 1 + arcsen — y calculamos f(1) = g Comprobando que
x

Vo > 1, f'(x) =0, resulta que f(z) = g, con lo que se cumple la ecuacion.

b) Hacemos a = arctan Va2 — 1 y calculamos, a partir de ello, el cosa. Observando que

s ) 7r .
cos @ = sen (5 — a) y despejando 5 % se comprueba que se cumple la ecuacion.

T
I = arcsen

1
+C.
V2

I=xz—In(e"+1)+C.
Sik>1,l=o00. Sik=1,l=e Sik<1,L=0.
V, = 400 km/h.

5
I:§m+w+tanx+0.
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1 1
103.— I = 5.2 5 arctan z2 + C.

104.— Sik>0,1=0. Sik=0,l=+v2—-1. Sik<0, L=1.

n—1

_ -1
105.—A:{ ,neN}U[1,3]; A'=11,3]; Aisl(A):{nn ,neN};

o

A=(2,3); Fr(A)=A\A= {”

,neN} U [1,2] U {3};

Ext(A) =R\ & = (~00,0) U (3,00) | J <"_1 r )

e n n+1l
A no es abierto, pues A # A. No es cerrado pues A # A.

106.— T,,;n = V24 + 2 horas.
_2n-—3 1 T

107.— I(n) = 5, 5 In—1)+ =2 (2 + 1) (n#1); I(1) = arctanzx.
er’ — e
108.— La redefinimos incluyendo el limite en el origen: f(z) = 2 , ¢#0
2, z=0
109.— L = e~

110.— El méximo valor para la suma de las dos areas se obtiene con un circulo de radio d y otro
de radio nulo (reducido a un punto).

1
arctan —| + C.

x

111.- I =—-1In

1 senxz —cosz

112.—- [ = C.
2 er +

1
113.— b) Fr(A) = {($,y,z) eER?/a?+y? = 2E> 1};

o

1 — 1
A= {(x,y,z) eR3 /22 +y? < 207> 1}; A= {(x,y,z) ER /a2 +y? < Z2,z>1}.
c) Aisl(A) = ¢; A =A.

d) Fr(A) = {(x,y,z) eR? /2?4y = Z%,z > I}U{(x,y,()) €R3}.

2x3 2z
114.— P = _— .
(@) =zt =+ 55
115.— a ar 1 m/s
) dt '
dVv df \ dr dr dV
b = 2 —_— = 2 27 R 3 . R — 2.
YV =7ref(r) = o ( mrf(r)+7r dr) e de donde se despeja o con o
1 d 1 d 2
c.1) Sustituimos en b): f(r) = - y d—]; =-3 Resulta d—: =
Vv d 1dV 2
c.2) Alternativa: como V = mr?f(r) = mr = r = —. Obtenemos oot Z
T dt wdt T

116.— I = 2arctan+/z + C.

1

117.— I =
4 cost x
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118.—

119.—

120.—

121.—

122.—

123.—

124.—

125.—

126.—

L=6)2.
3 5

x x

Son puntos criticos * = 0,z = +——=. Son extremos de intervalo x = +2. La distancia

Sl

alcanza el maximo absoluto (M = 13) en x = £2 y el minimo absoluto (m = 3/4) en

1
x = £——. Tiene también un méximo relativo (M’ =1) en z = 0.

V2
1

=~ _+10C.
2 arctan z2 +

Se puede resolver por partes o bien operando el numerador. Resultan dos soluciones, que
se puede comprobar que coinciden sacando factor comun la raiz cuadrada:

I =222 —1— %(:32 —1)3240C. I= %(:[,2 — 1324 Va2—1+C.

a) lima, =1; lim (b,) =1/e.

n—oo n—oo

Fuera del origen, 1/z es continua, luego €1/ 1o es por ser la exponencial de una continua.
Entonces 1+ €/% es continua en D y también f(z) por ser cociente de funciones continuas.

Estudiando los limites laterales de f en z = 0, resultan distintos. Entonces la discontinuidad
no es evitable y f no se puede redefinir de modo que sea continua.

a) Resulta el cuadrado de lado P/4.

b) Se obtiene el rectangulo de lados b = P/2, h = 0 o bien b = 0, h = P/2. Es decir, el
rectangulo se convierte en un segmento de area nula.

a)cosr=t=1I; =

4cost x
9 tg2x tg4:c
b)tgr=t= 1= [1+)tdt = I, = 5 1 +C.
1 tg2z  tglw 1
——— =1+1tg? I =~ - L — I, =-
C)coszx tgtr =~ 4+ 2 * i TRy
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5. Cuestiones tipo test (V-F)

1.— Sean r y s dos numeros irracionales cualesquiera. Entonces. . .

° g puede ser racional.
’r‘ . .
e 5 puede no existir.
) % >16 % < 1, siempre.
e FExiste al menos una sucesiéon de ntimeros racionales cuyo limite es g

2.— Sean los conjunto A = {a € Q/a®? <3} y B={b € R/b? > 3}. Se cumple que:
__ e A estd acotado superiormente pero no inferiormente.

e A tiene maximo.

e A tiene supremo en R, pero no maximo.

___e A tiene infimo en R, pero no en Q.

___e B estd acotado inferiormente, pero no superiormente.

___e B no tiene minimo, pero si infimo.

e A y B son complementarios, es decir A UB = R.

3.— Para poder aplicar el Principio de Induccién a un conjunto de infinitos elementos, con el fin
de demostrar una propiedad, es necesario que:

__e Todos los elementos del conjunto sean niimeros enteros.

__ e Todos los elementos del conjunto sean nimeros racionales.

__e Kl conjunto sea numerable.

___e El conjunto tenga estructura de cuerpo ordenado.

-1 _8n+1

Y bn, = et n € N. Se cumple que:

4.— Sean las sucesiones de término general a, =
___e Son de Cauchy pero no convergen en Q.
___e Definen los nimeros reales inmediatamente anterior y posterior a 1.
__e Convergen a un mismo nimero racional.

e No convergen en Q pero si en R.

5.— Entre Q y N existe una correspondencia biunivoca. Esto significa que:

___ e Puede asignarse un nimero de orden a cada nimero racional.

___e Dado un racional, siempre es posible hallar el racional que le sigue en la recta real.
e Entre dos nimeros naturales existe como méaximo un nimero finito de racionales.

o QQ es numerable.
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6.— Sea el espacio métrico (E,d) y el conjunto A C E.

___e Todo punto frontera de A es de acumulacion de A.

__e Todo punto de acumulacién de A es, o bien frontera, o bien interior de A.
__e Si Fr(A) C A, entonces A = A.

__e Si Fr(A)N A = ¢, entonces A = A,

7.— De la frontera de un conjunto A C E, podemos afirmar que:
___e Es un cerrado sdlo si el conjunto A es abierto.

___e Es siempre un abierto.

___e Es siempre un cerrado.

__e No contiene ningin punto aislado de A.

8.— Sea (E, d) un espacio métrico y A, B C E. Se cumple:
e Si A C B=B, entonces A es cerrado.
e AUB = A UB, siempre.

__e A puede no contener algiin punto de A.
e (ix) — A

9.— Sea el espacio métrico (R, ||). Podemos afirmar que:

o Q C R es abierto.
__® @ C R es cerrado.
__e El conjunto X = {z € R/ 1 <z < 2} es abierto y cerrado.

e Todo cerrado es intervalo cerrado.

10.— Consideramos el conjunto R dotado de la métrica natural.
e Todo abierto en R es intervalo abierto.

___ e Todo intervalo cerrado es cerrado.

__ e El conjunto de los naturales es cerrado.

e R coincide con su adherencia.
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11.— A partir de la definicién de entorno podemos asegurar que:

___e Un entorno del punto x es todo conjunto que contiene a x.

e Un entorno de un punto es siempre abierto.

___e Todo conjunto abierto que contiene al punto x es entorno suyo.

__e La adherencia de un conjunto A es entorno de todos los puntos interiores de A.

12.— Sea {a, } una sucesién tal que a, < 0y an4+1 > an, ¥n € N. Entonces la sucesién. . .

e Tiene limite 0.
e Diverge a —oo.
e Estd acotada inferiormente pero no superiormente.

e FEs convergente en R.

An+1

13.— Dada la sucesién {a,}, si lim {/|a,| = «, puede demostrarse que lim =«
n—oo

___e A partir de las propiedades de los limites.

__e A partir del limite de la media geométrica.

n—00 (U

e S6lo en el caso de que a, se mantenga positivo a partir de un cierto término.

e A partir del criterio de Stolz.

2

n’

14.— Dadas las sucesiones {a,} y {b,}, donde b, = a
que:

__e El limite de la sucesién {a,} es a = v/b.
__e El limite de la sucesién {a,} es a = —v/b.

e El limite de la sucesién {a,} es a = Vb 6 bien a =
sucesion para saber cual es el verdadero.

si existe b = lim b,,, podemos afirmar

n—o0

—/b, pero necesitamos conocer la

e La sucesién {c,}, con ¢, = cosh(a,), es convergente en cualquier caso.

15.— Sean {ay}, {bn} v {cn} sucesiones nulas de términos positivos. Para obtener los limites que
se indican a continuacién podemos sustituir a,, b, y ¢, por sus infinitésimos equivalentes.

,  Qap - bn
e lim
n—oo  Cp
,  ap — bn
e lim

, an
e lim

n—oo b, — Cp,

e lim a,Inb,
n—oo
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a
16.— Dadas las sucesiones de nimeros reales {a,}, {b,} v {cn}, donde ¢, = b—n Si existe ¢ =
n

lim ¢, podemos afirmar de {a,} y {b,} que:
n—oo

e No pueden ser divergentes las dos.
e Pueden no ser convergentes las dos.
e {a,} converge y {b,} estd acotada inferiormente por un ntimero positivo.

e Pueden ser oscilantes las dos.

17.— Sea la funcién f: I - R, I = (—a,a) CR.

___e f puede descomponerse siempre en suma de una funcién par y una impar.
___® Si f(z) es mondtona creciente, |f(z)| también lo es.

e Si f e, lafuncién y su derivada son continuas.

e Si f es una funcién impar, su grafica es una curva simétrica respecto al eje OY'.

18.— La funcién f(z) =1 — 23 verifica:
___e Es derivable en todo R.

e Es continua en todo R.

e No esta acotada en R.

__e f(1) = f(~1), luego f () = 0 en algtin punto de [—1,1].

19.— Sea la funcién f: D — R, siendo D C R su dominio.

___® Si f tiene limite en el punto ¢ € R, estd definida en ese punto.

___e Si f tiene limite en el punto ¢ € D, estd acotada en un entorno de ese punto.
__e Si f es continua en el punto ¢ € D, tiene limites laterales iguales en c.

___e Si|f(x)| es continua, f(z) también lo es.

20.— Sean f y g funcionesde I en R, I = (a,b) C R.
__e Si fy g son continuas en I, f/g es continua en I.
__ e Sify f-gson continuas en I, g es continua en I.
__ e Si f+gescontinuaen I, f y g son continuas en 1.

__ e Si fy f+4 gson continuas en I, g es continua en I.
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21.— Sea la funcién continua f: I — R, I = [a,b] C R.
__e Laimagen de [a,b] serd también un intervalo cerrado.
___e f es uniformemente continua.

___ e Si f es mondtona, es derivable.

___® Si f es derivable, es diferenciable.

22.— La funcién y = er ...
___e Pasa por el origen.

e Su minimo absoluto es 0.
e Su recorrido tiene infimo.

e Tiene una sola asintota y es horizontal.

23.— Sea E(z) la parte entera de x. La funcién f(z) = E(|z|). ..

___e Es una funcién par.

e Es discontinua en los valores enteros de x.

__e Existen infinitos intervalos no vacios en los que la funcién es derivable.

e Es mondténa creciente.

24.— Sean las funciones f(x) y g(z).
___® Si f no esta acotada en (a,b), entonces no es continua en (a, b).

__e Si g es una funcién par, derivable en todo R, entonces ¢'(0) = 0.

__e Si lim @) =1= lim f(z)—g(z) =0.

T—r00 g(x) Z—r00

e Si f es continua en [a,b] y se anula en un punto interior de dicho intervalo, entonces tiene
distinto signo en los extremos.

25.— Sea la funcién f, derivable en todo R. Si f(1) =1 y f(2) = 2, entonces. ..
_ e Je(1,2)) f(§
§

(1,2)

e e (1,2)/ f(
(1,2)
(1,2)

) = €.
)= 1.
_ e 3e(1,2) f(6)=VE

_ e ¥e(1,2)) f(&§ >0.
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6. Soluciones a las cuestiones tipo test

Ejercicio | Respuestas validas
1 a,c,d
2 c, d
3
4 c
5 a, d
6 b, ¢, d
7 ¢
8 b
9 Ninguna
10 b, c, d
11 c, d
12 d
13 Ninguna
14 d
15 a, d
16 b, d
17 a, ¢
18 b, c
19 b, c
20 d
21 a, b, d
22 c
23 a, C
24 b
25 c
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