Tema 5

Integracion Indefinida

Ejercicios resueltos

Ejercicio 1 Calcular la integral

/a:ln|x|dx

Solucién: Resolvemos la integral por partes. Si hacemos v = In|z| y dv =
x dx, entonces

1
u=In|z] = du=—dx
x

1
dv=xzdxr = v:§x2
y por tanto
2 Lyl
/a:ln|a:\da: = xln]:c|—/—:c — dz
2 T

N — N —

1 2
:c21n]:c|—/%dx:§x21n]:c|—xz+0

Ejercicio 2 Calcular la integral
/ arctan z dx

Solucion: Como en el ejercicio anterior, esta integral se resuelve por partes.
Haciendo u = arctanx y dv = dx, obtenemos
1

1+ 22 dr

w=arctanz = du=

dv=dxr = v==z

1
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y en consecuencia

X

52 dx

/arctanx dr = xarctanx — /
1
= xarctanx — §1n|1 + 2%+ C
Nota: La integral [ x/(1+x?) dx se calcula de forma inmediata derivando

In |1 + 22| o bien mediante el método de cambio de variable, de modo que si
hacemos w = 1 + 22, entonces dw = 2x dx y, por tanto,

z 11 1 | ,
/1+ﬁdxzi/adw:§mw¢+0:§mﬂ+x\+0

Ejercicio 3 Calcular la integral

cos T
— dzx

1+senz
Solucion: Esta integral podemos resolverla mediante el método de cambio

de variable. Si hacemos u = sen x entonces du = cosz dx, y obtenemos

d
_ oS d:r::/ Y =In|l4+ul+C=In|l+senzx|+C
1+senx 1+u

Ejercicio 4 Calcular la integral
/(00531’ —2cos’x + 3cosz — 5)senx dr

Solucion: Podemos resolver esta integral por el método de cambio de varia-
ble. Haciendo el cambio de variable ¢ = cos x tenemos dt = —sen x dz y, por
tanto,

/(005333—2cos2x+3cosx—5)senx dx = —/(t3—2t2+3t—5) dt

23 3¢2
z—(————+———w>+c

4 3 2
cos4x+2(3053x 3(:os2av+5 L
= — — Cos
4 3 2 *

Ejercicio 5 Comprobar que las funciones
f(r) =z + Va2 + 1], g(z) = argsenh x

se diferencian en una constante.



Solucion: De la tabla 5.1 de integrales inmediatas sabemos que
1
x2+1
por lo que tanto f como ¢ son primitivas de una misma funcién y, por tanto

(véase teorema 5.1.1), se diferencian en una constante.

Ejercicio 6 Calcular la integral

1
——d
/x2—4x+3 v

Solucion: Es la integral de una funcién racional, por lo que en primer lugar
calculamos las raices de 2% — 42 + 3 = 0. Obtenemos que z = 1 y x = 3 son
las raices del denominador, asi que existen A y B tales que

1 B A B
—4x+3 -1 x2-3

Multiplicando por 2% — 4z + 3 obtenemos

1=A(z—3)+B(x—1)=(A+ B)z+ (—3A — B)

Por tanto
A+B=0, -3A-B-=1
y, en consecuencia, A = —1/2y B = 1/2. As{ obtenemos que
R B
—4r+3  2@—1) 2(z—3)
y por tanto
[oms® = Joye +/
———dx = x
x?2—4x+3 21:—1 2x—

= ——ln]:c—l\—i— ln|:1:—3]+C’

1
= —In
2

-3
z—1

+C

C=1
x—1’+ t
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Ejercicio 7 Calcular la integral
/ V9 — 222 dx

Solucién: Si hacemos el cambio de variable u = 9 — 222, basta con derivar

u para obtener du = —4x dx y, en consecuencia,

1 1/2 112 5

/x\/9—2:c2 dr = -1/ du:—i {gu }4—0
1
= —;(9-227+C
Ejercicio 8 Calcular la integral
/ 4t — 302 + 372% — 132 + 12 p
x
3r5 — 1224 + 1723 — 1422 + 102 — 4

Solucion: Es la integral de una funcion racional. El primer paso es calcular
las raices de 32° — 122 + 1723 — 1422 + 102 — 4 = 0. Aplicando, por ejemplo,
el método de Ruffini, observamos que x = 1 es raiz doble y x = 2 raiz simple,
quedando como resto 322 + 2, por lo que obtenemos que

32° — 122* + 172% — 142® + 100 — 4 = (v — 1)*(2 — 2)(32% + 2)

Sabemos, por tanto, que

4t — 3023 + 3722 — 132 + 12 A
x5 — 1224 + 1723 — 1422+ 100 — 4  z—1
. B C Dx+ FE

(x —1)2 +:17—2+ 3x2 + 2
Multiplicando ahora por 3z — 122* + 1723 — 1422 + 10z — 4 obtenemos

4ot — 302% + 372% — 132+ 12 = A(z — 1)(z — 2)(32% + 2)
+ B(z — 2)(32% 4+ 2) + C(x — 1)*(32* + 2)
+ (Dz + E)(x — 1)*(z — 2)
= (34+3C + D)z* 4+ (=94 + 3B — 6C — 4D + E)2*
+(8A — 6B +5C +5D — 4E)x* + (—6A + 2B — 4C — 2D + 5E)x
+ (4A — 4B 4 2C — 2E)



De esta ultima ecuacion deducimos que las constantes A, B, C, D, E
satisfacen el sistema

3A+3C+D = 4

—-9A+3B-6C—-4D+E = -30
8A—6B+5C+5D —4F = 37
—6A+2B—-4C -2D+5EF = —13

4A—4B+2C -2FE = 12
Este sistema tiene por solucién
A=3, B=-2 C=-3, D=4, E=1,

por lo que sustituyendo en las expresiones anteriores, y teniendo en cuenta
las propiedades de la integral, obtenemos

dx

/ 4t — 302% + 3722 — 132 + 12 p /
€T =
325 — 1224 + 1723 — 1422 + 10z — 4 z—1

2 3 4o +1
— | ———— dx — / —d —d 5.1
/(x—1)2 SE e R e R (5.1)
Las integrales pendientes son inmediatas y se obtiene

/idac:?)ln]a:—l\—l—a
x—1

2 2
‘/mdﬂf:mw’

—/ 32da::—31n|x—2\+0,

xr —

4£L’+1 / +/
3x2+2 6 3x2+2 3x2 +

ln|3x +2|+/3/27da:

1 / 3/2
2/3/27 (\/3/22)2 +1

1
arctan(1/3/2z) + C
73 etany/3/20)

dx

2
:§ln|3x2—|—2|+

2
:§ln|3x2—|—2|+
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Sustituyendo estas expresiones en (5.1) y teniendo en cuenta que

-1
31n]:v—1|—3ln|a:—2]:3lnx ’
T — 2
obtenemos que
42t — 3023 + 3722 — 132 + 12 x—1
dr =31In
315 — 1224 + 1723 — 1422 4+ 102 — 4 xr—2

2 2 1
+ 2 1n |32% + 2| + arctan(y/3/2z) + C
r—1 3 2,/3/2

+

Ejercicio 9 Calcular la integral

/ cos
(1 +sen?z)(1 —senx)

dx

Solucién: Para resolver esta integral en primer lugar realizamos el cambio
de variable t = sen x. Asi tenemos dt = cos x dx, por lo que

cos T dt
/ (1+sen?x)(1 —senx) do = / (1+2)(1—-1) o

Esta tltima es la integral de una funcién racional. La escribimos como
suma de fracciones simples:

1 _At+B C
(1+82)(1—t) 1+t2  1-—t

Multiplicando por (1 + ¢*)(1 — t) obtenemos
1=At+B)(1-t)+C1+t)=(C—-At*+(A-B)t+(B+C)
por lo que A, By C son solucion del sistema
C—-A=0, A-B=0, B+C=1

cuya solucién es
A=B=C=1/2



En consecuencia obtenemos que

dt 1 /t+1
dt = = /—dt
/(1+t2)(1—t) 2 1+t2 3 1—t

! / dt

T4 l—Hf2 2 1—|—t2 t—1

1 1 1
:Zln|1—|—t2\+§arctant—§ln]1—t\+0

Ahora sélo falta deshacer el cambio de variable ¢t = sen z, y obtenemos

cos T 1
dz = ~1In|l 2
/(1+sen2x)(1—sen:c) T n|l +sen”z]

1 1
+ 3 arctan(senz) — 3 In|l—senz|+C
Ejercicio 10 Calcular la integral

/ez senz dz

Solucién: Resolveremos esta integral por partes. Si hacemos u = senz y
dv = e* dx, entonces

u=senxr = du=cosz dx
dv=e*dr = v=¢€"

y por tanto
/ex senz dr = e”senx — /ex cosz dx (5.2)

Aplicando de nuevo la integracion por partes en la segunda integral, donde

tomamos
u=cosr = du= —senx dx

dv=¢e*dxr = v=¢e"

obtenemos

/e“’C cosz dxr = e”cosx + /ex senx dr (5.3)

Si ahora sustituimos (5.3) en (5.2) obtenemos

/emsenx dx:emsena:—e’”cosx—/e’”senx dz
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de donde deducimos que
2/e$senx dr = e*senx — e® cosx + C

por lo que finalmente resulta que

xT

/e’”senx drx = %(senx —cosz) +C



Ejercicios propuestos
Las soluciones se encuentran al final.
Ejercicio 1 Calcular la integral

/ 2?In|z| dx
Ejercicio 2 Calcular la integral

/x3 cosz dx

Ejercicio 3 Calcular la integral

arctan x

T
14 22

Ejercicio 4 Calcular la integral

/ 2x — 3 dx
1+ (22 — 3z + 4)?

Ejercicio 5 Calcular la integral

el’
—d
/\/16—6295 ’

Ejercicio 6 Calcular la integral

/ 423 + 1422 + 8x + 18
X
x4+ 223 + 522 +8x +4

Ejercicio 7 Calcular la integral

/ 3x" 4 2125 4+ 312° — 472* — 6923 + 772 + 35x + 77
X

25 + Tt + 1023 — 1822 — 272 + 27

Ejercicio 8 Calcular la integral

dx

/ —28z% + 5323 + 322% 4 367 + 21
(x +5)(3x2 4+ 1) (422 + 3)
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Ejercicio 9 Calcular la integral

/ (Inx)* dz
Ejercicio 10 Calcular la integral

tan?x + 1

5 dx
tan“x — 3tanx + 2

Soluciones de los ejercicios propuestos:

> 23In|x]
1./ 21n|a| dz = —— C
z°In|z| dz 5 + 3 +
2. /x3cosx dr = 23senx + 3x% cosx — 6xsenz — 6cosz + C
g [arctanz (arctanx)2+0
14+ 22 2
2r — 3 9
4. T (22 321 1) dr = arctan(z” — 3z +4) + C
5 / <4 (€x>+c
. | ——= dx = arcsen | —
V16 — e2= 4
423 + 1422 + 8z + 18 T 4
dr = 21n |22+ 4] + arct (—)—— C
/x4+2x3+5x2+8x+4 X n |x* 4 4| 4 arctan 5 +1+

de = 23+ ¢ —

. / 3x7 4+ 2128 4+ 312° — 472* — 6923 + 7722 + 352 + 77
' x; + 7ot + 1023 — 1822 — 27z + 27

it eyt

/ —28x* + 5323 + 3222 + 362 + 21
(z +5)(322 + 1)(422 + 3)

1 3 2
— arctan(v/3z) + g arctan (_x) +C

=

dx ——31n|x+5|+ In[32% + 1]+

V3 V3
9. /(ln 2)t dr = r(Inz)* — dz(lnx)® + 122(Inx)* — 24z Inz + 24z + C
tan?z + 1 tanx — 2
10. = _— C
tan’x — 3tanz + 2 tanz — 1 +




