Apeéndice A

Sucesiones de Numeros Reales

A.l. Definiciones

Una sucesion de numeros reales es una correspondencia A que asocia, a
cada nimero natural n € N, un nimero real a, € R

An) =3,

El conjunto N de los nimeros naturales, contiene infinitos elementos en

un cierto orden, por lo que mediante esta correspondencia obtenemos
conjuntos ordenados de infinitos nimeros reales.

A(N) ={a,,a,,a;,...}

A los nimeros naturales que indican la posicion de cada elemento, se les
Ilama indices y a los numeros reales, términos de la sucesion.

A la expresion que nos indica el valor de cada término en funcién de su
indice se le llama término general.

Ejemplo: Calculamos los primeros términos de la sucesion de término
general

3n
a, =
an+2

Los tres primeros términos seran:



31 3 1 3.2 6 3 3.3 9
alziz—z—’azziz—z—’asziz—
4.1+2 6 4.2+2 10 5 4.3+2 14

En algunas sucesiones los términos se acercan paulatinamente a un cierto
numero real, del que llegan a estar tan préximos como se quiera. Dicho
namero, que definiremos a continuacion, recibe el nombre de limite de la
sucesion.

A.2. Limite de una sucesion. Sucesiones convergentes

Una sucesion de nimeros reales {a,} tiene por limite el nimero real a,
cuando para todo nimero real positivo ¢ existe un nimero natural n, tal que
paratodo m > n se verifica que \am - a\ < &. Escribiremos

lima,=a<Ve>0 3neN/ |a,—aj<e Vm=n

n—oo

Diremos también que la sucesion tiende hacia a. No importa que haya
términos mayores o menores que el limite a, lo que debe ocurrir es que a partir
de un indice m las diferencias entre los términos sucesivos y el limite sean
menores que cualquier valor previamente fijado ¢ .

Una propiedad importante que se deduce de la definicion que acabamos
de dar es la siguiente: si una sucesion tiene limite este es unico.

A las sucesiones con limite se les Ilama convergentes.

Ejemplo: Comprobamos que tiene limite 1 la sucesion de término general

n+1
n = n
Efectivamente
m+1l J_m+l-m |1
m m m
1 1
—<ESM>—
m &

. . 1
Para que se cumpla la condicion de limite basta tomar n > =
&



La sucesion de nimeros reales (a,) tiene limite infinito si para cualquier

valor que fijemos A se puede conseguir que todos los terminos a partir de uno
dado sea mayores que A, sin mas que dar valores a n tan grandes como sea
necesario. Escribiremos

lima, =0 < VA>0 3IneN/ a,>A Vm=2>n

n—o0

Diremos tambiéen que la sucesion tiende a infinito.

A.3. Sucesiones monotonas y acotadas
A.3.1. Sucesiones monotonas.

Una sucesion {a,} es monétona creciente cuando cada término es mayor
o igual que el anterior, es decir

a <a . VheN

n — “n+l

De la misma forma, una sucesion ser& monotona decreciente cuando
cada termino es menor o igual que el anterior, es decir

a>a . vneN

n = “n+l

Una sucesion {a, } es estrictamente creciente si es mondtona creciente y
todos sus terminos son distintos, es decir

a,<a,; vnelN

Es estrictamente decreciente cuando es mondtona decreciente y todos
sus términos son distintos, es decir

a>a . vneN

n n+1

A.3.2. Sucesiones acotadas.

Una sucesion {a, } estd acotada superiormente si todos los términos son
menores o iguales que un namero real k, es decir

a,<k vneN



A k se le llama cota superior de la sucesion. Cualquier nimero real
mayor que k es también cota superior de la sucesion.

Una sucesion {a,} esté acotada inferiormente si todos los términos son
mayores o iguales que un namero real h, es decir

a,<h vneN

A h se le llama cota inferior de la sucesion. Cualquier numero real menor
que h es también cota inferior de la sucesion.

Se dice que una sucesion esta acotada si tiene cota superior e inferior.
Ejemplos:

a) Sucesién mondtona creciente:

a, =" =143 .
n+1 3 2

b) Sucesion monotona decreciente:

a —"*1 fa1=234
n 2 3

c) Sucesion acotada superiormente
a,=-4n+3 {fa,}=-1-5,-9, ..
La sucesion estd acotada superiormente pues —1 es una cota superior.
d) Sucesion acotada inferiormente

a,=2n fa,}=2,4,86,..

n
La sucesion esta acotada inferiormente pues 2 es una cota inferior.
A.3.3. Una sucesion monotona y acotada: el nimero e.

Un ejemplo de particular interés lo constituye la sucesion de término
general



Sus primeros términos son

9 64 625 7776

4’27256 31257
Esta sucesion es estrictamente creciente y esta acotada superiormente.
Tiene como limite un namero irracional, conocido como e, cuyas primeras
cifras son

e =2.71828182845904...

El nimero e es la base de los logaritmos neperianos.

A.4. Operaciones con limites. Calculo de limites

A.4.1. Operaciones. Si a, y b, son dos sucesiones que tienen limite finito

lima, = a; limb, =b

n—o n—o
se verifica que:
a) El limite de la suma es la suma de los limites:

lim(a, +b,)=a+b

N—o0

b) El limite de la sucesion opuesta es el opuesto del limite de la sucesion:

lim(-a,)=-a

n—o0
c) El limite de la diferencia es la diferencia de los limites:

lim(a, —-b,)=a-b

n—oo

d) Producto por k: El limite de k -a, es el producto de k por el limite de a, :

limk-a,)=k-lima,

n—oo n—o



e) El limite del producto es el producto de los limites:

lim(a,-b,)=a-b

n—oo

f) El limite de la inversa es el inverso del limite (siempre que éste no sea
nulo):

imt =1 pxo
b

n—oo

g) El limite del cociente es el cociente de los limites (siempre que el del
denominador no sea nulo):

im& =2 p=o
b

n—oo

h) El limite de la potencia de exponente b, es la potencia b del limite, siempre
que éste sea positivo:

lima,* )=a’, a>0

n—o

i) El limite del valor absoluto es el valor absoluto del limite

limla,| =|a|

n— oo

Ejemplo: Hallar el Iimi:” sabiendo que a, =1+% y b, =7—2—5n.

Calculamos primero los limites de a, y b,

Iim(l+2j _14 Iim(zj —110=1
n—oo n n—oo n

Iim(7—5) =7- Iim(5j =7-0=7
n—ow n n—wol 2n

Como lima, =1y limb, =7, aplicando las propiedades de los limites, se

n—oo n—o

. . 1
tiene que Ilma—”:

n—o0o bn 7 '



A.4.2. Indeterminaciones. En el calculo de limites de sucesiones son
frecuentes las indeterminaciones, es decir que la expresion tome una forma
indeterminada de uno de los tipos siguientes.

9 x 0- 00 — 00 1 o 0°
0 o0

Forma de actuar en algunos casos particulares:

a) Cociente de polinomios: Suele dar lugar a una indeterminacién del tipo

Q0 R . -/ .-
—. En este caso la indeterminacion desaparece dividiendo numerador
0

y denominador por la potencia maxima de n que haya en el
denominador.

b) Radicales: La diferencia de radicales puede dar lugar a una
indeterminacion del tipo «o—o0. En este caso, para resolverla hay que
multiplicar y dividir por la expresion radical conjugada.

A.5. Progresion aritmética y geométrica
A.5.1. Progresion aritmética.

Una progresion aritmética es una sucesion de numeros reales en la que
cada término se obtiene sumando un numero fijo al anterior. A dicho nimero
se le llama diferencia de la progresion aritmética y se designa con la letra d.

Para calcular un término cualquiera de la progresion aritmética utilizamos
el término general
a,=a +(n-1)d

y sustituyendo n por el indice del término que queremos determinar obtenemos
el valor de ese término.

La resta de dos términos de una misma progresion aritmética es igual a la
resta de sus indices multiplicado por la diferencia d. Por la tanto conociendo
dos términos de una progresion aritmética conocemos tambien la diferencia d.

a

d="0"%

q

qa-p




La suma de los k primeros términos de una progresion aritmética
coincide con el producto del nimero k de términos por la semisuma del
primero y el dltimo.

a +a,)

skz( Sk

Ejemplo: Las edades de 6 hermanos forman una progresion aritmética de
diferencia 2 afos. Si el menor de ellos tiene un afio, calcular la suma de sus
edades.

La edad del mayor sera

a;=a,+(6-1)2=11

y la suma de las edades de los seis

SG — (al-;as)G: (1_;11)6236

A.5.2. Progresion geométrica.

Una progresién geométrica es una sucesion de niameros reales en la que
cada término se obtiene multiplicando por un namero fijo al anterior. A dicho
numero se le llama razon y se designa por la letrar.

El termino general de una progresion geométrica es

a =a-rt

y su razon dados dos términos conocidos de la progresion sera:

Ejemplo: Consideremos la siguiente situacion: Los ciclistas A y B se
preparan para una competicion. El ciclista A comienza con 1000 metros, y
todos los dias agrega 1000 metros mas, en tanto que el B empieza con 100
metros y cada dia duplica lo hecho el dia anterior. {Cuantos metros recorre
cada uno el decimo dia?



El ciclista A aumenta el recorrido segin una progresion aritmética, es
decir

a, =a, +(n—1)d =1000+ (10—1)-1000 = 10000

En cambio el B aumenta su recorrido segun una progresion geométrica,
por lo tanto

b, =b,-r"* =100-2"" = 51200

La suma de los k primeros términos de una progresion geométrica se
calcula mediante la formula siguiente:

a - r-a

S, =
“ra1

a, y a, son los términos primero y altimo, respectivamente, y r es la
razon de la progresion geométrica.

Si lo que queremos es determinar el limite de la suma de los términos de
una progresion geomeétrica decreciente (0<r<1) cuando el ndmero de
términos tiende a infinito estudiamos

: . a,-r—a
limS, =lim—" -~

n—o n—o r-1

Teniendo en cuenta la expresion de a, y que que 0<r <1, resulta

lima, =lima, - r"* =0

n—ow n—o

y por tanto el limite de S, pasa a ser

: —-a a
limsS, =1 =+
n—e r-1 1-r




