Apeéndice A

Sucesiones de Numeros Reales

A.l. Definiciones

Una sucesion de numeros reales es una correspondencia A que asocia, a
cada nimero natural n € N, un nimero real a, € R

An) =3,

El conjunto N de los nimeros naturales, contiene infinitos elementos en

un cierto orden, por lo que mediante esta correspondencia obtenemos
conjuntos ordenados de infinitos nimeros reales.

A(N) ={a,,a,,a;,...}

A los nimeros naturales que indican la posicion de cada elemento, se les
Ilama indices y a los numeros reales, términos de la sucesion.

A la expresion que nos indica el valor de cada término en funcién de su
indice se le llama término general.

Ejemplo: Calculamos los primeros términos de la sucesion de término
general

3n
a, =
an+2

Los tres primeros términos seran:



31 3 1 3.2 6 3 3.3 9
alziz—z—’azziz—z—’asziz—
4.1+2 6 4.2+2 10 5 4.3+2 14

En algunas sucesiones los términos se acercan paulatinamente a un cierto
numero real, del que llegan a estar tan préximos como se quiera. Dicho
namero, que definiremos a continuacion, recibe el nombre de limite de la
sucesion.

A.2. Limite de una sucesion. Sucesiones convergentes

Una sucesion de nimeros reales {a,} tiene por limite el nimero real a,
cuando para todo nimero real positivo ¢ existe un nimero natural n, tal que
paratodo m > n se verifica que \am - a\ < &. Escribiremos

lima,=a<Ve>0 3neN/ |a,—aj<e Vm=n

n—oo

Diremos también que la sucesion tiende hacia a. No importa que haya
términos mayores o menores que el limite a, lo que debe ocurrir es que a partir
de un indice m las diferencias entre los términos sucesivos y el limite sean
menores que cualquier valor previamente fijado ¢ .

Una propiedad importante que se deduce de la definicion que acabamos
de dar es la siguiente: si una sucesion tiene limite este es unico.

A las sucesiones con limite se les Ilama convergentes.

Ejemplo: Comprobamos que tiene limite 1 la sucesion de término general

n+1
n = n
Efectivamente
m+1l J_m+l-m |1
m m m
1 1
—<ESM>—
m &

. . 1
Para que se cumpla la condicion de limite basta tomar n > =
&



La sucesion de nimeros reales (a,) tiene limite infinito si para cualquier

valor que fijemos A se puede conseguir que todos los terminos a partir de uno
dado sea mayores que A, sin mas que dar valores a n tan grandes como sea
necesario. Escribiremos

lima, =0 < VA>0 3IneN/ a,>A Vm=2>n

n—o0

Diremos tambiéen que la sucesion tiende a infinito.

A.3. Sucesiones monotonas y acotadas
A.3.1. Sucesiones monotonas.

Una sucesion {a,} es monétona creciente cuando cada término es mayor
o igual que el anterior, es decir

a <a . VheN

n — “n+l

De la misma forma, una sucesion ser& monotona decreciente cuando
cada termino es menor o igual que el anterior, es decir

a>a . vneN

n = “n+l

Una sucesion {a, } es estrictamente creciente si es mondtona creciente y
todos sus terminos son distintos, es decir

a,<a,; vnelN

Es estrictamente decreciente cuando es mondtona decreciente y todos
sus términos son distintos, es decir

a>a . vneN

n n+1

A.3.2. Sucesiones acotadas.

Una sucesion {a, } estd acotada superiormente si todos los términos son
menores o iguales que un namero real k, es decir

a,<k vneN



A k se le llama cota superior de la sucesion. Cualquier nimero real
mayor que k es también cota superior de la sucesion.

Una sucesion {a,} esté acotada inferiormente si todos los términos son
mayores o iguales que un namero real h, es decir

a,<h vneN

A h se le llama cota inferior de la sucesion. Cualquier numero real menor
que h es también cota inferior de la sucesion.

Se dice que una sucesion esta acotada si tiene cota superior e inferior.
Ejemplos:

a) Sucesién mondtona creciente:

a, =" =143 .
n+1 3 2

b) Sucesion monotona decreciente:

a —"*1 fa1=234
n 2 3

c) Sucesion acotada superiormente
a,=-4n+3 {fa,}=-1-5,-9, ..
La sucesion estd acotada superiormente pues —1 es una cota superior.
d) Sucesion acotada inferiormente

a,=2n fa,}=2,4,86,..

n
La sucesion esta acotada inferiormente pues 2 es una cota inferior.
A.3.3. Una sucesion monotona y acotada: el nimero e.

Un ejemplo de particular interés lo constituye la sucesion de término
general



Sus primeros términos son

9 64 625 7776

4’27256 31257
Esta sucesion es estrictamente creciente y esta acotada superiormente.
Tiene como limite un namero irracional, conocido como e, cuyas primeras
cifras son

e =2.71828182845904...

El nimero e es la base de los logaritmos neperianos.

A.4. Operaciones con limites. Calculo de limites

A.4.1. Operaciones. Si a, y b, son dos sucesiones que tienen limite finito

lima, = a; limb, =b

n—o n—o
se verifica que:
a) El limite de la suma es la suma de los limites:

lim(a, +b,)=a+b

N—o0

b) El limite de la sucesion opuesta es el opuesto del limite de la sucesion:

lim(-a,)=-a

n—o0
c) El limite de la diferencia es la diferencia de los limites:

lim(a, —-b,)=a-b

n—oo

d) Producto por k: El limite de k -a, es el producto de k por el limite de a, :

limk-a,)=k-lima,

n—oo n—o



e) El limite del producto es el producto de los limites:

lim(a,-b,)=a-b

n—oo

f) El limite de la inversa es el inverso del limite (siempre que éste no sea
nulo):

imt =1 pxo
b

n—oo

g) El limite del cociente es el cociente de los limites (siempre que el del
denominador no sea nulo):

im& =2 p=o
b

n—oo

h) El limite de la potencia de exponente b, es la potencia b del limite, siempre
que éste sea positivo:

lima,* )=a’, a>0

n—o

i) El limite del valor absoluto es el valor absoluto del limite

limla,| =|a|

n— oo

Ejemplo: Hallar el Iimi:” sabiendo que a, =1+% y b, =7—2—5n.

Calculamos primero los limites de a, y b,

Iim(l+2j _14 Iim(zj —110=1
n—oo n n—oo n

Iim(7—5) =7- Iim(5j =7-0=7
n—ow n n—wol 2n

Como lima, =1y limb, =7, aplicando las propiedades de los limites, se

n—oo n—o

. . 1
tiene que Ilma—”:

n—o0o bn 7 '



A.4.2. Indeterminaciones. En el calculo de limites de sucesiones son
frecuentes las indeterminaciones, es decir que la expresion tome una forma
indeterminada de uno de los tipos siguientes.

9 x 0- 00 — 00 1 o 0°
0 o0

Forma de actuar en algunos casos particulares:

a) Cociente de polinomios: Suele dar lugar a una indeterminacién del tipo

Q0 R . -/ .-
—. En este caso la indeterminacion desaparece dividiendo numerador
0

y denominador por la potencia maxima de n que haya en el
denominador.

b) Radicales: La diferencia de radicales puede dar lugar a una
indeterminacion del tipo «o—o0. En este caso, para resolverla hay que
multiplicar y dividir por la expresion radical conjugada.

A.5. Progresion aritmética y geométrica
A.5.1. Progresion aritmética.

Una progresion aritmética es una sucesion de numeros reales en la que
cada término se obtiene sumando un numero fijo al anterior. A dicho nimero
se le llama diferencia de la progresion aritmética y se designa con la letra d.

Para calcular un término cualquiera de la progresion aritmética utilizamos
el término general
a,=a +(n-1)d

y sustituyendo n por el indice del término que queremos determinar obtenemos
el valor de ese término.

La resta de dos términos de una misma progresion aritmética es igual a la
resta de sus indices multiplicado por la diferencia d. Por la tanto conociendo
dos términos de una progresion aritmética conocemos tambien la diferencia d.

a

d="0"%

q

qa-p




La suma de los k primeros términos de una progresion aritmética
coincide con el producto del nimero k de términos por la semisuma del
primero y el dltimo.

a +a,)

skz( Sk

Ejemplo: Las edades de 6 hermanos forman una progresion aritmética de
diferencia 2 afos. Si el menor de ellos tiene un afio, calcular la suma de sus
edades.

La edad del mayor sera

a;=a,+(6-1)2=11

y la suma de las edades de los seis

SG — (al-;as)G: (1_;11)6236

A.5.2. Progresion geométrica.

Una progresién geométrica es una sucesion de niameros reales en la que
cada término se obtiene multiplicando por un namero fijo al anterior. A dicho
numero se le llama razon y se designa por la letrar.

El termino general de una progresion geométrica es

a =a-rt

y su razon dados dos términos conocidos de la progresion sera:

Ejemplo: Consideremos la siguiente situacion: Los ciclistas A y B se
preparan para una competicion. El ciclista A comienza con 1000 metros, y
todos los dias agrega 1000 metros mas, en tanto que el B empieza con 100
metros y cada dia duplica lo hecho el dia anterior. {Cuantos metros recorre
cada uno el decimo dia?



El ciclista A aumenta el recorrido segin una progresion aritmética, es
decir

a, =a, +(n—1)d =1000+ (10—1)-1000 = 10000

En cambio el B aumenta su recorrido segun una progresion geométrica,
por lo tanto

b, =b,-r"* =100-2"" = 51200

La suma de los k primeros términos de una progresion geométrica se
calcula mediante la formula siguiente:

a - r-a

S, =
“ra1

a, y a, son los términos primero y altimo, respectivamente, y r es la
razon de la progresion geométrica.

Si lo que queremos es determinar el limite de la suma de los términos de
una progresion geomeétrica decreciente (0<r<1) cuando el ndmero de
términos tiende a infinito estudiamos

: . a,-r—a
limS, =lim—" -~

n—o n—o r-1

Teniendo en cuenta la expresion de a, y que que 0<r <1, resulta

lima, =lima, - r"* =0

n—ow n—o

y por tanto el limite de S, pasa a ser

: —-a a
limsS, =1 =+
n—e r-1 1-r




Apeéndice A

Sucesiones de numeros reales

Ejercicios resueltos

. . A 3n
1. ¢Esta la sucesion de término general a, = 1
n+

acotada?

Una cota inferior es -1, pues

3n-5
n+1

-1<

< -nN-1<3n-5<4<4n

lo cual se cumple cualquiera que sea el numero natural n.

Una cota superior es 3, pues

3n-5
n+1

<3<3n-5<3n+3<-5<3

La sucesion tiene cota inferior y superior, por lo que esta acotada.

2. Hallar el término general, el limite (si lo tiene) y clasificar la siguiente
sucesion:

gl

[C BN
|—\‘|—\
wlo

|—\‘|—\
\1_00

En el numerador vemos que la diferencia d entre dos términos es 3, por
tanto se trata de una progresion aritmetica de la forma



a,=a,+(n-1) 3. Como a, =4, el término general del numerador
sera a, =4+3n-3=3n+1.

Siguiendo el mismo razonamiento para el denominador obtenemos
b, =4n+1.

Entonces la sucesién considerada tiene como término general:

c - 3n+1
" 4n+1

Su limite sera:

. 3n+1 . 3+1/n 3+0 3
lim =lim = =—

noedn+l no=4+1/n 440 4

. .3
La sucesion es convergente de limite 1

3. Hallar, para la sucesion

N w

nlO
| ©

7
’6’

a) El término que ocupa el lugar 123; b) su limite y c) el término de la
sucesion a partir del cual la diferencia con el limite es, en valor absoluto,
menor que 1/100.

a) El término general es a, = % por tanto el que ocupa el lugar
123 seré:
_2-(123)+1 247
#2.(123) 246

b) Para calcular el limite dividimos primero los dos sumandos del
numerador entre el denominador

2n+1 (

lim =lim

n—oo n n—o

1+1j:1+0:1
2n

c) Imponemos la condicion:



1 2n+1 1 1 1
a,-1<. = = “l< = <
100 2n 100 2n 100
:>i<i:>2n >100=n>50
2n 100

Por tanto a partir de a.,, la diferencia con el limite es menor que 1/100.

2
4. Calcula L = “mLGS :

n—o n

n—o0 n2 nN—o0 n n2 n—o0 n n—oo n2

2
lim = 21215 _ Iim(3—2—5j _3_lim?2 _lim > =3

2
5. Hallar el lim 2" sabiendo que a, = n jl y b, :5_n.
e n n+1

Calculamos primero los limites de a, y b,. En ambos casos tenemos

una indeterminacion del tipo * por lo que dividiendo numerador y
o0

denominador por la potencia maxima de n que haya en el denominador
se simplifica la expresion.

2 2
e N =

5n

Iim(Snj:Iim N =tim =5
n—owo\ N +.1 n—o n,=- n—o +

Como lima, =1y limb, =5, aplicando las propiedades de los limites

n—oo

. a1
se tiene que lim-—"==.
b, 5

n—oo

2n+1

6. Calcula L=Iim[3nj "
noo\ N+ 2



Tenemos un cociente de polinomios elevado a otro, cada uno de los

. . ., . o0
cuales produce una indeterminacion del tipo —. Calculamos por

o0
separado los limites de la base y del exponente:
3n
Iim(gnjzlim 0 timl S |=3
n—o\ N+ 2 n—w n.- n—ao 145
n n n

Iim(2n+lj _ Iim[2n+1j - Iim[2+1j _2
n—o n n—oo n n n—o n

Por las propiedades de los limites, L serd igual a 3* =9.

7. Calcula L = Iim(x/n2 +3 —n).

n—oo

Aparece una indeterminacion del tipo o« —oc. Multiplicamos y
dividimos por la expresioén radical conjugada:

L:nmm_n:nm(m—n)(mm)
o i Jn? +3+n
2 2
i #8-nt L 3
”—>°°\/n2+3+n n—>w\/n2+3+n

8. Calcula L = lim («/nz-Sn +2 —n).

n—oo

Como en en ejercicio anterior, multiplicamos y dividimos por el
conjugado:

L:m(m_n):m( n%mmm)

. n%3n+2-n> . —3n+2
=lim =lim————

e n2.3n+2+n  "*4/n%-3n+2+n




Hemaos obtenido una expresion indeterminada del tipo *  Dividimos
o0

numerador y denominador entre n y tomamos limites:

3.2
L = lim n _ ~—3+0 _ 3
n%\/l_3+21 1-0+0+1 2
n n°

2
2 n
I ., o n°+2
9. Hallar el limite de la sucesion cuyo término general es an:( > J :
n

272

n?+2) 2\ 1)z
a,=|—— | =a,=1+-5| =a =1+,
n n?/2

n

m
Dentro del corchete nos queda una expresion de la forma (1+j ,
m

que tiende al nimero e cuando m — . Por tanto

2 2
n2

: : 12 : 12 2
lima, =lim |1+ = lim 1+— =e
n?/2 o=~ n?/2

n—o n—o

n2

10. Sabiendo que la diferencia en una progresion aritmética es —3 vy el
término vigésimo vale —18, halla el primer término y la suma de los 20

primeros.
Despejando en la formula del término general con n =20 obtenemos:

a,=a,+19d > -18=4a,+19-(-3) = a, =39

La suma de los 20 primeros sera:

S, = a1+2a2°20 — (39-18)10 = 210

11. Una rana quiere cruzar un charco de 2 metros. La rana es capaz de saltar 1
metro en el primer salto, pero se va cansando por lo que cada salto es mas

pequefio que el anterior, segun la relacion L, =L, r, siendo r<1.Sienel



cuarto salto avanza 1/8, averigua la razén y si la rana conseguira llegar a la
otra orilla.

Despejamos la razon de la formula del término general

a4:a1'r3:>1=1'r3:>r:iF:l
8 8 2

Para obtener la distancia maxima que la rana es capaz de recorrer
saltando, calculamos la suma de los infinitos términos de una
progresion geométrica decreciente, de razén r =1/2:

Por tanto la rana no consigue cruzar el charco, pues necesitaria un
tiempo infinito.



Ejercicios propuestos (las soluciones se encuentran al final)

1. Halla el término general de las siguientes sucesiones.

a)ig,@,@...

3 9 27 81
b) 2,5,10,17, 26, 37 ...
c)1,-35-7,9

2. Determina si las siguientes sucesiones estan acotadas.

n+1

a)a, =——
n

b) b, ="
on

2

, halla un término a partir del

3. En la sucesion de término general a, = o1
n j—
cual los siguientes disten de 3 menos de una milésima.

4. Definimos la sucesion cuyo término general tiene la siguiente expresion:

n+2 sinesimpar

n 1 )
——— sines par
n+2

¢ ES una sucesion monétona? ;Converge?

. A 1
5. Dadas las sucesiones cuyos términos generales son a, =n*+3, b, ==Yy
n
n®+1 - o
.= , calcular los siguientes limites:
n
a) lim(a, +b,) d) lim (b, —c,)
nN—0 N—
b) lim (a, —c,) e) lim(a,-b,)
n—oo n—oo

¢) lim (a, +c,) f) lim (b, /c,)



6. Calcula los siguientes limites:

3/n3 27\ n+5
An*+2n-1 4) lim (1+n ] !
N—> n+1 oo | n4+1

a) lim

: n’+3
b !]I_I;g:a 2n2_7 e) Ilm (n2+2) —7n+55
c) Iimw f) lim (\/n2+7n—\/n2+n)

n—>o 400n° +3n

2

7. Demuestra que la sucesion ——;

+1 .. . .. 4
tiene por limite —.
3 7

8. Comprueba que las sucesiones de término general a, =(-1)"+1

b — 2" +(-2)
2I’]

y b, carecen de limite.

9. Halla el limite de las siguientes sucesiones cuando n tiende a infinito.
(3n + 2)3”
a) a, =
3n+1
b) b = (””}
n

10. En una progresion aritmética el primer término es 7, el Gltimo es =15y la
suma —48. Calcula la diferencia y el namero de términos de la progresion.

11. Halla los angulos de un triangulo rectangulo sabiendo que estan en
progresion aritmética.

12. Calcula la diferencia de una progresion aritmética en la que el tercer
término es —4 y la suma de los ocho primeros es 24.

13. Calcula la razon de una progresion geométrica si se conocen a, =3 y
1

a,=—-.
243



14. Halla el primer término y la razon de una progresion geométrica, sabiendo

Lo 1
que el tercer término es -1 y el sexto es 7

15. Halla la suma de los términos de la progresién ilimitada siguiente.

11
7

’

Wl
O



Soluciones a los ejercicios propuestos

b) n°+1  c¢) (-)"*(2n-1)

a) Si; por ejemplo entre 1y 2.
b) Si; por ejemplo entre 0y —1/5.
c) Si; por ejemplo ente —2/3 y 4/9.

3. A partir de a.,, , inclusive.

4. No. No.
5.

a) o b) o C) o d) —oo e)l
6.

a) 1 b)1/¥2 c¢) » d) oo e)0
7. Para cualquier ¢ >0 basta con tomar n > 19:9216 :

&

8.

a) {a,}=0,2,020.. b) {a,}=01010...
9.

a)e b) e’
10. n=12, d =-2.
11. «=30°,4=60°y =90°.
12. d =14/3.
13. r=1/9.
14. a,=-9; r=-1/3.

15. S=3/2.

f)0

f)3

10



Apeéndice B
Algunas funciones elementales

B.1. Funcién potencia n-ésima
Una funcidn potencia n-ésima es una funcion de la forma
f(x)=x"

donde la base x es una variable y el exponente n un ndmero natural. Es la
forma mas sencilla de las funciones polinémicas

f(x)=a x"+a, X" +..+aXx+a,

Las funciones potencia n-ésima estan definidas para todo numero real, por
lo que su dominio es R . Son continuas en todo su dominio.

El recorrido de las funciones potencia n-ésima sera:
-El intervalo [0,0) si n es par.
-Todo R sinesimpar.

En una funcion polindmica f(x)=a x"+a, X" +..+ax+a, el
término de mayor grado es el que determina su comportamiento en el
infinito. Esto se debe a que, si n>m, la funcién x" crece mas rapido que la
funcion x™, para x >1. Su comportamiento en el infinito depende de si n es
par o impar y del signo de a,:

lim f(x)=+o sia >0

X—>too

lim f(xX)=-o sia, <0

X—>to0

n par



lim f(x)=120 sia,>0

nimpar {7+ _
{Ilm f(X)=Fo si a, <0

X—>to0

Se representan a continuacion dos ejemplos de funcién potencia n-ésima.

[ = O =]

1 -z 1 5 1 2
-4
-z =il 1 z -

il -8

Fig. B.1. Funcion y = x* Fig. B.2. Funcion y = x°

B.1.1 Binomio de Newton

Es la potencia n-ésima de la suma de dos nimeros reales. Su expresion
desarrollada es la siguiente:

(a+b)" :(nja”bo +(nja”lb1 +...+(_nJa”ib‘ +...+(nja°b“
0 1 i n

.. n ] , ) )
Los coeficientes [ ] se denominan numeros combinatorios y se
m

ny n!
(mJ_ m!- (n—m)!

. U 6! 6-5-4.3.2-1
Ejemplo: = = =
2) 2.(6-2)! (2-1)-(4-3-2-1)

calculan del siguiente modo:

Calculando de la misma forma los demas coeficientes, obtenemos:

(a+h)° = (GJae + (GJaF’b + (GJa“bz + (6Ja3b3 + (GJazb“ + (GJaN + (GJbG =
0 1 2 3 4 5 6

=a’ +6a°b +15a°b? + 20a°b® + 15a°b* + 6ab® + b®



Propiedades de los nUmeros combinatorios

n n
L] |=1, =1 1
0 n 121
n n 1331
Il. ( ] =( J 14641
m n—m
n n n+1
Il. + =
Estas tres propiedades se reflejan en el tridngulo de Tartaglia o de
Pascal, formado por los niUmeros combinatorios. Vemos que se cumple:
1. Los extremos de cada fila valen 1 (propiedad ).
2. El triangulo es simétrico (propiedad I1).

3. Cada numero es suma del que tiene encima y el
que esta a la izquierda de este (propiedad I11).

B.2 Funcién exponencial. Funcidén logaritmica

Una funcién exponencial es una funcién de la forma f(x) =a”, donde la
base a es un namero real positivo y el exponente x es una variable. En todas
las funciones exponenciales se verifica f(0)=1, pues a’ =1 para cualquier
a, por lo que todas pasan por el punto (0,1).

El dominio de la funcién exponencial es todo R y su recorrido es el
intervalo (0,0). Las funciones exponenciales son continuas en todo R .

El crecimiento y decrecimiento de las funciones exponenciales depende
del valor de a:

Si a>1 la funcion exponencial es creciente en todo R .
Si 0 < a <1 lafuncidn exponencial es decreciente en todo R .

El comportamiento en el infinito también depende del valor de la base:

a>1=Ilima*=0, lima"=+x

X—>—00 X—>+00
a<l=lima“=+w, lima*=0
X—>—00 X—>+0

Una funcion exponencial de especial importanciaes y =e*.



Representamos dos ejemplos de funcion exponencial, de bases mayor y
menor que 1 respectivamente.

4 4

3 3

™
]

_/ \

-2 ol 1 2 -2 el 1 2
-1 =il

Fig. B.3. Funcion y = 2 Fig. B.4. Funcion y =(4)"

Tras haber visto las caracteristicas principales de las funciones potencia n-
ésima y exponencial, recordamos las operaciones principales relativas a este
tipo de funciones.

a) El producto de potencias de la misma base es igual a la base elevada a
la suma de exponentes.

b) El cociente de potencias de la misma base es igual a la base elevada a
la diferencia de exponentes.

c) El producto de potencias de igual exponente es igual al producto de las
bases elevado al exponente.

a"-b" =(ab)"

d) El cociente de potencias de igual exponente es igual al cociente de las
bases elevado al exponente.

e) La potencia de una potencia es igual a la base elevada al producto de
exponentes.



Las raices se pueden considerar potencias de exponente fraccionario.
Aplicandoles las mismas reglas obtenemos:

a) La raiz del producto de dos numeros es igual al producto de las raices
de los nameros.

b) La raiz del cociente de dos numeros es igual al cociente de las raices de

los niimeros.
b b

c) Para calcular la raiz de la raiz de un nimero se multiplican los indices.

El logaritmo en base a de un nimero x es el exponente al que hay que
elevar la base para obtener dicho nimero; es decir : log, x=y < a’ =x.

Una funcion logaritmica es una funcion de la forma f(x) =log, x, donde
a es un numero real positivo y distinto de 1. En toda funcién logaritmica se
verifica f(1) =0, pues al ser a° =1 entonces log, 1= 0, para cualquier a. Asi
pues, todas pasan por el punto (1,0).

La expresion y=log, x es equivalente a a’ =x, por lo que la funcion

logaritmica es la inversa de la funcion exponencial. Por ello  sus
representaciones graficas son simétricas con respecto a larecta y = x.

El dominio de la funcion logaritmica f(x)=log,x es (0,0) y su
recorrido es todoR . Las funciones logaritmicas son continuas en (0, ).

El crecimiento y decrecimiento de las funciones logaritmicas depende,
como en las exponenciales, del valor de a.

Si a>1, f(x)=Ilog, x es creciente en (0,0). Ademas la funcion sera
positiva para los valores de x mayores que 1, y negativa para los valores de x
menores que 1.

Si 0<a<1, f(x)=log,x es decreciente en (0,0). La funcion seré
negativa para los valores de x mayores que 1, y positiva para los valores de x
menores que 1.



Su comportamiento en el infinito también depende de a.

a>1= limlog, x = 4+

X—>+00

a<l= limlog, x=—o

X—>+00

Representamos a continuacion dos ejemplos de funcion logaritmica, el
logaritmo neperiano o natural y el logaritmo en una base menor que 1.

2 2

1 1
1 2 3 4 1 2 3 4

-1 b

) -2
Fig. B.5. Funcion y =1Inx Fig. B.6. Funcion y = Iog}/2 X

Como hemos hecho en las funciones potencia n-ésima y exponencial,
recordamos las operaciones principales relativas a los logaritmos.

a) El logaritmo de un producto de dos nimeros es la suma de los
logaritmos de los nimeros.

log, (xy) =log, x+log, y

b) El logaritmo de un cociente de dos nimeros es la diferencia de los
logaritmos de los nimeros.

Ioga§: Ioga X_Ioga y

c) El logaritmo de una potencia de x es el producto del exponente por el
logaritmo de x.

log, x" =nlog, x

d) El logaritmo de una raiz de x es el logaritmo de x dividido entre el
indice.

log, ?/x = log, x* = lloga X
n



B.3. Funciones trigonométricas y sus inversas

Las funciones trigonométricas son periodicas de periodo 2z, lo cual
significa que sus valores se repiten cuando la variable se incrementaen 27, es
decir

f(x+27)=f(x), VxeR

Las funciones trigonométricas basicas son seno, coseno, tangente y sus
inversas arco seno, arco coseno y arco tangente.

Funcion seno, y =sen x . Caracteristicas principales:
-Su dominioes R .
-Su recorrido es el intervalo [-1,1].

-Es continua en todo su dominio.

-Es periddica de periodo 2 .

-No existe el limite de sen x cuando x tiende a +o.
-Es una funcion impar: sen(—x) = —sen x .

-Representacion:
AWA
-2 Pi —\/ P\j?i
!

Fig. B.7. Funcion y =sen x

Funcion coseno, y = cos x . Caracteristicas principales:
-Su dominioes R .
-Su recorrido es el intervalo [-1.1].

-Es continua en todo su dominio.

-Es periddica de periodo 2 .

-No existe el limite de cos x cuando x tiendea +oo.
-Es una funcion par: cos(—x) =cos X .

-Representacion:
-2 P1 W U 2 Pi
!

Fig. B.8. Funcion y =cos x




Funcion tangente, y = tan x. Caracteristicas principales:

-Su dominioes R .
-Su recorridoes R .

-Es continua en todo su dominio, excepto en los puntos {72[ +7K ke Z} :
-Es periddica de periodo 7.
-Las rectas x :%+ kz, keZ son asintotas verticales.

-Es una funcion impar: tan(—x) = —tan x..
-Representacion:

20

J_ 2
T Fi T

-20

Fig. B.9. Funcion y =tan x

Las funciones seno, coseno, tangente no son inyectivas, es decir tienen la
misma imagen para distintos valores de la variable. Para que existan sus
funciones inversas, las definimos solo en ciertos intervalos.

Funcion arco seno, y =arcsen x . Caracteristicas principales:
-Su dominio es el intervalo [-1, 1].

-Su recorrido es el intervalo {—%%}

-Es continua en todo su dominio.
-Es creciente en todo su dominio.
-Representacion:

SHhat
Fig. B.10. Funcion y = arcsen x

Funcion arco coseno, y = arccos x . Caracteristicas principales:
-Su dominio es el intervalo [-1, 1].
-Su recorrido es el intervalo [0,7].



-Es continua en todo su dominio.
-Es decreciente en todo su dominio.
-Representacion:

=il -0.5 0.5 1
-0.5

Fig. B.11. Funcion y =arccos x

Funcion arco tangente, y = arctan(x). Caracteristicas principales:
-Su dominioes R.

. . T T
-Su recorrido es el intervalo | — =, = |.
2 2
-Es continua en todo su dominio.
-Es creciente en todo su dominio.
. JT . T
-limarctan x ==y lim arctan x = —y

X—>0 X—>—00

-Representacion:

-10 5 10

Sla]

Fig. B.12. Funcién y = arctan x

Existen diversas relaciones entre las funciones trigonométricas seno,
coseno y tangente. Entre las mas utilizadas se encuentran:

a) sen’a+cos’b=1.

b) sen(a+b)=sena cos b+ cos a senb.
Caso particular: sen 2a =2sen a-cosa.

c) cos(axb)=cos a cosbFsena senb.
Caso particular: cos2a = cos® a—sen’a.



10

sen (@th) tanazxtanb
cos (@a+h) 1ftanatanb’

d) tan(axbh) =

. 2tana

Caso particular: tan2a = ————.
1-tan“a

, l-cos2a

e) sen‘a=———.

2
’ 1+cos?2a
g) cos a:T.

h) sen (Z - a) =cosa.
2

. T

i) cos (E - a) =sen a.

B.4. Funciones hiperbdlicas

Las funciones hiperbdlicas se definen a partir de f (x)=¢”.

X _ A~ X

Seno hiperbolico senh x = ¢

-Su dominioes R.

-Su recorridoes R.

-Es continua en todo su dominio.

-Es simétrica respecto al origen.

-Es creciente en todo su dominio.

- lim senh X =+ y lim senh x = —o0,

X—>+00 X——00
-Es una funcion impar: senh(—x) = —senh(x).

-Representacion:
10

-10

Fig. B.13. Funcion y =senh x
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e 4+e "

Coseno hiperbdlico cosh x =
-Su dominioes R.
-Su recorrido es el intervalo [1, ).
-Es continua en todo su dominio.
-Es simétrica respecto a OY con un minimo en el origen.
- lim cosh x = lim cosh x =+

X—>+00 X—>—00
-Es una funcion par: cosh(—x) = cosh(x).

-Representacion:
10

g
5]
4
2

-3 -2 -1 1 2 5

Fig. B.14. Funcion y = cosh x

X X

senhx e'—e
coshx e +e™*

Tangente hiperbdlica tanh x =

-Su dominio es R.

-Su recorrido es el intervalo (~1,1).
-Es continua en todo su dominio.
-Es simétrica respecto al origen.

-Es creciente en todo su dominio.

- limtanh x=1 y lim tanh x =-1.

X—>+00 X—>—00
-Es una funcion impar: tanh(—x) = —tanh(x).
-Representacion:

=il

Fig. B.15. Funcion y =tanh x

Como ocurre en las trigonométricas, existen diversas relaciones entre las
funciones hiperbolicas. Entre las méas utilizadas se encuentran:

a) cosh® a—senh’a =1.



b) senh(a+b) =senh a cosh b+ cosh a senh b.

Caso particular: senh 2a =2senh a-cosha.

c) cosh(a+b)=cosh a cosh b+senh a senh b.

Caso particular: cosh 2a = cosh® a+senh’a.

senh (a+b) tanhazxtanhb

d) tanh(a+b) = = .
cosh (axb) 1+tanhatanhb

2tanha

Caso particular: tanh2a = ———.
1+tanh®a

12



Apeéndice B

Algunas funciones elementales

Ejercicios resueltos

1. Escribe el término en X’ que aparece al desarrollar (X +2)°.

9 o
(x+2)’es la suma de todos los términos de la forma ( jx9'2' con i
|

entre 0y 9; X aparece para i=4, y el correspondiente término es
9
@ X' 12% =126-16x> =2016x’

2. Calcula la suma de todos los nimeros combinatorios

ol (i f(0)

o TR SO I SO B

0 1 i n

Sabemos que

(a+b)" = (nja”bo +(nJa”1b‘ +o+ [_nja”ibi o+ [njaob“
0 1 I n

Si a=b=1 quedara



n n n
A+D"=| 1"M°+| p"M++] 1"
0 1 n
n n n n
2" = + +o | |+t
0 1 I n

Luego la suma de los nimeros combinatorios vale 2".

3. Halla el dominio de la funciéon y =+/1—sen’X .

Como sabemos que una raiz cuadrada sélo esta definida si el radicando
es mayor o igual a 0, entonces Yy =+/1 —sen” X estara definida si

y=+1-sen’x >0 < 1-sen’ x>0

Puesto que sen’Xx<1Vx, la funcién dada estd definida para todo

numero real.
4. Halla el dominio de la funcién y = In(x*> —16)

Como los logaritmos sélo estdn definidos para valores positivos de la
variable, y = In(x* —16) estd definida si y s6lo si

X’ =16>0< x>406x<—4
Es decir, para X € (- 00,—4)U (4,00).
5. Hallar cosa, seca, coseca y cotana si a = arcsen (2/3) .

a = arcsen (2/3) = sen X = 2/3 ; entonces

2
cosX=+/1—-sen’ x = 1_2 zﬁ

3 3

3
secX = =—
cosX /5

cosecxX =

_3
senX 2



cosx /5

cotanx = =
sen X 2

6. Resolver 27 =16.

Se trata de una ecuacion exponencial. Expresamos el segundo miembro
como potencia de 2 e igualamos los exponentes.

2P =2 =5 x-3=4=x=1

7. Expresa el logaritmo log{M

( 3)2 } como una suma o resta de logaritmos.
X+

1og[x(x+2)} togx(x+ 2)]~log(x+ 3) =

(x+3)

= log(X) + log(x +2) — 2log(x + 3)

&. Calcular L = limln—x.
X—>00 X

Cuando X — o su logaritmo neperiano también lo hace, por lo aparece
una indeterminacion del tipo —que se puede eliminar directamente
e}

aplicando la regla de L’Hopital. Para ello derivamos el numerador y
denominador,

=liml:0

X—>0 X

im

—>0

1
L — tim ) %

G

9. Calcular lim "3

Hg 1—2cos X

: p/s
Tanto el numerador como el denominador se anulan en X = 3 por lo

que aparece una indeterminacién del tipo o que se puede eliminar

aplicando la regla de L"Hopital.



L = lim (sen3x) ~ lim 3cos3x

- (l —2cos X)' x>% m -

3c0s(3-73rj 3 3
cos7 -
- r T 3 3
2sen§ 2sen— 2.~
2

10. Demostrar las siguientes relaciones:

a) senh x+coshx=e*.
e*—e e*+e " |
+ =e

senh X + cosh X = =
2 2

b) cosh® x—senh’ x =1

senh X = e e’ = senhz(x) _ (ex)z +(e’x )2 —DpXe™X _ e Lo 2X_9
4 4
coshXx = e’ — cosh?(x) = (ex) +(e’x )2 +2p%e™* _ e 4 410
4 4
Entonces

e +re ™ +2 e+e -2
4 4

cosh’ X —senh’x =

=1



Ej ercicios propuestos (las soluciones se encuentran al final)

1. Sin calcular los nimeros combinatorios, encuentra los X que hacen que se
cumplan.

9 9 y
a) + =
4 3 X
14
b) y + i
X X+1 6
2. Encuentra a y b para que la grafica de la funcion f(x)=x’+ax+b pase
por los puntos (1, 1)y (-1, 1).

3. Calcula los siguientes limites:

a) lim (=X’ + x* + x +1)
5
b) lim X~

x—=>1 X _1

4. Encuentra el recorrido de las siguientes funciones:

a) f(X)=x>-2x+4
b) g(x)=x>—22x+2

5. Calcula los siguientes limites:

2X

a) lim
) X—>0 2X

2X 2
b) lim >
x>0 X3% 41

log, X’

¢) lim
X—© 10g2 X

6. Halla el dominio de las siguientes funciones:

2X

a) f(X):ln2

b) g(x) =log, e”



7. Resolver 57 =625.

X 2

8. Resolver (3\/5)27 =2".
9. Resolver In3x+4)—1In(2-5x)=2In5.
10. Resolver log,,(x* +X+44) =2

11. Usando las propiedades de los logaritmos, simplifica las siguientes
expresiones.

a) %ln(4t4)—ln2

b) 3Inyt* —1—In(t +1)

¢) In(3x* —9X)+ln[LJ
3X

12. Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) cosec X =
sen X

1
b) cotan X =——
tanx

13. Sabiendo que o € (%, ﬂj y que o =arc sec(— ﬁ), halla sen« , cosa

tana y coseca .

X—sen X

14. Calcular lim .

x—0 X

15. Dado senh X = 4/3 halla los valores del coseno y la tangente hiperbolicas.



Soluciones a los ejercicios propuestos

1. a)x=4 y=10
b) x=5 y=13

2. a=-1 b=1
3. a)—w
b) 5/2

5. a) o
b)

In4
c) —
In3

6. a) (0,2)
b) (—OO, + OO)

7. x=13/2
8 x,=2/3 X, =—1
9. x=23/64
10. x,=7 X, =—8
11. a) 2Int

b) In(t—-1)

¢) In(x-3)

12. Ambas existen en todo R excepto el conjunto de puntos en que se anula el
sen X, quees {X=Kkz, keZ}

13 senoz—i cosoz——L tana = -2 cosecoz——5
' 5 J5 2
14. 1/6

15. coshx = é; tanh X :i
3 5



Apeéndice C

NUmeros Reales y Complejos

C.1. Los nUmeros reales

Suponemos conocido el conjunto de los ndmeros reales R. Vamos a
definir y estudiar en R algunos conceptos como relaciones de orden,
intervalos, cotas y valor absoluto.

C.1.1. Relaciones de orden.

Sea el conjunto de los numeros reales R. Decimos que entre los
elementos de un subconjunto suyo S existe una relacion de orden si y sélo si
se cumplen las siguientes propiedades:

a) Reflexiva: a<a, VaeS$S
b) Antisimétrica: a<b,b<a—=a=b, VabeS
c) Transitiva: a<b,b<c=a<c, Va,b,ceS

Conocemos distintos subconjuntos de R, por ejemplo los ndmeros
naturales, los enteros, los racionales y los reales. En todos ellos esta definida la
relacion de orden.

En N: 1<2<3<..

En Z: -2<-1<0<1<2<...
EnQ: “< i, <ii
h 2



Propiedades de la relacién de ordenen R.
a) Es compatible con la suma pues se cumple

a<b—=a+c<b+c, VceS

es decir, si en una desigualdad sumamos el mismo namero a los dos
miembros, la desigualdad no varia.

b) Es compatible con el producto pues se cumple
c>0,a<b=a-c<b-c

es decir, si en una desigualdad multiplicamos por el mismo nimero positivo a
los dos miembros, la desigualdad no varia.

c) Otras propiedades:

as<b,c<d=a+c<b+d
a<0=-ax=0
as<b—=>-a>-b
c<0, a<b=a-c>b-c

C.1.2. Intervalos.

Los intervalos son subconjuntos de la recta real. Los hay de tres tipos:

- Intervalo abierto: (a,b)={reR/a<r<b }

- Intervalo cerrado: [a,b]={reR/a<r<b}

- Intervalo semiabierto (o semicerrado): puede serlo por la derecha
[a,b)={reR/a<r<b}
0 por la izquierda

(a,b]={reR/a<r<b}



Ejemplo: (— o, 3] indica el conjunto de todos los nimeros reales menores o
iguales que 3. A su vez, (\/Eoo) es el conjunto de todos los nimeros reales
mayores que /2 .

C.1.3. Cotas. Supremo e infimo. M&ximo y minimo.

Decimos que M es cota superior del conjunto D si x <M para todo x del
conjunto. A la menor de las cotas superiores de D se la denomina supremo. Si
el supremo pertenece al conjunto se le llama maximo o altimo elemento.

Analogamente, decimos que m es cota inferior del conjunto D si
X > m para todo x del conjunto. A la mayor de las cotas inferiores de D se la
denomina infimo. Si el infimo pertenece al conjunto se le llama minimo o
primer elemento.

Ejemplo: En el intervalo (— 2,7] una cota inferior es —3 y el infimo es —2,

que no pertenece al intervalo, al ser éste abierto, por lo que no existe minimo.
El 7 es la menor de las cotas superiores, es decir el supremo. Como pertenece
al intervalo, es también el maximo.

C.1.4 Valor absoluto y parte entera.

El valor absoluto de un nimero a<R es el valor que tiene
prescindiendo del signo. Coincide con el namero si es positivo y con su
opuesto si es negativo. Por tanto

asia=0
‘a‘: —-asia<0

Propiedades:
a) |a|>0

b) |a|=|-al
c) [a-b[=[al-[b]
d) |a+b|<|a|+|b]

La parte entera de un nimero x, es el valor del mayor entero menor o
igual a x. Se representa por E(x) o bien por [x]. La parte entera de x cumple:

E(X)=peZ/p<x<p+l



C.2. Los nameros complejos

Como hemos hecho en R, suponemos conocido el conjunto C de los
nameros complejos y vamos a estudiar algunos aspectos de estos nameros, asi
como las operaciones basicas entre ellos.

C.2.1 Unidad imaginaria. Forma binémica de un numero complejo.
Representacion en el plano.

Para dar solucion a la ecuacion x* +1=0 se define la unidad imaginaria

i=++/=1. Un numero complejo, escrito en forma bindmica, es una
expresion de la forma a+bi, donde a y b son nimeros reales.

El nimero aeR es la parte real del namero complejo. A beR le
Ilamamos parte imaginaria. Escribimos

z:a+bieC:>{Re(Z)=a

Im(z)=b
Si a=0, el nimero z es imaginario puro. Si b=0, z es un nimero real.

Ejemplo: el nimero complejo —1+ i tiene como parte real —1 y como
parte imaginaria 7. 7i €S un nimero imaginario puro.

Para representar los nimeros complejos en unos ejes de coordenadas se
representa en el eje de abscisas la parte real y en el de ordenadas la imaginaria.
Al punto A de coordenadas (a,b) se le llama afijo del nimero complejo

a+bi. Asi a cada complejo le hacemos corresponder un punto en el plano y
reciprocamente.

C.2.2 Conjugado de un numero complejo. Médulo. Argumento.

Sea el numero complejo z=a-+bi, cuyo afijo es el punto A, de
coordenadas (a,b), del plano. Se llama conjugado de z al nimero complejo

Z que tiene la misma parte real y la parte imaginaria cambiada de signo
z=a+bi=>z=a-bhi

Se llama mdédulo de z al nimero real

iz =+/a’+b’



Es facil ver que el mddulo de un complejo coincide con el de su

conjugado.
‘E‘ =Ja’+(-b)’ =v/a’+b? =z

Se llama argumento de z al angulo que forma el semieje positivo de
abscisas con la recta que une el origen de coordenadas O con el afijo A de z. El
argumento de z cumple

a
CoSct =—
\z

En la siguiente figura se representan un complejo y su conjugado, asi
como las partes real e imaginaria de cada uno, sus modulos y su argumentos.

Eje imaginario

b z
1Z|
o
O a__ Ejereal
_a _
1zl
b -

C.2.3 Operaciones con numeros complejos

a) Suma (diferencia): se suman (restan) partes reales entre si y partes
imaginarias entre si

@+ bi) £ +di) =a+c+ (b di

b) Producto: se realiza aplicando la propiedad distributiva del producto
respecto de la sumay teniendo en cuenta que i* = -1
(a+bi)(c+di)=ac+bdi*+adi+bci=ac—bd+(ad +bc)i



c) Division: se obtiene multiplicando numerador y denominador por el
conjugado del denominador

a+bi _(a+bi)(c—di) _ac+bd+(bc—ad)i _ac+bd  be—ad .
c+di (c+di)(c—di) c? +d? c?+d?  c?+d?

d) Potencia: se calcula desarrollando la potencia del binomio (a + bi) y
teniendo en cuenta las potencias del nimero i.

i*=i%.i= (<1)i = i
i =i%i=()i=-i2=1

Observamos que los valores de las potencias de i se repiten de cuatro en
cuatro. Asi, para calcular potencias de i dividiremos el exponente entre 4 y
calcularemos la potencia del nimero i que tiene por exponente el resto de la
division.

(2+i)°

Ejemplo: Calcular 1
—i

En primer lugar desarrollamos el numerador:
2+ =2°+3-22i+3-2-i*+i* =8+12i+6(-1) —-i =2 +11i

Ahora multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de éste:

(2+i)° _ 2+1%i  (2+1Li)Q+i)  2+11i*+(2+11)i  -9+13i 9 13.

=i 1-i . d=i)d+i) 1-i2 2 2" !

Para potencias de orden mas elevado podemos utilizar los coeficientes del
binomio de Newton.

C.2.4 Teorema fundamental del algebra.

El teorema fundamental del algebra establece que cualquier polinomio de
coeficientes reales y grado n, P,(x)=a,x"+a, X" +..+ax"+a,, posee n

raices complejas. Se cumple también que si un nidmero complejo es raiz del
polinomio, entonces su conjugado también lo es.



Ejemplo: Calcular las raices del polinomio P(x) = x> —4x*+6x—4. ¢Es
alguna de ellas real?

Segun el teorema, cada raiz compleja va acompafiada de su conjugada por
lo que el nimero de raices complejas de un polinomio es siempre par. El
polinomio que estamos considerando es de grado 3, por lo que tiene 3 raices.
Como debe tener un nimero par de raices complejas, al menos tendra una
real.

Probando con x =+1,x=4+2..., obtenemos que x =2 es raiz de P(x) y
dividiendo resulta

Hallando ahora las raices del cociente
X2 —2Xx+2=0=>x=1+-/1-2 =1+i

Entonces las raices del polinomio son x, =2, X, =1+1, X, =1—1.



Apeéndice C

NUmeros Reales y Complejos

Ejercicios resueltos

1. Halla los nimeros reales que cumplen la condicion |a| =a+3.

Si a>0:|a =a=a+3= 0=3. No existe solucion.

Sia<0: \a\=—a:a+3:a=—§.

2. Halla todos los niimeros r e R tales que |2r -1 < 4.

a)Si 2r-1>0:
2r-1>20=r=>12
2r—ﬂ=2r—1:»oszr—1<4:»{ Y e{l 5)

S>re|ls, =
2r-1<4=r<5/?2 2 2

b) Si 2r-1<0: |2r -1 =—(2r-1). Procediendo como en el apartado

anterior, obtenemos r e (— E, l} .

2 2

Los nimeros que satisfacen la condicion estaran en alguno de los dos

. . . . 35
intervalos, luego perteneceran a su union. Solucion: r 55

. ., X 1
3. Resolver la inecuaciéon 1—=> ——

1+x



a) 1+x>0 (< x>-1). Al multiplicar ambos miembros por (1+ x),
positivo, se mantiene el sentido de la desigualdad. Entonces

x<0y x-1>0
1- X a4 x) 512 ¥ —x< 0= x(x- < 0= Y X7
2 x>0y x-1<0

La primera opcion no tiene solucion. La segunda da como resultado
x € (0,1) que cumple la hipotesis hecha, x >-1.

b) 1+x<0 (< x <-1). Al multiplicar ambos miembros, por (1+x),
negativo, cambia el sentido de la desigualdad. Entonces

x>0y x-1>0
1- X |1+ x)<1= X% —x> 0= x(x~-1) > 0 = Y
2 Xx<0y x-1<0

De la primera opcion resulta x e (1, ) y de la segunda x e (—x,0).
Los valores de x que cumplen alguna de las 2 opciones perteneceran a
la union de los intervalos, luego X e (—o0,0)U (1, ). Ademas debe
cumplirse la hipdtesis x < —1. Luego nos queda x € (—o, —1) .

En consecuencia, los valores de x que cumplen la inecuacion estaran
en el intervalo x € (-0, -1) U (0,1) .

4. Calcular:
(3+2i)+(8—5i)=3+8+2i—5i = 11-3i
(1+4i)5-i)=5-i+20i —4i* =5+4+19i = 9+19i
(2+3i)(2-3i)=4-9i’=4+9=13

20+30i _ (20+30i)(3-1i)

3+i (3+i)(3-i)
60 — 20i +90i —30i> 90+ 70i .
= 92 = =9+7i

= 6254 = 4.1563+ 2 =2
it =i =it =-1



5. Calcula x de modo que F sea: a) real; b) imaginario puro.

Calculamos el cociente
X+i (x+i)1+i) x—1+#xi+i x-1 x+1.
— = - = = = +
1-i (-i)d+i) 2 2 2

a) Para que sea un numero real la parte imaginaria a de ser nula. Por
tanto

X—Jr1=O:x=—1

b) Para que sea imaginario puro la parte real ha de ser nula. Por tanto
X1 o=t
2

6. Calcula x e y para que (2+xi)+(y —3i)=7+4i.
(2+xi)+(y—3i)=2+y+(x-3)i

El complejo anterior debe ser igual a 7 +4i por lo que igualando partes
reales y partes imaginarias, resulta:

2+y=7=y=5
X=3=4=x=7

7. Resuelve la siguiente ecuacion x> —2x+5=0.

24./4-20 2+./-16 2+4./-1
2 2 2

X2 —2X+5=0= x = = X=1+2i

8. Halla, para el complejo 4 + 44/3i , médulo, conjugado e inverso.

Modulo: r =+/4% +4°.3=8
Conjugado: 4—4:/3i
4-43  _4-43_1 3.

. 1 — AA ap~
Inverso: 11405 _(4+4\/§i)(4—4\/§i)_ 64 16 16




9. Calcula x e y de manera que (x +i )1+ yi)=(1+3i).

Desarrollamos el producto de complejos
(X+1)L+yi)=X—y+xyi+i=X-y+(xy+D)i

Igualamos a continuacion partes reales e imaginarias entre si 'y
resolvemos el sistema de ecuaciones.

—y=1 - =1
Y S Xx=1+y=> y’+y+1l=3=>y= 1£3_ Y
Xy+1=3 2 y=-2

Para cada uno de los valores de y obtendremos una solucion.

Siy=1l=x=2.
Si y=-2=x=-1.

10. Resuelve la ecuacion x* +1=0.
X'+1=0= x' =-1= X’ =+4/-1=+i
Sea x=a-+bi. Entonces x* =(a+bi)* =a® —b? + 2abi.

a’-b*=0

2ab=1

De a’—b®=0 resulta a=+b. Si a=-b, la segunda condicion se
convierte en —2a® =1 que no tiene sentido pues a es un nimero real.

a) a2—b2+2abi:i:>{

La otra opcion es a=b, de donde 2a’=1=a=Db :i%. Entonces

V2+42i

dos de las cuatro soluciones seran x = iT.

b) Queda por resolver a®—b?+2abi=—i, para lo cual podemos
repetir el proceso del apartado a). Pero por el Teorema Fundamental
del Algebra sabemos que existen en total cuatro soluciones. Como las
dos ya calculadas son complejas no conjugadas entre si, las dos
restantes seran las conjugadas de las anteriores.

LN o £

Por tanto las cuatro soluciones son +



Ejercicios propuestos (las soluciones se encuentran al final)

1. En los siguientes conjuntos, determinar el supremo y el infimo, indicando si
coinciden con el maximo o minimo respectivamente.

a) A= {M} siendo ne N
n+2

b) B={x/x*~5x+6<0} siendo xR
C) C=(O,oo)

2. Halla los nimeros reales que cumplen las siguientes condiciones:

a) [2a-4|=5
b) la—1-|zr—a|=0

3. Resuelve las inecuaciones:

a) x+5>4
b) 3L <1
X

4. Halla el mdédulo, conjugado e inverso de cada uno de los siguientes
complejos.

a) 4+3i
b) 3+-/5i

5. Calcula las siguientes operaciones con complejos:

a) (5+7i)+(5-7i)=
b) (1+3i)—(1+i)=

C) (2+5i)-(3+4i) =
d) (-2-5i)-(-2+5i) =
e) M+if:(4+i)=

f) 2+i):(1-i) =

g) (i-3i)° =

6. Calcula las siguientes potencias:



7. Dado un namero complejo z,

a) ¢cuanto vale z+27?
b) Si z—z es un nimero real, ;qué se puede afirmar sobre z?

8. Halla x para que el cociente (x+2i):(3+2i) sea un nimero imaginario
puro.

9. Dados los numeros complejos 2—mi y 3—ni, halla los valores que deben
tener my n para que el producto de aquellos sea igual a 8+ 4i .

10. Comprueba que los numeros complejos 2+3i y 2-3i verifican la
ecuacion x> —4x+13=0.

11. Halla todas las soluciones reales y complejas de las ecuaciones:

a) 2x° =7
b) Xx*+6x+25=0
c) xX2—2./5+6=0

12. La suma de dos nimeros complejos es 6, el modulo del primero es V13 y
el del segundo 5. Halla estos complejos.

13. Halla los nimeros complejos tales que su cuadrado es igual a su conjugado
(hay cuatro soluciones).



Soluciones a los ejercicios propuestos

1.
a) Sup (A)=1. A no tiene maximo. Inf (B)= 2/3. Coincide con el minimo.
b) Sup (B)= 3. B no tiene maximo. Inf (B)= 2. B no tiene minimo.
c) Sup (C)= . C no tiene méximo. Inf (C)= 0. C no tiene minimo.

9.

2. a)Dos soluciones: a, = % a, =—

1
2
b) Dos soluciones: a, =1, a, =7
3. a) xe(-w0,-9]u[-1,0)
b) XE(E,EJ
42
4, a) z=4+3i; 7=4-3i; z'=—-—i

b) z=3++6i; z=3-+/i

a) 10 e) —+£i

b) 2i f) —=+i

c) 14+23i g) 8i
d) 29

a)i d) i
b) i e) -1
c)-1

a) 2Re(z) .
b) Que es nulo.



9. Dos soluciones: m, =§,; n=-3y m,=-2;,n,=1

11. a) x=4_r\/z
2

b) X=— +2i
2
C) X =++/6—24/5i.
12. Dos soluciones: 2+3i, 4-3i y 2-3i, 4+3i
13. 2,=0, z, =1, z3=_l+£i, zs=—3—£i
2 2 2 2



APENDICE D

Errores de operaciones mas frecuentes

En el Apéndice B se han recordado las principales operaciones referentes
a potencias, raices, logaritmos y funciones trigonométricas. A continuacion se
recuerdan algunas de ellas en las que se deslizan errores con cierta frecuencia.
Acompafiando a la férmula se indica una regla abreviada facil de recordar.

D.1. Potencias
a) Potencia de un producto: producto de potencias
(ab)' =a"-b"

b) Potencia de un cociente: cociente de potencias

c) Producto de potencias de igual base: se suman exponentes
m-+n

a"-a"=a

b) Cociente de potencias de igual base: se restan exponentes

e) Potencia de potencia: se multiplican exponentes

(am )n —qm



D.2. Raices

a) Raiz de un producto: producto de raices
Na-b = Q/a . Q/B
b) Raiz de un cociente: cociente de raices

a Va

nf— =

b %b

c) Raiz de una raiz: se multiplican los indices

D.3. Logaritmos

a) Logaritmo de un producto: suma de logaritmos.

log,(xy) =log, x+log, ¥

b) Logaritmo de un cociente: diferencia de logaritmos.
X
Ioga = Ioga X—= Ioga y
y

c) Logaritmo de una potencia: el exponente sale del logaritmo
multiplicando.

n
log, x" =nlog, X

d) Logaritmo de una raiz: el indice sale del logaritmo dividiendo.

log, V/x = log, x'" = Eloga X
n



D.4. Relaciones trigonométricas basicas
a) sen® x+cos’ x=1
b) sen2x = 2sen X - cos X
C) C0S2X = Cos’ X —sen’ x

d) sen? x= 1-cos2x

2 1+cos2x
e) COS“ X=——"



Apeéndice D
Errores de operaciones mas frecuentes

Ejercicios propuestos (las soluciones se encuentran al final)

1. Simplifica la siguiente expresion (a3)5 a4)2
.
2. Verdadero o falso.
a) Xm = x™" d) mx"=nx"

c) x*=x*+x°
3. Verdadero o falso.

In3
In2x
b) 7Inx?=Inx* e) 2Inx=(Inx)’
c) Inx*+In3=In(x*+3)

a) In3-In2x= d) In3x:%lnx

4. VVerdadero o falso.

a) log,(x°)= loga x _

) log,( In3 d a X

b) log,(x*) =2log, x e) log,(2*) =x
log, X

c) log,x=
log, a



5. Verdadero o falso.

a) sen2x=sen’x d) sen®x=1+cos’x
X

2
b) cos2x =cos® X —sen’x e) 1+CosXx=2cos >

c) 2sen®x=1-cos2x

6. Verdadero o falso.

_ 1 x x

a) (e7)’ == d) (e")* =(e”)
1 X X X
b) & ¥ = — ) — =+
e Xx+5 x 5

7. Verdadero o falso.

3

a) x2=3/3x d) va?+b? =a+b

— 1 o) 1 _x-gy
DX = e

c)JF:W

8. Simplifica las siguientes expresiones dando el resultado en forma de
potencia de exponente fraccionario.

2) V323345
3 (52)5
37243

3
ot

9. Escribe log, x—%logz(xz) +4log, J/x como un solo logaritmo.

b)

c)




Soluciones a los ejercicios propuestos

1.
2.

a3

aQ) F x™ =x™
b) V

c) F x*¥=x*.x°

a) F In3-In2x= Ini
2X

b) V
c) F Inx*+In3=In3x>

a) F sen2x=2senx-cosx

b) V
c) V
a) V

.

b) F exX =—

ex’

C) F (eX)Z — eZX

3

a) F x2=3/x

b) V

¢) F X =¥x

d F mx"=nx"

27 () ()

d V

e) F 2Inx=Inx?

d V
e) V

d) F sen’x=1-cos’x
e) V

d F Ja’+b*>=a+b

- 1 Ix-gly
Ix+3ly  x+3fy?

€)



8.

11

a) 26.35.50
25/6
b) o
7

c) 34

7
glogzx



Tema 1

Las Funciones y sus Graficas

1.1.- Definicion de Funcion y Conceptos Relacionados

Es muy frecuente, en geometria, en fisica, en economia, etc., hablar de ciertas magnitudes
que dependen del valor de otras. Por ejemplo, el area de un cuadrado depende de la longitud de
su lado, el espacio recorrido por un movil en un tiempo determinado depende de su velocidad,
el nimero de ventas de un producto depende de su precio, etc. Estas situaciones se describen
matematicamente mediante funciones.

Si X e Y son dos conjuntos y D un subconjunto de X, una funcién (o aplicacion) f de
Dc Xen Y esuna relacion o correspondencia que a cada elemento x ¢ D le asigna un tnico
elemento de Y que se denotara por f(x) y se llama imagen por f del elemento x. Para indicar

una funcidn se escribira
fiDcX-Y
x>y =fkx)

Suele decirse que x es la "variable independiente" y que y es la "variable dependiente"
pues su valor se obtiene como consecuencia del que se le asigne a la x.

Al conjunto D se le llama dominio, campo de definicion o campo de existencia de f. Se
indica también por D (f) . Al conjunto f(D) = {f (x) €Y /xeD} se le llama imagen o recorrido
de 1. Se llama grafica de la funcion al conjunto de los pares ordenados {(x, f(x)) e XxY/xeD
}

Si X =Y = R se llama funcién real de variable real. Se tratard, por tanto, de una
aplicacionf: D < R - R

La forma mas simple de describir una funcion es mediante una expresion o formula
matematica como, por ejemplo, f(x) = x? . Esta funcion esta definida para cualquier nimero
real, es decir, su dominio es D = R. Toma valores mayores o iguales que cero por tratarse de
un cuadrado, por lo que /(D) = [0, «) . Su grafica sera el conjunto de pares ordenados de la

forma (x, x°) que constituyen la parabola:

Tema 1 (1)



TIPOS DE FUNCIONES:

Se llaman funciones algebraicas a aquéllas que pueden expresarse en términos de un
3x% -4

numero finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices. Por ejemplo y = ) ;
x +

es algebraica.

Las funciones algebraicas mds comunes son las funciones polindmicas de la forma
P(x)=a,x" +a, x"' + - + a x + a,, donde el entero positivo x es el grado de la funcion
polindémica, y las funciones racionales (expresables como cocientes de polinomios). Las
funciones que no son algebraicas se llaman trascendentes. Es decir, son funciones trascendentes

las trigonométricas, logaritmicas y exponenciales.

Dada una funcion /', real de variable real, se dird que fes:
Creciente en un subconjunto Ac D si dados x,, x, € 4, x, <x, = f(x) < f(x,)
Decreciente en un subconjunto Ac D si dados x;, x, € 4, x;,<x, = f(x)) > f(x,)
Creciente en un punto x; si 38 >0 / f(x, - 8) < f(x)) < f(x, + 8)

Decreciente en un punto x, si 38 >0 / f(x, - 8) > f(x;) > f(x, + 8)

Dada una funcion f, real de variable real, se dird que:
J'presenta un minimo local en x, si 38 >0/ f(x) > f(x) Vx € (x,- 8, x, + 8)
Jpresenta un maximo local en x;, si 38 >0 / f(x) < f(x)) Vx € (x,- &, x, + )
En ambos casos se dird que la funcidon posee un extremo relativo en el punto de abscisa x,, es
decir en el punto del plano ( x,, 1 (x,))
Se hablard de extremos absolutos cuando la funcién alcance su menor valor (minimo

absoluto)o su mayor valor (maximo absoluto) .

Dada una funcién f, real de variable real, se dird que:
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\2

Jesta acotada inferiormente en un dominio D si 3k, e R / f(x) > k;, Vx € D
f'esta acotada superiormente en un dominio Dsi 3k, € R / f(x) < k,, Vx € D
festa acotada en un dominio D, si lo estd inferior y superiormente. Puede expresarse también

sidkeR/ |f(x)| <k, VxeD,porque [f(x)| <k,VxeD o -k<f(x) <k, VxeD.

1.2.- Operaciones con Funciones. Composicion de Funciones

Sean f'y g dos funciones con el mismo dominio D < R . Para cada x €D de definen la
suma, diferencia y producto de /' y g mediante las expresiones:
f +2g)x) = flx) + gx)

(f-8)x) =/ - g
F.8) ) = f(x).g()

De la misma forma, para cada x tal que g(x) # 0 se define el cociente como

(/) (%) = fx)/ g(x)

Se hablara de la composicion de dos funciones f y g cuando las salidas de f* sean
usadas como entradas de g . Si X, Y, Z son conjuntos, / una funciéon con dominio D (f)c X en
Y y g una funcion con dominio D(g) <Y en Z . Suponiendo que la imagen de f'esta contenida
en el dominio de g, es decir, I (f)c D(g) , se define la composicion de las funciones 'y g,
y se representa por gof, como la funcidon de D (f) en Z que asigna a cada elemento x €D (f) el
elemento del conjunto Z, g [f(x)].

La composicion de funciones es asociativa, es decir, ho(gof) = (hog)of siempre que se
trate de tres funciones que puedan componerse. Pero conviene sefalar que no es conmutativa,
porque en principio la existencia de gof no implica la de fog; pero aun cuando ambas
composiciones existan, no tienen por qué ser iguales. Asi, por ejemplo, para las funciones

f(x) = x? y g(x) = sinx se tendria :

€N &) = glfx)] = gx?) = sin(x?)
(fog) x) = flgkx)] = f(sinx) = sin’x

y sin (x?) # sin’x (salvo para x = 0)

Se llama funcion identidad a la que asigna a cada elemento x ¢l mismo. Es evidente que
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al componerla con cualquier otra funcién no la altera. Es decir, la funcion identidad es el

elemento neutro de la composicion de funciones.

Si dada una funcion £, existe otra funcion que al componerla con ella da como resultado
la funcion identidad, se le llama funcién inversa de f , representandose por /' . Es importante
distinguir entre la funcién inversa (inversa para la composicion) de la inversa para el producto,
que seria una funcion que al multiplicarla con la funcion dada, resultase el elemento neutro para
el producto ( la funcioén constante que asigna a cada x el nimero real 1). Por ejemplo, para la
funcién £ (x) = sin x su funcion inversa es f “(x) = arc sin x , mientras que la inversa para el

producto es cosec x porque sinx cosecx = 1.

1.3.- Grafica de una Funcion

La representacién mas completa de una funcion puede obtenerse dibujando su grafica en
un sistema de dos coordenadas. Tomando el eje Ox para representar la variable independiente
(originales) , y el eje Oy para la variable dependiente (imagenes) , los puntos de coordenadas
(x,f(x)) constituiran una curva en dicho sistema que serd la grafica de la funcion.

No todas las curvas representan una funcion. Para que asi sea es necesario que satisfagan
el test de la vertical: Una curva representa una funcion si cualquier recta paralela al eje O y corta
a la gréafica a lo sumo en un punto (cada original tiene una sola imagen). En este caso, el dominio
estara constituido por los valores de x en los que la vertical corta a la gréfica.

Por ejemplo, la recta de ecuacion y = 1 - x describe una funciéon y lo mismo ocurre con

la parabola de ecuacion y = 1- x2:

ea
\S 0.75
0.5
mal 0.25
Tma ma e>._ea 1 ooo0es s 0.3 !
de
-0.5
Te
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Sin embargo, no ocurre lo mismo para la circunferencia dada por x> + y2 =1y la

parabola de ecuacion x + y2 = 1 cuyas graficas son:

Para obtener la representacion grafica de una funcion deberan seguirse unas pautas que

se describiran mas adelante en el Tema 4.

Definicion.-
Se dice que f es una funcion par y su grafica simétrica respecto del eje Oy si verifica:

1) xeD = -x eD
2) f(-x) = f(x)
Se dice que f/ es una funcion impar y su grafica simétrica respecto del origen si
verifica:
1) xeD - -x €D
2) f(-x) = - f(x)
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Tema 1

Las Funciones y sus Graficas

Ejercicios Resueltos

Ejercicio 1

-X si x<1

Halla dominio e imagen de las funciones f(x) = +yx -1 y g() = {:\/ﬁ sixsl

Solucion:

Como +4/x -1 noestadefinidosix -1 < 0,esdecir,six <1 = D(f) = {xeR/x>1}
El recorrido o imagen sera el conjunto de todos los reales positivos incluido el cero.

La funcion g(x) esta definida tanto para los x < 1como paralos x > 1, luego D (g) = R.En
la porcion x > 1 del dominio, la funcién se comporta como f(x) y paralos x < 1,elvalorde 1 - x

es positivo y, por tanto, el recorrido de la funcién es [0, ).

Estas conclusiones pueden visualizarse en las graficas siguientes:

s 1.5
’ g
f® )
0.5
0.5
1 2 3 4

Ejercicio 2

(Cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones del ejercicio
anterior? ;Presentan algiin extremo local?

Solucion:

La funcion f(x) es creciente en todo su dominio, es decir, en [1, «). El minimo se
alcanza en el punto (1, 0) y el maximo no se alcanza porque crece indefinidamente. Puede
decirse también que estd acotada inferior pero no superiormente.

La funcién g(x) es decreciente en (-~, 1) y creciente en (1, «). No tiene maximo, y el
minimo coincide con el de la funcion f{(x).

Nota: En el Tema 4 se estudia la caracterizacion del crecimiento/decrecimiento de una funcion
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por el signo de su derivada. También se dan criterios para el estudio de los extremos locales.

Ejercicio 3

Sabiendo que -1 < sinx < 1, Vx € R, halla el dominio de la funcion f(x) = arcsin j_ I
X

Solucion:

significa que siny = %1 por lo que deberd ser -1 < —*— <19, lo
X

x+1
que es lomismo, -x - 1 < x < x + 1. La primera parte de la desigualdad se verifica siempre que

Si y = arcsin

-1 < 2x y la segunda para cualquier valor de x. Luego D (f) = {x e R/ x > -1/2} = [-1/2, »)

Ejercicio 4

Observando la siguiente grafica, que corresponde a la funcion f(x) = x3 - 3x? + 4, indica los
intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos.

Solucion:

Creceen (-, 0) U (2, =)

, Decrece en (0, 2)
Maximo local en el punto de coordenadas (0, 4)

Minimo local en el punto de coordenadas (2, 0)

Ejercicio 5

(Presenta la funcion f(x) = -x2 + 4x + 1 algin extremo en x, = 2?

Solucion:

La funcion puede expresarse como f(x) = -(x- 2)> + 5, conloquesi x =2 =x-2=0

tomara el mayor valor posible (en cualquier otro caso al 5 se le restaria una cantidad positiva).
Luego el punto (0, 5) es un maximo absoluto.
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Ejercicio 6
Estudia la acotacion de las funciones a) f(x) = Lx b) f(x) = |x| ¢) f(x) = sinx
Solucion:

a) f(x) = Lx no estd acotada ni inferior ni
superiormente. Como se puede observar

en la grafica,si x - 0° = f(x) -~ -~ ysi 1
X - +o =>f(x)—>+oo

b) f(x) = |x| esta acotada inferiormente
porque 0 < |x|, Vx € R. Pero no esta
acotada superiormente, porque si
x - ke = f(x) + He

. 1
¢) f(x) = sinx esta acotada, es decir,
inferior y superiormente porque: 0-5
-1 < sinx <1, Vx €eR.
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Ejercicio 7

3
Comprueba que las funciones f(x) = 2x3 -1 y gx) = 4| = J2r L son inversas.

Solucion:

Se vera que al componerlas se obtiene la funcion identidad:

3 3
N @) = glf)] = g(2x* - 1) = J @el-nel \J% —x

3 3 3
(f°g)(x)=f[g(x)]=f( x;1)=2( le) -l=@+D-1=x

Ejercicio 8

Dada la funcion f(x) = ++/2x - 3 halla su inversa, si existe.

Solucion:

2
Siy=+y2x-3 = y2=2x-3 = p2+3=2x = y~+3 = x. Por tanto, la inversa
x2+3
2

fopel _y>+3 lo mi -1 _
sera f~(y) = 5 0, lo que es lo mismo, f'(x) =

Ejercicio 9

Indica si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos cosas:

a) flx) = 2x b) gx) = x* + x| ¢) h(x) = sin(x) + cos(x)
x -
Solucion:
a) f(-x) = —> =% = _f(x), luego es impar y su grafica simétrica respecto al origen.

-x* -1 x2-1

b) g(-x) = (-x)* + |-x| = x* + |x| = g(x) luego es pary su grafica simétrica respecto al eje Oy.

) h(-x) = sin(-x) + cos(-x) = -sin(x) + cos(x), por tanto no es par ni impar porque no coincide
con la funcidn original ni con su opuesta. Su grafica no presenta simetrias.

Ejercicio 10

(Presenta alguna simetria la funcion f(x) = L( 22 ;x ) ?
X
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Solucion:

-1
(22;);) ]= -L(zz;’;) = -f(x), la funcion es impar y su

grafica simétrica con respecto al origen de coordenadas.

Como f(-x) =L(§+x) =L

Ejercicios Propuestos

(Las soluciones se encuentran al final)

1.- Dada la funcion f(x) = x% + 7, calcula: f(a - 1) y [~ AAx) - f) , Ax 2 0
b

2.- Halla el dominio de f(x) = L( xt 1 )

x-1

3.- Estudia las posibles simetrias de las funciones a) f(x) = 3\/xs +x b) g(x) = sinx
X

4.- Demuestra que f(x) + f(-x) esuna funcion par y que f(x) - f(-x) es impar.

5.- Determina el dominio de la funciéon f(x) = L(ll ) + yx +2
-x

6.- Halla los valores de a y b para los que  f(x) = ax?+ bx + 5 verifica

fx+1) =f(x) +8x +3

7.- Sean las funciones f(x) = x2, g(x) = 2*, h(x) = sinx
a) Determina las funciones compuestas (g°f), (fog), (feh), (fogeoh)

b) Expresa en funcion de f, g y & las funciones 2%°%, sin(2%), sin(x?), 2% .

8.- Halla la funcion inversa de cada una de las siguientes funciones:

f() = Y1- 3, g(x) = arctan(3x), h(x) = L(%)

9.- Estudia las simetrias, intervalos de crecimiento y decrecimiento y acotacion de la funcion f(x) =

R | =

cuya grafica es:
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-20

10.- Expresa la funcion f(x) = 3 - 2x + x* - 5x7 como suma de una funcion par y otra impar.

Soluciones:

l- f@a-1)=a>-2a+8 y f(x+AA’;)'f(x) = 2x + Ax
2- (=, -1) U (1, =)
3.- a) impar b) par
5.-(-2,0)u(0,1)
6.- a=4y b=-1
7-a) (gof) = 2%, (fog) =22, (fo h) = sinx, (fogoh) = 22%n*
b) 25" = goh, sin(2*) = hog, sin(x?) = hof, 27 =gog
B- 100 = ft), g'(x) = Stanx, W) = 2e”
9.- Es impar, decrece en (-, 0)u (0, «) y no estd acotada inferior ni superiormente.

10.- f(x) = p(x) + i(x) siendo p(x) = 3 + x*, i(x) = - 2x - 5x”
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Tema 2

Limites de Funciones

2.1.- Definicion de Limite

Idea de limite de una funcion en un punto:
Sea la funcion f(x) = x2. Six tiende a 2, ja qué valor se aproxima f(x) ? Construyendo

una tabla de valores proximos a 2, anteriores (x~2) y posteriores (x-2") :

x-2 |'1.8 (1.9 |1.99 |1.999 x-2" |22 2.1 2.01 2.001

f(x)- |3.24 |13.61 |3.96 |3.996 f(x)- [4.84 |[4.41 [4.04 |4.004

Luego, cuando x se aproxima a 2 tanto por la derecha como por la izquierda, los valores de

f(x) seacercan cada vez mas a 4. Esta idea se suele expresar asi:

xlirrlz_ x? =4 (limite lateral por la izquierda)
lim o _ imi I por 1 h
pat X T 4  (limite lateral por la derecha)

Cuando estos limites laterales existen y son iguales se dice que existe el limite en ese punto y se

. lim
escribe o x?=

2

3
Dada la funcion f(x) = 2= 1 , aunque no esta definida en x, =1 pueden calcularse los
1

valores que toma la funcién cerca de ese valor:

X 0.5 [0.75 (09 0.99 10.999 1 [1.001 [1.01 [1.1 1.25 | 1.5
fx) [ 175 (231 [2.71 |2.97 |2.99 ? 13.003 (3.03 [3.31 |3.81 |4.75

Se observa que a medida que los originales se aproximan a 1, tanto para valores menores como

mayores que 1, las imagenes se acercan a 3. Podria decirse que el limite es /=3.
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Limites Finitos

Intuitivamente, un niimero real / es el Limite Finito de una funcién f en un punto x, y

. lim . . .,
se escribe f(x) =1 sipara los valores de la variable x cercanos al punto x, la funcién f,

XX 0
0

que no tiene por qué estar definida en x,, toma valores f(x) que se van aproximando al valor
de /. Es decir, /esel limite de f en x, sise puede hacer que |f(x) - /| sea "tan pequefio
como se quiera" (menor que un £ dado) sin mas que hacer |x - x,| "suficientemente pequefio".
Formalmente, se escribira:

lim
xﬂxof(x)=l - [Ve>0,§|6>0/ |x-x,] <& = [f(x) -1 <e]

Limites Laterales
Cuando se cumple la definicion de limite para valores de x cercanos al punto x, pero
. . - . , lim
anteriores a x, se hablara del Limite por la Izquierda que se denotara por xog- J® =1L Es
: 0

. lim
decir: X xp fx) =1 <=>[Ve>0,£|6>0/xe(x0-6,x0) - |f(x)-l|<s]

Andlogamente se hablaria de Limite por la Derecha si se cumple la definicion de limite
para valores de x cercanos al punto x, pero posteriores a x, , escribiendo:

lim
%t fx) =1 = [Va>0,£|6>0/xe(x0,x0+ 3) = |f(x) -1 <e]

Se deduce de las definiciones, que si coinciden los limites por la izquierda y por la
derecha en un punto, la funcién tiene limite en ese punto. Este resultado proporciona un método

practico para decidir sobre la existencia de un limite.
3
x” -1

En el ejemplo anterior, para la funcién f(x) = se observaba, mediante la tabla

de valores, que tanto el limite por la izquierda como por la derecha coincidian.

La definicion de limite se puede generalizar para hablar de limite infinito de una funcién

en un punto y para hablar de limite en el infinito.

Limites Infinitos

Se dird que +e es limite de una funcién en el punto x,, y se escribird ®) = +o

m
x-»xof

si, a medida que nos acercamos al punto x, los valores de la funcion se hacen tan grandes como
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queramos, es decir:
xhj‘; o) =+w o VEER,38>0/ [x-x,| <& - f(x) >k
0

Se dird que -~ es limite de una funcion en el punto x, y se escribird , '\ f(x) = -«
0
si, a medida que nos acercamos al punto x, los valores de la funcién se hacen tan pequefios
como queramos, es decir:
lim +
gy SO =0 o [VEER, 38>0/ [x-x,| <8 = f(x) <-k|
0
En general, se dird que una funcion tiene limite « (sin precisar el signo) en el punto x,,
y seescribirda _ f(x) = « silos valores absolutos de la funcion se hacen tan grandes como
0
queramos, es decir:
lim _ +
5, SO = = [VEeR, 38>0/ |x-x,| <& = [f(x)]> k]

Cuando f presenta en un punto x, un limite infinito, se dird que la recta de ecuacion

x = x, es una ASINTOTA VERTICAL de la grafica de la funcion. (Véase Tema 4)

Limites en el Infinito

., , . ., e, lim .
Se dirda que [/ el es limite de una funcién en +e« y se escribira S flx) =1 sise

puede hacer que los valores de la funcion se acerquen a / para valores de x suficientemente
grandes, es decir:
lim

ear =1 - [Ve>0,3HeR" / x>H = |[f(x)-1] <¢e]

lim

- - 00

Se dira que / es el limite de una funcion en - y se escribira X fx) = [ sisepuede
hacer que los valores de la funcion se acerquen a / para valores de x suficientemente
pequeiios, es decir:

M f@) =1 = [Ve>0, 3HeR [ x<-H = |fx)-1] <¢]

Cuando f presenta en un limite / en el infinito, se dira que la recta de ecuacion y = [ es

una ASINTOTA HORIZONTAL de la grafica de la funcion. (Véase Tema 4)

Tema 2 (3)



Limites Infinitos en el Infinito

Se dice que X 1“200 f(x) = + si para cualquier k positivo, se puede encontrar un H
positivo tal que f(x) > k, Vx > H.
Se dice que X luf:oo f(x) = -~ si para cualquier k positivo, se puede encontrar un

positivo tal que f(x) < -k, Vx > H.

Se dice que xljn_lw f(x) = + si para cualquier k positivo, se puede encontrar un H
positivo tal que f(x) > k, Vx < -H.

Se dice que xljlflw f(x) = -~ si para cualquier k positivo, se puede encontrar un A

positivo tal que f(x) < -k, Vx < -H.

2.2.- Propiedades y Operaciones

Propiedades:

1.- Si existe xlfrio f(x) = [ entonces es Unico.

2.- Si una funcién f'tiene limite finito en un punto, estd acotada en un entorno de ese punto. Es
decir, si xlirrjco f(x) = 1, entonces 38> 0 tal que f estd acotada en (x,-J, x,+0).

3.- Si una funcidn f'tiene limite distinto de cero en un punto, entonces existe un entorno del
punto en el que los valores que toma la funcién tienen el mismo signo que el limite.

4.- Una funcién comprendida entre otras dos funciones con el mismo limite, también tiene ese

limite. Es decir,si f; g, & son tres funciones tales que g(x) < f(x) < h(x) (Vx € (x,- 8,x,+ 8))

y xlifr;() gkx) = xlirr;ﬂ h(x) = 1, entonces existe el xlirrjco S =1.

(Un ejemplo practico de aplicacion de esta propiedad se ve en el ejercicio resuelto n® 3).

Operaciones con Limites:

Si existe el xlirrio f(x) =1 yexisteel xl_]fljco g(x) = m, entonces:
- existe el xlini Fftgx) yvale [+ m
0
- existe el xlirr; (feg)(x) yvale I.m
0

ste el lim
- existe e X - X,

( ! ) (x) yvale £ siempre que m # 0
g m

. lim - m
- existe el | %, f(x)&® yvale 1

. lim
-existeel | %, log f(x) y vale log!/
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2.3.-Infinitésimos e Infinitos

xlﬂo () = 0.

Se dir4 que una funcién f es un Infinitésimo en un punto x, si
Desde el punto de vista intuitivo, un infinitésimo es una funcién que se aproxima a cero tanto
como se quiera, sin mas que aproximar x al punto x, .

4

Por ejemplo, la funcion f(x) = x* es un infinitésimo en el 0 y f(x) = Lx es un

infinitésimo en el 1.

- . . . lim
Se dira que una funcion f es un Infinito en unpuntox, si . f(x) =+
0
Desde el punto de vista intuitivo, un infinito es una funcioén que crece (decrece) tanto como se
quiera, sin mas que aproximar x al punto x, .

Porlejemplo, la funcion f(x) = iz es un infinito en el 0 y la funciéon dada por
X

f(x) = e ®=?" es un infinito en el 2.

Propiedades:

1.- Si f'es un infinitésimo en un punto x, y g estd acotada en un entorno de x, , entonces su
producto g es es un infinitésimo en x, .

2.- Sif'es un infinito en x, y g estd acotada en un entorno de x, , entonces su suma f+ g es es
un infinito en x,, .

3.- La funcioén f'es un infinito en x, siy so6losi = es un infinitésimo en x, .

2.4.- Calculo de Limites Sencillos. Indeterminaciones.

Teniendo en cuenta las propiedades relativas a las operaciones, y dos limites obvios:

lim ., im . .
X - X, k=k . ( k funcion constante) y | x, ¥ = % puede concluirse que si P(x) es un
polinomio, _]fr;c P (x) = P(xy). En general, si f'es una funcion continua, también se verifica que
lim ° ,
X - X, f(x) = f(x;) (Véase Tema 3).

Al operar algebraicamente con limites se presentan siete casos de indeterminacion en los
que el limite resultante no queda determinado por los limites de las funciones que intervienen
en la operacion, sino que depende ademas de como éstas tiendan a sus limites, pudiendo incluso

no existir. Se indicaran estas indeterminaciones o limites indeterminados por los simbolos:
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(=), (0-=), (%) : (g) , (@7, (), )

a) Indeterminacion | « - «

En gran parte de los casos basta realizar las operaciones indicadas.

. Iim | x+1 x?2 2 1
Ejemplo: - =2 - =] = (o - ) .Operando queda:
Jemp x—»l(x-l x2_1) (O 0) ( ) P a

lim | x+1 x2 |_ lim | @+ 1)*-x2|_ lim [ 2x+1)_ 3| .
x-11 x-1 2 -1 x-1 2 -1 x=>1{ ,2_ 0

En otros casos, sobre todo en los que intervienen radicales, basta multiplicar y dividir por

la expresion radical conjugada.

Ejemplo: xﬁjnoo (x-\/xz- 1)= (0 - ©)= xlifnw ( ( l)( +1x )=
x + x
_ lim (x?-(x2-1)) _ lim 1 (l)
o R P VT

b) Indeterminacion | 0-

En gran parte de los casos basta realizar las operaciones indicadas.

: . lim x? x+ 1| _ oo Iim [ x+1
Ejemplo: ") poniiral ©-=)= "7 — -1
¢) Indeterminacién %

Cuando solo aparecen funciones racionales, basta descomponer factorialmente el

numerador y el denominador.
lim x3-1_ (0)_ lim -D@E2+x+1)_3
-1 2 0 x=1  x-DE+1) 2

Ejemplo:

Si intervienen radicales, se multiplica y divide por la expresion radical conjugada.

Ejemplo: lim (;): (2) = xliino( x(1+y1-x)
1-

x=0 J-x 0 A-yT-%) (1 +{T-%)
i +xyT-x |_ i _
f =) )

d) Indeterminacién | =

(o]

En muchos casos basta dividir el numerador y el denominador por la mayor potencia de

la variable x, tanto si las expresiones son racionales como radicales.
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4+ .1
: 2 o : 2 2
Ejemplo: lim 4x"+x-1_ (_)= lim _ x% x* _4
X - o x2+1 . X - o 1+i
x2

En el caso mas simple que es el de las funciones racionales (cocientes de polinomios)

se puede resumir en tres casos:

- Grado del numerador mayor que el del denominador, limite infinito.

- Grado del numerador menor que el del denominador, limite cero.

- Grados iguales, el limite coincide con el cociente de los coeficientes principales.

¢) Indeterminaciones | «°, 0°, 1%

Para resolver estos limites debera tenerse en cuenta que f(x)#® = eLrer®] =

lim
—x, EEL[f()]
de donde resulta que %

lim
=) =
g, JE)E) =

En el caso de la indeterminacion| 1

. lim
lim f(x)g(x) _ exaxog(X)[f(X)-I]
XX,
. 2 1+ 3x2 . (1+3x2)(1+x2
Ejemplo: lim | 1+x P = (17)= lim e\ * 1-x
x=0| 1.2 x-0
i (1+3x2)( 2x2 ) i (2+6x2)
1m x2 1-x2) — 1m 1-x2 — 2
x-0¢ x-0 ¢ ¢

eE@LI®],

. Asi se transforma en un producto.

. lim .y .
,oseast, . f(x) =1 también es cierto que
0

)

En el tema 4 se estudiara la regla de L"Hopital-Bernoulli que permitira, utilizando las

derivadas de las funciones que intervienen en el limite, la resolucion de cualquiera de los 7 casos

de indeterminacion.
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Tema 2

Limites de Funciones

Ejercicios Resueltos
Ejercicio 1
Demuestra, aplicando la definicion de limite, que xhjnz (x2+x+2)=38

Solucion:

lim
x->2(x
Pero |x2+x+2-8| <e e |x?+x-6| <ee |[(x-2)x+3)| <ee [x-2]||x+3] <e

2+x+2)=8siysolosi Ve>0,38>0/0<|x-2|<8 = |[x2+x+2-8| <e
Puede tomarse 8 < 1 para simplificar los calculos, y con |x - 2| <& setiene x € (1,3)y

|x + 3] <6. Entonces |x-2||x+ 3| <66. Tomando &= minimo {1, €/6}, queda

demostrado que |x?+x - 6| <e cuando 0<|x-2|<3$.

Ejercicio 2

Demuestra, aplicando la definicioén de limite, que 11m1 R S
X (x _ 1)2
Solucion:
lim 1 1

. — =+o o [VEkeR,3I8>0/|x-1] <8 =
=1 o1y (x -1y
1 1

>k

Pero, >k « 0<(x-1?< = .Porotraparte,si 0 < |x-1| < & serd |x - 1|> < &2,

de G-17 k

donde I > L Bastatomar por tanto 82 < L , 0 lo que es lo mismo, & < L Deesta
lx - 1|2 52 k Vk

forma se consigue que si 0 < |x - 1| < &, entonces
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Ejercicio 3

lim
Demuestra que S

Solucion:
Se probara utilizando la propiedad 4 del apartado 2.2.

En la figura puede observarse que :

¢ area triangulo OAB < area sector OAB < darea
triangulo OAC
Si x es la medida en radianes del arco AB y el radio

es OA =1, resulta: lsinx < lx < lt.amx
2 2 2

T .
Entonces para todo x, 0 <x < - ¢ sinx <x < tanx

Y por tanto BRI U Multiplicando por sinx > 0 se obtiene 1 > ¥ > cosx

sinx x  tanx x
desigualdad ésta que teniendo en cuenta que todas las funciones que intervienen son pares, es
1 lim sinx

=1 por ser fim cosx = 1
x-0 '

x-0

valida para todo xe(-%, %) - {0} e

Ejercicio 4

4-x six<1

y . cuando x tiende a 1?
4x - x* six 21

(Existe el limite de f(x) = {
Solucion:
Calculando los limites laterales:

lim _ lim _ B lim _ lim o _
x-»l'f(x)_xﬁl(4_x)_4_1_3 y x_’1+f(x).—x_)1(4X-x)—4-l—3

Puede concluirse, por tanto que existe el limite y vale xhinl fx) =3

En la grafica puede observarse las dos partes diferentes que

una parabola, pero en el 1 toman el mismo valor.

\i constituyen la funcion, a la izquierda del 1 una recta y a su derecha
5
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Ejercicio 5

Estudia la existencia del lim ( 1 - m)
x-0 x

Solucion:

Teniendo en cuentaque |x| =x si x- 0"y |x| =-x si x- 07, setiene:
lim |x| lim -x

- 41 = - = + =
xﬂO'(l x) xﬂO'(l x) 1+1 =2
lim 12 1xl) 2 lim 1-21 =
x-0" X x-0" X

Los limites laterales existen, pero como no son iguales se concluye que no existe el limite.

|
—

1
—

I
(=3

Ejercicio 6
Resuelve los siguientes limites:

. 2 .- .-
2) lim x*+x-6 b) lim 1 +x-1 o) 11moo (x+\/m)

x-2 x.2 x-0 x x--

Solucion:

2 lim ¥2+x-6_ (%): lm G +x)@:2) _ m gy s

x-2 -2 x-2 x-2 x

py lim IFx-1 (g): lim (JT+x-)/T+x+1) _ lim x _
x-0 x 0) x=0 x(TEx+ 1) =0 (THx+ 1)
_ lim 1 _ 1
=0 THx+1) 2

0 lim (x+\/m) — () = lim (x+\/x2+3 (x-\/x2+3)

X = - X = -0

lim -3 :(-3):0 - Ve73)

Ejercicio 7

Calcula el valor de a para que xlifn ( X+ a) —4
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Solucion:

lim ( x + a) ' (1"") - ex]jfn“ [(§+5 i 1)xD: e"ﬁjn“ {(%)XD: e"ﬁjn“ (jai) =g2a

x—»OO

Yparaque e =4 = 2a=1L4 = a=%L4=L(4”2)=L\/_=L2

Ejercicio 8

2x%-2

Halla las asintotas horizontales y verticales de  f(x) = ;
x°-2x

Solucion:

lim 2x%-2

Como =2 = y = 2 esuna asintota horizontal
X2 x?2 2%
. 2 . 2

Y por ser hmou = o, 11mzu =wo = x =0, x =2 sonasintotas verticales.

=V x2_2x X 22 x2_2x
Ejercicio 9
Calcula el im 1-x

x-1

<o

1 -
Solucion:

Al igual que para la diferencia de cuadrados se tiene que a?- 5% = (a+ b)(a - b), para la

diferencia de cubos es a3 - b3 = (a2 + ab + b?)(a - b). Por tanto:

im 1-x _ lm 1P-(O%Y _ tim [+ ¥e+3ER)- 5 _ tim 1+i/;+(i/;)2=3
1

-1 Tx-1 - -1
X 3 X X 1_3\/-; X

1-Vx 1-Vx

Ejercicio 10

si x<0

e ax
_ , , : lim : 1,
(Para qué valores del parametro a existe el =0 fx) siendo f(x) = x7 vxt 1 six>0

Solucion:
Hallando los limites laterales:
lim x?2

lim Clim . o lim _ -
20 /® =g Te =1y xao-f(x)‘x»onrx”‘l

Por tanto, el limite existe y vale xhino f(x) = 1 para cualquier valor del parametro.
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Ejercicios Propuestos

(Las soluciones se encuentran al final)

lim sinx _ 1, calcula lim sin(x - a)

x-0 X=a y2_ .2

1.- Sabiendo que

lim

) = ey M fw) =0

2.- Pon un ejemplo de una funcién f(x) que Ver1ﬁque

3.- Calcula los siguientes limites, si existen:

: 3

- = = x2+x+1-4yx2-2x-1
x> 1,4 4x+3 (\/ v )

X =

4.- Definiendo la funcién "parte entera" E(x) = mayor numero entero menor o igual que x,

demuestra que no existe el xh_{H3 E®) .

lim |x+4] o

5.- ;Existe el
¢ x--4 x+4

6.- Demuestra, aplicando la definicion de limite, que 3 (6x+1)=19

7.- {Con qué proximidad a 2 se debe tomar x para que 8x - 5 se encuentre a una distancia de

11 menor que a)0.01 b)0.001?

8.- Indica la indeterminacion que presentan y resuelve los siguientes limites en el infinito:

0 (FEE) v e ([ ]
x+1

9.- Comprueba que xﬁm V. 1

10.- Halla las asintotas horizontales y verticales de f(x) = L( x+ 11 )
x -
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Soluciones:

1- L
2a

1
2

2.- Por ejemplo, f(x) =

X

3-a)1/2 b)32
4.- El limite no existe por ser distintos los limites laterales.
5.- El limite no existe por ser distintos los limites laterales.

7-2) 6 < 0-_31= 0.00125 b) & < 0-‘;‘”:0.000125

8-a)1/2 b)l

10.- y=0, x=1, x=-1
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Tema 3

Continuidad

3.1.- Definicion de Continuidad

Una funcién se dice continua en un punto de su dominio, si existe el limite de la
funcion y coincide con el valor de la funcion en dicho punto. Es decir:
existe f(x,)

lim
. . existe el x
f es continua en un punto x, si : X~ X, fx)

lim
g, [ = S )

Se dir4 continua por la izquierda cuando el valor de la funcién en el punto coincida con
el limite por la izquierda, y continua por la derecha cuando sean iguales el valor de la funcion
y el limite por la derecha. Es evidente que una funcion serd continua en un punto cuando lo sea
a la vez por la derecha y por la izquierda.

Se dira continua en un intervalo abierto (a, ) cuando es continua en cada punto de
dicho intervalo y continua en un intervalo cerrado [a, D] si ademas de ser continua en el

abierto (a, b) es continua por la derecha en a y por la izquierda en b.

Son funciones continuas las polindmicas, las racionales (excepto en los ceros del
denominador), las funciones trigonométricas, las exponenciales, las logaritmicas,... y las

composiciones de ¢llas.

3.2.- Operaciones y Composicion de Funciones Continuas

Como la continuidad lleva consigo la existencia de limite finito de una funciéon en un
punto, todas las propiedades de limites finitos pueden concluirse para funciones continuas. Por
tanto, si /'y g son dos funciones continua en un punto x, , entonces:

f (x) = g(x) es continua en x,

f (x)- g(x) es continua en x,

Tema 3 (1)



% es continua en x, siempre que g(x,) * 0
g

f(x)&® es continua en x,
Si f(x) es continua enx, y g(x) es continua en y = f(x,) entonces la funciéon

compuesta (gef) (x) es continua en x,,.

3.3.- Tipos de Discontinuidades

Cuando una funcién no sea continua en un punto, se dira discontinua en dicho punto.
Pueden presentarse los siguientes tipos de discontinuidades:

Discontinuidad Evitable: la funcion tiene limite en el punto, pero €ste no coincide con
el valor de la funcién, bien por ser distinto o por no estar definido. Se llama evitable porque
bastaria darle ese valor del limite para que hubiese continuidad. Por ejemplo, la funcion
im sinx
Tema 2). Si se define £(0) = 1, se trata de una funcion continua.

fx) = % no esta definida en x = 0, pero existe el xl = 1 (véase el ejercicio 3 del
Discontinuidad de Primera Especie: existen los limites laterales, pero o son distintos,
en cuyo caso se llama Discontinuidad de Salto (el Salto es la diferencia entre los limites
laterales, pudiendo ser finito o infinito) o son infinitos del mismo signo que es llamada
Discontinuidad Infinita.
Cuando al menos uno de los limites laterales es infinito se le puede llamar también

Discontinuidad Asintotica.

Ejemplos:
) fix) = { 41 '+xx2 Ssll,);i 11 presenta una discontinuidad de salto finito en x = 1 porque el

limite por la izquierda vale 3 y el limite por la derecha es igual a 5. El salto es 5-3 = 2.

4-x six<?2

2) fx) = 1 si x > o bresenta una discontinuidad de salto infinito en x = 2 porque el
x -

limite por la izquierda vale 2 y el limite por la derecha es igual a +e. El salto es .

3) También presenta discontinuidad de salto infinito la funcién f(x) = Loenx=0 porque los
x
limites laterales son infinitos de signos contrarios.
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1

s
X2

4) La funcién f(x) = en x = 0, presenta discontinuidad infinita porque los limites laterales

son infinitos del mismo signo.

Discontinuidad de Segunda Especie: se produce cuando no existe al menos uno de los

limites laterales. Por ejemplo, f(x) = sin 1 presenta en x = 0 una discontinuidad de este tipo.
X

Cuando la variable x se aproxima al cero la funcién oscila indefinidamente tomando infinitas

veces todos los valores comprendidos entre -1 y +1, por tanto no existe el limite.
3.4.- Teoremas sobre continuidad

Teorema de Conservacion del Signo:
Si f'es continua en un punto y su valor es positivo (negativo) en ese punto, también sera

positivo (negativo) en un entorno del punto.

Teorema de Bolzano:
Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], y toma valores de signo
contrario en los extremos del intervalo, debe anularse en algin punto interior del intervalo. Es

decir:

f continua en [a, b]

} ~ Jae(ab)/fa)=0
f@)f) <0

Graficamente, puede observarse que para pasar del semiplano inferior al superior ( o al
contrario) sin que el trazo pierda continuidad, necesariamente debe cortarse al eje al menos una

VvEezZ:

a o

a o

7

fla)<0 f(b)>0 | fla)>0 f(b)<0
\ b

\

\

\

P
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Teorema de Bolzano-Weierstrass :
Si f es una funcidn continua en un intervalo cerrado [a, b], alcanza un maximo y un

minimo en dicho intervalo.

maximo maximo

minimo

Teorema de Darboux:

Si f'es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], alcanza todos los valores
comprendidos entre el minimo y el maximo de f en [a, b]. Es decir, si m y M son,
respectivamente, el minimo y el maximo de f en [a, b], dado un valor c tal que m < ¢ < M,

entonces deberd existir al menos un « € [a, b] talque ¢ =f(a)

M M |-
=fx)
c y=1{x)
c
m m
a L ) a o b
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Tema 3

Continuidad

Ejercicios Resueltos

Ejercicio 1
x2 —+ m
Estudia la continuidad de la funcion f(x) = x
1 six=0

si x#0

Solucion:
x2-1 six<0
La funcién puede expresarse como f(x) = | 1 six=0
x2+1 six>0

Para representarla basta considerar dos arcos de parabola:

Es evidente la continuidad en (-, 0) U (0, )

5 En el punto x, = 0, se tiene:
4
lim _ lim o
; e SO =1y ) = 1= f(0)

Por tanto, f* es continua por la derechaen x, = 0,
pero no es continua presentando una discontinuidad

_\B 1 2 de salto, con salto (diferencia entre los limites laterales)
igual a 2.

Ejercicio 2

. . ., l si x<1
Estudia la continuidad de la funcion f(x) = | x

Vx+1l six=>1
Solucion:

La funcion presenta en x, = 0 (donde no esta definida) una discontinuidad de salto infinito por
ser los limites laterales infinitos de signos contrarios: xlm;)_ fx) = xlm:)_ 1.« y
- - X

lim lim 1
= — =4
0 T®= o "

En x, = 1, se tiene que hm_f(x)= tim 1 _4 y hm+f(x)= lim Vx+1=42=£(71),luego
0 x-1 x-1 % x-1 x-1
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solo se tiene continuidad por la derecha. La discontinuidad es de salto finito.

Por tanto, la funcion es continua en (-~, 0) U (0, 1) U (1, »).

Ejercicio 3
Halla los valores de los parametros a y b que hacen continua en R a la funcion:
3sinx  si x<-=
2
fx) = { asinx + b si % <x <%

CoSX Si x>

kil
2

Solucion:

T T
. i 272
sea continua en x, = S yen en x, = — deben coincidir los limites laterales, es decir:

Por la propia definicion la funcion ya es continua en (-, - %) U (- YU (%, «). Para que

En x, = -T debe ser -3sin(-%) = asin(-%) +b - 3=-a+b

SIE TN

Yenx, = , asin(%)+b=cos%=>a+b=0

De ambos resultados se concluye que los valores buscados son a = -% , b= %

Ejercicio 4

- T - T ’ .
Las funciones f(x) = sm; y gx) = x s1n; , no estan definidas en el punto x, = 0.
(Qué discontinuidad presentan en x, = 0? ;Pueden definirse en 0 de manera que sean

continuas en R ?

Solucion:

f(x) = sin T presenta en x, = 0 una discontinuidad de segunda especie porque no existe
X
ninguno de los limites laterales. Por tanto, f(x) = sin = sera continua en (-, 0) U (0, =)
X

siendo imposible ampliar su dominio al 0.

Como -1 < sin™ <1¢l 1M gkx) = lim - sin ® = 0 acotada = 0 y, ya que existe el
X X~ 0 X 0 X
. T .
, . ., ., . — #0
limite, puede definirse la funcién asignandole ese valor, es decir, g(x) = x s x X

0 six=0
consiguiendo asi hacerla continua en R .
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Ejercicio 5

R | =

(Qué tipo de discontinuidad presenta en x, = 0 la funcion f(x) = e* ?
Solucion:

Teniendo en cuenta que al aproximarnos al cero se tienen valores negativos a su izquierda y

positivos a su derecha, los limites laterales de L son xlmz)_ 1. .. y xlm(l)+ 1 s, por tanto
s . X - X - X
xhjr:)_ fx) =e™ = % = % =0y xlin(l)J, f(x) =e” = ». Se trata de una discontinuidad de

e
salto infinito (limites laterales diferentes y uno de ellos es «)

Ejercicio 6

Representa la grafica de la funcion f(x) = =L . Cumple el teorema de Bolzano en el intervalo

X
[-1,1]?

Solucion:

Aunque toma valores de signos contrarios en los
extremos del intervalo, no cumple el teorema de
Bolzano por no ser continua en el puntox =0 € (-1, 1)

Ejercicio 7
(Existe alglin nimero real igual a su cubo menos una unidad ?
Solucion:

El nimero buscado debe satisfacer la ecuacion x=x3-1 o x3-x-1=0.
Considerando  f(x) = x3 - x - 1, por ser continua en R y en particular en [1, 2], como
f()=-1<0y f(2)=5>0,por el teorema de Bolzano se concluye que debe existir un

numero o« € (1, 2) tal que f(e) = 0, es decir, tal que o = o® - 1.
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Ejercicio 8

Aplica el Teorema de Bolzano para probar que las graficas de f(x) = Lx y g(x) = e™* se cortan

en algun punto y localizalo aproximadamente.

Solucion:

Que las graficas de f(x) = Lx y g(x) = e™* se corten, significa que debe existir un punto en
el que coincidan, es decir enel que Lx - e™ = 0. Se trata de encontrar un intervalo [a, b] en
el que la funcion Lx - e™ sea continua y tome valores de signos contrarios en los extremos. Eso
ocurre tomando a=1 y b=2 porque, ademas de la continuidad , L1 - ¢! = -0.367879 < 0 y

L2 - e? = 0557812 > 0.

Nota: Para lograr una aproximacioén mejor puede subdividirse el intervalo [1, 2] en dos partes
iguales [1, 1.5] y [1.5, 2]. Elegir aquel intervalo en el que la funciéon Lx - e™* tome valores de

signos contrarios en los extremos, y repetir el proceso las veces que se quiera.

Ejercicio 9

Dada la funcion definida por f(x) = x3 + x? - cos nx, demuestra que existe un valor x = «
positivo y menor que 2, que verifica que f(«) = 3.

Solucion:

Como f(0) = -cos0 = -1, f(2) = 8 + 4 - cos2n = 11y f(x) = x> + x? - cos mx es continua
en el intervalo [0, 2], por el teorema de los valores intermedios, debe alcanzar cualquier valor

comprendido entre -1 y 11. En particular, debe existir un valor x = a € (0, 2) / f(a) = 3.

Ejercicio 10

La funcion f(x) = es continua en el intervalo (3, 6] , pero sin embargo no alcanza un

maximo en dicho intervalo. ;Contradice el teorema de Bolzano-Weierstrass?

Solucion:

No lo contradice puesto que el intervalo donde la funcién es continua no es cerrado.
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Ejercicios Propuestos

(Las soluciones se encuentran al final)

1.- Dada la funciéon f(x) = xLxl definidaen (0, 1) U (1, =), define f(0) y f(1) para que

sea continua en [0, «)

2.- (Tiene la funcion f(x) = maximo y minimo en el intervalo [0, 5] ? ;Y

x2+1
g(x) = 3 en el intervalo [-3, 2] ?
x+2
3.- Dadas las funci — it sixsl B b
.- Dadas las funciones f(x) = et Ix six>1 Y g(x) = § sinx si x>0 > comprueba que
X

son continuas en R .

x2+a six<0
. X .
sin 5 si0<x<1
4.- Estudia enx = 1, x = e la continuidad de f(x) = 1 .
Lx sil<x<e
Determina a para que sea continua en x = 0. 2 six>e
e

5.-Si f y g son las funciones f(x) =x+1,VxeR y g(1)=0,g(x)=2,Vx=+1,
demuestra que xlﬁno (g°H)(x) # (g2 (0). ;Contradice este resultado la propiedad sobre la

continuidad de la funcion compuesta?

2
X“H¥5x+6 six<-3
. . . . x + 3
6.- Estudia la continuidad de la funcion f(x) = § 1 six=-3
x2+6x+9

-e **3 si x> -3

d " si x#0
7.- (Es continua en x = 0 la funcién f(x) = {1+2™ ?

0 six=0

-1
el s |x] <1

8.- Demuestra que f(x) = es continua en R.

0 si x| > 1
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9.- Aplicando el Teorema de Bolzano, comprueba que la ecuacion e* + 2x = 0 tiene una raiz

real.

10.- ;Tiene la funcion f(x) = x? extremos relativos en R ? ;Y en el intervalo [2, 5]?
11.- ;Es ampliable a R el dominio de la funciéon f(x) = 2 + sin 19
X

12.- Escribe un ejemplo de una funcion que presente en x = 0 una discontinuidad evitable, en

x = 1 una discontinuidad de salto infinito, y que sea continua en R-{0,1}.

x2 4+ 4

13.- ;Qué tipo de discontinuidad presenta en x = 1 la funcion f(x) = o] ? ;(Podrias definir
x -

f(1) para que fuese continua en R?

14.- ;Tiene la ecuacion x> - 3x = 1 alguna raiz comprendida entre 1 y 2?

2
- 1) si 0 <x<l1
15.- (Existe algun valor de « para el que f(x) = x?-1 sea continua en
)?
(0, )’ Llsin?(x +a)+1] six>1
Soluciones:

L-fO =0y f() =1
2.- f(x) presenta un maximo en el punto (0, 1) y un minimo en (5, 1/26) ; g(x) no presenta

extremos en [-3, 2] porque no es continua en -2 € (-3, 2).

4.- Para que sea continua en x = 0 debe ser a= 0. En x = 1 es continua por la derecha pero
no lo es por la izquierda. Por tanto, no es continua. Presenta discontinuidad de salto finito. En x = e
es continua.

5.- No contradice el resultado porque g no es continua en f(0) = 1.

6.- Continuaen R - {-3}. En x = -3 presenta discontinuidad evitable.

7.- Si es continua.
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10.- En R tiene minimo en (0, 0) y no tiene maximo. En el intervalo cerrado [2, 5], como
consecuencia del Teorema de Bolzano-Weierstrass, minimo en el punto (2, 4) y maximo en el

punto (5, 25).

11.- No, porque en x = 0 presenta discontinuidad no evitable.

1 six<0

2 s
12.- fx) = x“+1 si 0<xc<1
1

x-1

si x>1

13.- Presenta una discontinuidad infinita (limites laterales infinitos del mismo signo), con lo que
el dominio no seria ampliable.

14.- Entre 1 y 2 tiene una raiz.

15.- Si, por ejemplo « =-1.
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Tema 4

Derivacion

4.1 Definiciones y propiedades basicas

Definicién 4.1.1 Dada una funcién f : D C R — R, diremos que f es
derivable en un punto xg € D, si existe el limite siguiente, que denotaremos

f'(@0) 0 ().,

f'(x0) == lim f@) = f(@o) _ lim flzo + h}i — fwo) _
T—T0 T — o .

lim Lo F88) = flwo) oy AF@) _ o A(@)

Az—0 Az h—0 h Arso Az

El limite f’(z() se denomina derivada , respecto de z, de la funcién f en el
punto zg.

Ejemplo 4.1.1 Dada la funcién f(z) = Inz, su derivada en un punto x
sera:

1 Trh)=Jj{x : n(z+h)—Inz . ln £tk
F(z) = 11mhh—»o w = limy,_.o % = limy,_p 2 =
. In( 142 . )
hthO (:T) :hmh*)()%ln (1—‘—%) :hthO% [% ln (1_‘_%)} —

x

limh_ﬂiln (1+ %)% = %ln |:hmh_,0 (1+ %)ﬂ = %lne =1

Ejemplo 4.1.2 En el caso de f (z) = sinx:

F(2) = limy, o LEHRLED _ iy, sinleth)sine

Y, recordando que sina — sinb = 2 cos aTJ“b sin “T_b
. i h)—si . 2cos 2&th gin b
limy, g sm(:c—f—h) sinz _ limy, g Z 2 _
2x+h - h - h
. COSs s 5 . . sin =
limy,_,o —2%—=2 = limy,_,o cos Zzth im, 5> = COST

2
2 2
Ya que, segtn se vi6 en el tema 2 (Ejercicios resueltos):lim, o #2£ = 1.

T
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2 TEMA 4

Dado que la derivada es un limite, igual que existen limites laterales
existen derivadas laterales:

Definicién 4.1.2 Dada una funcién f : D C R — R, diremos que en xq € D
admite:
derivada lateral por la derecha, que denotamos [, (z) 6 f' (z7) :
Zo

f/(er) — lhig} f(xO + h})L - f(l'o)

h>0

derivada lateral por la izquierda, que denotamos f'(zy) 6 f_(x) :
0

f(xg) = %Eg f(zo — li)h— f(zo)

h>0

Como en el caso de los limites laterales, la existencia de derivada implica
la existencia, e igualdad, de las derivadas laterales. Reciprocamente si existen
y coinciden las derivadas laterales, existe la derivada y coincide con ellas.

En caso de que alguna de las derivadas laterales no exista, o en caso de
que sean distintas, no existe la derivada. Igual que no existe el limite, si los
limites laterales son distintos o alguno de ellos no existe.

Teorema 4.1.1 Dada la funcion f: D C R — R, tenemos:
f deriwvable en x € D = f continua en x.

Nota 4.1.1 El reciproco del teorema precedente es falso, como puede verse,

por ejemplo, con la funcién f (x) := |z|, en el punto x = 0:

.
5]
y

.
A

4 2 0 2 4
lim, o+ f(z) = lim, o+ |z| = limpo|0+h| = 0 = lim,_0|0 — h| =

lim, o- |z| = lim,_o- f (x)
Limites que coinciden con f (0), es decir f es continua en 0, pero:



f/(0+) = lims—o FO+h)=f(0) = lims—o [h 20 = lims—o h— 1
h>0 h h>0 h>o b
f’(O*) = limn—o w = limn—o ‘_ELL_O = limn-o %h =—-1

h>0 h>0 h>0

Las derivadas laterales son diferentes, por lo que f no es derivable en 0.

4.2 Interpretacién geométrica de la derivada

Supuesto que la curva representada en la figura corresponde a la funcién de
ecuacion y = f (z), consideremos los puntos:

P=(z f(2)), A= (r+ Az, f(x) + Af (2))

: P4 . Af(z) _ AB _
Como podemos ver, considerando el tridngulo AP B: A—; = 52 =tana,

pero, cuando Ax — 0, el punto A tiende a coincidir con el punto P, de ma-
nera que la cuerda AP pasa a ser la tangente a la curva en P y, en el limite,
el dngulo « pasa a coincidir con el dngulo 3, asf

@) = fim, 55 = fim,tana = tan
Por tanto la derivada de una funcién en un punto es, numéricamente, igual
al valor de la tangente trigonométrica del dngulo formado, con el sentido
positivo del eje OX, por la tangente geométrica a la curva correspondiente,
en el punto dado. En los puntos en que la curva admite dos tangentes distin-
tas, la derivada no existe, pues tendria dos derivadas distintas, una por cada
tangente.

/
- Aflx)
P/<B \a )

Ax

4.3 Derivadas de las operaciones con funciones

Teorema 4.3.1 Dadas dos funciones f,g: X C R — R, derivables en un
punto x € X, con derivadas respectivas f' (x),q (x) en tal punto, se verifica:



4 TEMA 4

i. f+ g es derivable en x, siendo (f + g) () = f' (z) + ¢ ().
i. Dada una constante A € R, \f es derivable en x y (\f) (= ) A (z).

iti. f-g es derivable en x, siendo (f-g)' (x) = f'(z)g(z)+ f(z) ¢ (x).

. 5 es derivable en x si g(x) # 0, siendo (§> (z) =L (x)g((z)(x))gx)g'(x).

4.4 Derivadas de funciones elementales

Veremos algunas, las derivadas de las funciones cos z, tan x, cot x, sec x, csc x,
se deducen de la derivada de la funcién sin x.

Teorema 4.4.1 Se verifica:
f(x)y=cte= f'(x)=0

. f (x) =2" = f'(x) = na™!

iti. f(x) =sinz = f'(z) = cosx

w. f(z) =z = f(z) =1.

4.5 Regla de la cadena

(Derivada de la funcién de funcién)
Dada una funcién ¢ (f), en la que f a su vez es funcién de otra variable
x, se trata de dar una regla que permita derivar ¢ respecto de .

Por ejemplo si queremos derivar la funcién y = In £ +1 , con respecto a x,

podemos considerar las funciones f = f(z) = xz‘;l, y g=9g(f)=Inf, el

siguiente teorema da una regla para calcular d—y

Teorema 4.5.1 (Regla de la cadena) Dadas las funciones:
f:ACR — R, derivable en x € A, con f(A) C B
g: BCR —R, derivable en y = f (z) € B
La funcion compuesta g o f, es derivable en x; siendo:

AR = (go /Y @) =g (f(2)) f'(0) = G &

En el ejemplo precedente sera:

dy dg(f(x)) dg df dinf d=f

dr dx df dr df dx
120-2? =20 (2> +1)  2* 20 -2
f xt S22 41 2t x(a241)

Como consecuencia inmediata de este teorema, resultan las reglas usuales
de derivacion:
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STE
|
&

SN—
I

7o) s =5 —2) = 10) = s ()]

fx)=u"(z) = f'(z) = nu"~! () ' ()
f(z)=Inu(z) = f'(z) = 4

f (z) = a™®, siendo a constante:

Inf(z) =u(z) lna = ’;((;f)) = (z)Ina = f'(z) = a"@ .

Ina-u (x)

f(x) =sinu(x) = f'(x) =cosu(x)-u ().

4.6 Derivada de la funcion inversa

Recordemos que, tal como se definié en el tema relativo a funciones y con-
tinuidad, dada una funcién f : A C R — R con f(A4) := B C R, diremos
que f admite una inversa 7! : B — A, si fo [l (y) =y, Vy € B es
decir fof =1, yflof(z)=aNVre A ofltof=1y donde 1,y
1p, representan las funciones identidad de A y B respectivamente, es decir
la(z)=aNre A ylg(y) =yVy € B.

El siguiente teorema da una regla de derivacién de la funcién inversa de una
dada:

Teorema 4.6.1 Dada una funcion mondtona f : [a,b] — [c,d] = f([a,]),
verificando:

i. Es derivable en |a,b]

1. Admite inversa g

Entonces g es derivable en [c,d|, siendo: ¢ (y) = ﬁ = m Yy =

f(x) € [e.d].
Debe tenerse cuidado con las variables que utilizan f y g:
Ejemplo 4.6.1 Calcular la derivada de y = arcsinx

Sea g (r) = arcsinz, es la inversa de f (y) = siny, asi aplicando el resul-
tado anterior sera:
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/ _ 1 1
9 (@) =75 cosy
Pero la derivada ¢’ (), debe darse en funcién de x, asi que:
g/ (l‘) _ 1 _ 1 — 1
cosy \/1—sin2y V1—a2
En casos como el precedente, puede utilizarse otro método: Dada
y = arccos x, tenemos: cosy = x, derivando, de acuerdo con la regla de la

cadena: —siny -1y = 1, por tanto:
R R

y = siny V/1—cos?y T V1-a?

o bien: ¢ (z) =

De todo lo anterior podemos deducir una tabla de derivadas:

| funcién f (z) | funcién derivada f’ () |
u™ (z) nu"! (z)u ()
Inu(z) 75((;))
a*®) a"@ Ina - ()
sinu () cosu (x) - u (x)
cosu (x) —sinu (x) - v (x)
tanu (x) 1+ tan?u (z)] - u ( ) =sec?u (x) - u ()
cot u () —[1 + cot?u (2)] v’ (z ) = —csc?u (z) - ()
secu () secu (x) - tanw () - v (2)
cscu () cscu (x) - cotu (z) - u' (z)
arcsinu (x) \/%
arccos u () %
arctan u () %

4.7 'Teoremas de valor medio. Aplicaciones

4.7.1 Teoremas de valor medio

Definicién 4.7.1 Dada una funcién f : X C R — R diremos que zy € X es
un punto critico (a veces estacionario) si la funcién f es derivable en zq y

[ (xo) = 0.

Teorema 4.7.1 Dada una funcion f : [a,b] C R — R, verificando:

i. f continua en [a, b

ii. [ derivable en (a,b)

En estas condiciones si f tiene un extremo (mdximo o minimo), local en
xo € (a,b) entonces xy es un punto critico de f, es decir f'(zo) = 0.
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Advertencia 4.7.1 El reciproco del anterior no es cierto, como podemos
. 5 . 4

ver con la funcién: f (z) := & —42® 4+ 12z, su derivada f’ (z) = L — 8z + 12

se anula para z = 2 donde f no tiene extremo

607
407

207

-207

-407

-60~

Teorema 4.7.2 (De Rolle):
Dada una funcion f:[a,b] CR — R, tal que
i. f continua en |a, b
it. [ derivable en (a,b)
iii. [ (a) = f(b)

En estas condiciones existe al menos un ¢ € (a, b), tal que f'(c) =0.

Gréficamente este teorema asegura, de acuerdo con la interpretacién ge-
ométrica de la derivada, que la curva representativa de la funcion dada, tiene
al menos un punto en el que la tangente es paralela a OX :

Teorema 4.7.3 (Del valor medio, o de los incrementos finitos de La-
grange):

Dada una funcion f:[a,b] CR — R, tal que

i. f continua en [a,b]

it. [ derivable en (a,b)
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En estas condiciones existe un c € (a,b), tal que

f(0)=f(@)

fie) =2

Asi en las hipdtesis del teorema, podemos escribir:
f®) — f(a) = f'(c)(b—a), o bien poniendo a = x, b = x + h, ¢ =
x+6h con b € (0,1):x

fx+h)—f(z)=hf (x+60h)oAf =Ax- f' (x4 0Ax)

Que es la formula de los incrementos finitos de Lagrange.

Esta propiedad tiene una interpretacién gréfica: existe un ¢ € (a, b), tal
que la tangente a la curva, representada por f (x), en el punto (¢, f (c)), es
paralela a la cuerda que une (a, f (a)), con (b, f (b))

Teorema 4.7.4 (Del valor medio generalizado de Cauchy)
Dadas dos funciones f,qg: [a,b] CR — R, tales que:
i. f,g continuas en [a,b]
ii. f,g derivables en (a,b), con ¢' () # 0 Vzx € (a,b)
En estas condiciones eziste un ¢ € (a,b), tal que

4.8 Aplicacion al estudio de limites indeter-
minados

Teorema 4.8.1 (regla de L’Hoépital-Bernoulli):
Dadas dos funciones f,q: (a,b) CR — R, tales que:
i. f,g derivables en (a,b), con ¢ (z) # 0 Vx € (a,b)
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ii. Se verifica una de las condiciones: Llimgqr f () = ?lmmﬂﬁ 9(@) =0
2.1im, o+ f (2) =lim, ..+ g (z) = 00

En tal caso serd lim,_,,+ _Z; éx) = lim,_,,+ g,ﬂ = L, siempre que exista el

lim, .+ ,(I) =L
El resu (ltado sigue siendo valido si se reemplaza lim,_,,+ por lim,_,,-

El resultado anterior permite resolver directamente las indeterminaciones
de tipo 22, o %. Otras formas de indeterminacién se estudiaron en la seccién
2.4, de entre las resolubles usando la regla de I’'Hopital-Bernoulli, tenemos:

- Caso 0-00:

lim, ., f (x) =0, lim,_,, g (z) = 00, Podemos poner:

lim, ., f (2) g (x) = lim,_,, ﬁ)

lim, ., f (2) g (x) =lim, ., ; ((m)) y estamos en la forma 3:

En los casos siguientes utilizamos la transformacién, vista ya en 2.4:

que denotando G (z) = g(l 7, resulta:

hmx—>a f (x)g(x) _ limm_m elnf(z)g(z) _ llmm (x) In f(z) — 11mzﬂa g(z)In f(z)
- Caso 0° :
lim, ., f(z) = 0, lim,_,¢(z) = 0, la transformacién mencionada la

transforma en %>, dado que:

limxﬁa f (x)g(:r) = elimx—m g(x)In f(z) _ 60.(_00)

Con lo que estamos en el caso anterior

- Caso o :

lim, ., f (x) = 00, lim,_, g (x) = 0, esta forma queda:

hmxﬂa f (x)g(:r) — elime—a g(x)In f(z) _ e0-00

- Caso 1 :

lim, ., f (z) = 1, lim,_, g () = 00, esta forma puede resolverse como la
anterior:

lim,_, f (2)7®) = elime—ag(@) Inf(z) = goo0
O bien tal como se indic6 en 2.4, con la transformacioén lim,_., f (z)? (@)
lim,_, e9()f@)-1
Ejemplo 4.8.1 Calcular lim, 5 (2% — 4)In (z — 2)
Es del caso 0 - oo:
i 2 : In(z—2) . T . (x _4)
1lmx~>2 (x — 4) In (x — 2) = ].lm:rﬂ2 —I = 1lmz4,2 — = = hnga m

z2—4 (12,4)2
Aplicando la regla de L’Hopital:
. :1:274) 2(:1: 74)2:1: . 0
hmx_g m hmx_,g m hmx_,g 1= 0
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Ejemplo 4.8.2 Calcular lim, . [In (z — 2)](’72_4)

Es del caso ooV
In[ln(z—2)]
1

limy s [In (2 — 2)](** ™) = lim,_, e(*=)WlnE=2) _ iy o 7

Aplicando la regla de L’Hopital:
1

n[in(z—2)] = [E=PeE)
nin(r— 3 n(x— . Tr— n(xr—
2EEE — limy, e 2622 = lim,_,, 2202

z2_4 , (ac2—4)2 (rcz _4)2
(1'2—4) T ($—2)2($+2)2 (.73—2)(37+2)2 -
= llmzHQ —23(z—2) In(z—2) o in(a—2) In(z—2) 0

= 0. Es importante recordar, que el limite

liqug

hmeQ —2z(z—2) In(z—2) - hmeQ
. In[ln(z—2

Por tanto lim, ., 2ln@=2)
gy

‘ In[ln(z—2)]

x2—4) . S . .

= lim, ,e =2-4 | asi que:

pedido no es este, sino lim, 5 [In (z — 2)]<

lim, 5 [In (z — 2)](302_4) =l =1

. . In(z—2

Ejemplo 4.8.3 Calcular lim,_, (22 — 3)™“?
Es del caso 1°°: o2,
. oy(22—3— ) 2 N ) ——
hmwﬁg e[ln(x 2)](;c 3 1) _ hmwﬁg e(a: 4) In(z—2) _ hmwﬂge P
Aplicando la regla de L’Hopital:

1
—x—2 2

. In(z—2) . = . w24 _ (2=2)%(2+2)2
lim, ,se -4 =lim, ,pe **%° =lim, ,,e 22 =lim, s 222 =
) (z=2)(z+2)? 0
lim, e -2  =¢’ =1.

4.9 Determinacion de extremos locales

Vimos que si una funcién derivable en un punto z, tiene un extremo en x, su
derivada en tal punto z es nula, es decir  es un punto critico.

Una funcién puede tener extremo en un punto xg, y no ser derivable en
él, por ejemplo y = |z| en el punto = = 0.

4.9.1 Ciriterio de la primera derivada

Teorema 4.9.1 Dada una funcion f : [xo — h,xo + h] C R — R, continua
en [xo — h,xo + h| y derivable en (zo — h,xo) U (zo, z0 + h).

En tal caso:

i. Six<zo=f(r)>0yx>x= f(x) <O0: f tiene mdximo local
en xg.

it. Stz <zo=f'(x) <0yx>x9= f (x)>0:f tiene minimo local en
Zg.-
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Definicién 4.9.1 Diremos que una funcién f : I C R — R, es de clase C*
en I, lo que se denota f € C*(I), si la funcién y sus derivadas de orden
menor o igual que k, son continuas en [.

4.9.2 Ciriterio de la segunda derivada

Teorema 4.9.2 Dada una funcion f: [xg — h,zo + h] C R — R, tal que:
1. f S Cz<[l’0 - h,l’o +h])
ii. f'(xzg) =0
En estas condiciones:
1. f"(x¢) > 0= f tiene minimo local en xy.
2. f"(x9) < 0= f tiene mdzimo local en x.

4.9.3 Caso de la segunda derivada nula

Considerando una funcién f de clase C", caso de tener extremo en un punto
xg, deberd ser f’(xy) = 0, supongamos ademds que f” (z9) = 0, o mds
generalmente que f®* (x9) =0, 2 < k < n, con lo que el criterio precedente
no decide sobre la existencia de extremo. El siguiente teorema da un criterio
basado en el orden de la primera derivada no nula en xg:

Teorema 4.9.3 Dada una funcion f: D C R — R, verificando:
i f es de clase C™ en un entorno [xo — h,xo + h| de un punto xq € D
i, f*(20) =0,k <n
iit. ™ (2) # 0
En estas condiciones:
1. sin es pary a. f™(20) >0 = tz:ene mz’m’mo local en x
b. f(x) <0 = tiene mdximo local en xq
a. f™(x9) >0 = [ es creciente en xg
(

2. si ) ]
St nes tmpar y { b. f n (I) <0 = f es decreciente en Zo

En realidad este criterio incluye los dos anteriores.

2

Ejemplo 4.9.1 Determianr los extremos de y = % - % + 3% )

y/:ff_;_zx2+3x, que se anula parax =0y z =3

y" = 2? —4x + 3, para = 0 vale 3, por lo que hay un minimo en (0, —5)

Pero para x = 3, se anula.

y" = 2x—4, que para x = 3, vale +2, por lo que al ser la primera derivada
no nula (para x = 3), de orden impar, y positiva, la funcién crece en x = 3.
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4.10 Asintotas

Definicién 4.10.1 Diremos que una recta es una asintota de una curva
de ecuacién y = f (x) si la distancia entre un punto de la curva, y la recta
tiende a cero, cuando la distancia entre tal punto de la curva y (0,0), tiende
a infinito.

Hay tres tipos de asintotas:
a. asintotas horizontales:
f tiene una asintota horizontal y = b si lim, 1 f (x) = b # o0
b. asintotas verticales:
f tiene una asintota vertical x = a # oo si lim,_,, f () = c©
c. asintotas oblicuas:

f tiene una asintota oblicua y = mx + n si la distancia entre esta
recta y (z, f (z)) tiende a cero al tender x a £o0

Teorema 4.10.1 (Determinacion de las asintotas oblicuas):

Siy:=mx+n (0#m#o0o,n# 00) es una asintota oblicua de la curva
representada por f () entonces:

m = lim M, n= lim f(z)—mx

r—00 €T T—00
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Advertencia 4.10.1 Suele decirse, que una curva que admite asintota ho-
rizontal no admite asintota oblicua, esto es cierto con matices: si hay asintota
horizontal con x — +00 no hay asintota oblicua con x — 400, pero puede
haberla con z — —o0, lo mismo puede decirse si hay asintota horizontal con
x — —oo. Ver por ejemplo el ejercicio resuelto n°10.

4.11 Concavidad

Definicién 4.11.1 Diremos que una curva es céncava hacia arriba “U”,
(o convexa hacia abajo), entorno de un punto zg si, entorno de xy la curva
estd situada por encima de la tangente a la curva en xy De manera andloga
se define la concavidad hacia abajo“ N”. Cuando, por el contrario, en un
semientorno de x( la curva estd por encima, y en otro por debajo de la
tangente, diremos que en xy hay un punto de inflexién.

Ejemplo 4.11.1 En la figura adjunta, la curva tiene una concavidad de tipo
U en xg:
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Teorema 4.11.1 Dada la ecuacion y = f (x), de una curva. Si entorno de
un punto xy la funcion f es de clase C?, y:
i. f"(x) >0 en tal entorno la curva es concava hacia las YY positivas.
ii. " (x) <0 en tal entorno la curva es concava hacia las Y'Y negativas.
iti. f" (x) cambia de signo al pasar de valores menores que o a valores
mayores que Ty, en xo la curva tiene un punto de inflexion.

4.11.1 Caso de la segunda derivada nula

Teorema 4.11.2 Dada la ecuacion de una curva y = f(x). Si entorno de
un punto o, se verifica que f es de clase C™ en tal entorno, con f” (z9) =
f" (o) = .. = fO (o) = 0, 1 (o) #0:

1. caso de ser m par:
. si f(x) > 0 la curva es céncava hacia las Y'Y positivas entorno de

~

ZIg-.
2. si f"(z) < 0 la curva es concava hacia las YY negativas entorno de
Zo-
1. caso de ser n impar, la curva tiene un punto de inflexion en xqy siendo:
1. creciente si f (x0) > 0
2. decreciente si f" (x4) < 0.

Ejemplo 4.11.2 En el ejemplo anterior (4.9.1), la funcién y = ”1”—; — % +

322
5 — 9O

y = "”—33—2x2—|—3x,

y' =2 —4x +3 = (x — 1) (z — 3), es negativa en (1, 3), por lo que es
coéncava hacia abajo “N”, y céncava hacia arriba “U” en (—oo, 1)U (3, 00), 3/’
secanular =1y x=3.

y" = 2x—4, que para x = 3, vale +2, por lo que al ser la primera derivada
no nula (para z = 3), de orden impar, y positiva, la funcién crece en z = 3,
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a la inversa en x = 1, es negativa por lo que decrece, habiendo punto de
inflexién en ambos casos, como se aprecia en la figura.

\ .
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Derivacion

Ejercicios resueltos

Derivacion

Ejercicio 1 Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién:

—x2 siox <2
f(x)—{(x_2)2x_4 5 759 en el punto x = 2.

Solucioén:
Estudiemos primero los limites laterales en x = 2:

F(27) =limp_o f(2—h) =limy_g— (2—h)* =

limy_o—4 +4h — h? = —4

f@2F) =limyo f(2+h) =lim,_o(2+h —2)22" —4 =

limy, o h2%th —4 = —4

Por tanto f(27) = f(27) = f (2), y la funcién es continua en x = 2

Derivadas laterales en z = 2:

F(27) = limy g LR — gy —@EI iy 4Rl

limy ,o—4+h=-4

F1(2*) = limy_o f(2+h})L—f(2) — limy,_g (2+h—2)222h—4—(
limj,_,0 2%t =4

Las derivadas laterales son distinitas por lo que la funcién carece de

derivada en x = 2, esto significa que hay dos tangentes distintas en el punto
(27 _4)

—4 . 2+h
) — hmh_@ h2h
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Ejercicio 2 Calcular la derivada de y = z*. Se supone x > 0.

Solucién:
Tomando logaritmos neperianos en ambos miembros:

Iny=zlnx

Derivando ambos miembros respecto de x, teniendo en cuenta la regla de
la cadena, que nos dice que al ser y funcién de x:
/
1
LA =lhr+zrz—=hzr+1
Yy x
Despejando /'
Y =(01+Inx)y

Finalmente reemplazando el valor de y:
y =a"(1+1nzx)
[

Ejercicio 3 Una epidemia, al cabo de ¢ dias de su inicio, infecta a un mimero
de personas dado por p = 30t2 + 100¢. ;Cuantas personas infecta el 5° dia?

Solucién:

El niimero de personas infectado por dia vendra dado por: % = 60t + 100,
por lo que en el dia t = 5, el nimero de infectados sera 60 - 5 + 100 = 400
personas. m

Ejercicio 4 La curva de ecuacién y = 23 — 22 + 6, pasa por los puntos
P (2,10) y Q (4,62), Si el segmento P(Q se desplaza paralelamente a sf mismo,
corta a la curva en varios puntos, o en ninguno; si la corta en un inico punto
jcual es?
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Solucioén:

Podria solucionarse determinando la ecuacién de la recta PQ), resolver el
sistema de dos ecuaciones formado por esta ecuacién y la de la curva, e
igualar las posibles soluciones.

Otra posibilidad es usar el teorema de valor medio de Lagrange, que
asegura que la tangente en un punto de la curva, es paralela a la cuerda que
une los extremos del arco en cuestion:

Si P(2,10), y @ (4,62) son los extremos del arco de curva, el teorema

fA-f(2) _

afirma que la abscisa ¢ del punto mencionado, verifica f'(c) = “5=5~> =

8210 =26y, dado que f'(z) =322 =2, f'(c) =32 —2=26=c= /2 =

2.94, el punto buscado es (2.94,25.63)

T T T T T T T T T 1
2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4
|

Ejercicio 5 Mediante la derivacién de la funcién inversa, hallar la derivada
_ l—z
de y = arccos 75
Solucién:
y=f(z)= arccosl;ﬁx = cosy = 1_72’” = V2cosy=1—z=12=1—2cosy
Por tanto y = f (z) es la funcién inversa de g (y) = 1 —+/2 cosy, asf que si
! _ _1 < £l _ 1 1 S e oy — 1 _ 1 _
9 W) = g serd J'(2) = 57 = gy © blen V' = 5 = Vayi—coty
1 _ 1 _ 1 _ 1
\/5\/1_<1_T;)2 \/5\/1_21*2””!2 \/5\/1122—,# V142z—2z2
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Representacion grafica de funciones y optimizacién.

Ejercicio 6 Determinar los extremos, si los hay, de la funcién f (z) =1 —
3 2
(x—1)

Solucién:
2 1
f@)=1-y/@-1=1-(@-1)i=f(2)=-3@-1)7 =i
Esta derivada nunca se anula, y en ausencia de puntos criticos, debe

estudiarse el comportamiento de la derivada, en torno a los puntos de dis-
continuidad de la derivada, en este caso x = 1.

. - . —}/(1+h—1)%— . _3
) = limy g LI iy, o V) L iy g =2 =

h
].imh—»o -1 % = -0
3 2
f/ (1—) — hmhﬂ[) f(l%)hff(l) = ljmhﬂo 1= (1:2_1) ! = hmhﬂg 713/2? =

hthO i/% = +00

Asi esta funcién carece de derivada en x = 1 por lo que:

1

Pla)=—2-1)F = —msia A L
Pero antes del punto de discontinuidad, es decir para < 1:
r<l=>xz=1-—h, (h>0),y

/ _ 2 _ 2
f <1_h)__:a{”/l—h—l__3\3/—_h \/_>0
Después del punto de discontinuidad es decir para xr > 1:
r>1=>x=1+h, (h>0),y

' _ 2 _ 2
f <1+h)__3§°’/1+h71__3\3/ﬁ 3\/_<O
Por tanto f crece antes de x = 1, y decrece con x > 1, por lo que, siendo

continua en z = 1, podemos asegurar que f tiene un maximo en x = 1

14

0.57

-0.57

Ejercicio 7 Determinar los extremos de la funcién f (z) = z%e!~®, supuesto

que existan, no usar el criterio de la 1* derivada.
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Solucioén:
f estd definida y es derivable, para todo x.
Los posibles extremos corresponden a valores que anulan la 1* derivada:

fl (l’) — 41,36171 - 1'46171 _ x3€lfx (4 _ I’)

Por tanto puede haber extremos en z =4, y . =0

[ (x) =322 (4 — x)—23el ™" (4 — x)—x3e! ™" = 2277 (12 — 8z + 2?)

f7(0) =0, f"(4) = —16e73(—4) > 0

Asf hay un minimo en (4, 256e~3).

Respecto de z = 0 son nulas todas las derivadas en las que aparece z,
como factor, con exponente > 0:

" (x) = 2we! 7" (12 — 8z + 2?)—22e! ™ (12 — 8z + 2?)+a?e! ™% (=8 + 22) =

re! ™" [2(12 — 8z + 2?) — 2 (12 — 8z + 22 + 8 — 2x)| =

ze' ™" (24 — 36z + 1227 — a3)

f¥(z) = el (24 — 362 + 1227 — 2°) — xe! ™" (24 — 362 + 1222 — 23) +

ze! ™" (=36 + 24x — 37?) =

el [24 — 36z + 1227 — 2® — x (24 — 362 + 122 — 2 4 36 — 24z + 327)| =

el [24 — 96z + T22% — 162° + 2]

Resulta que f® (0) = 24e > 0, por tanto hay un minimo en (0, 0), cosa
que era de esperar ya que z%e! ™ > (0 =

Ejercicio 8 Determinar las dimensiones del cono de volumen minimo cir-
cunscrito a una esfera de radio R.

Solucion:

El volumen del cono es v = 7r?h. Los tridngulos AOB y ADC son seme-

3
jantes, la relaciéon de semejanza: DC — AD 'hyede escribirse 5= —_f .
VOA’-OB
h Rh

OB  AB’
= oo conellor = atan Y

6L = h

"oy

=V
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1 R2h2 TR2 B3

V= 3T anglt = 5o

Extremos de v:

o _ TR 3h2(h2—2hR)—(2h—2R)h® . p2 h3(3h—6R—2h+2R) _ xR? h3(h—4R)
-3 (h2—2hR)? B (h2—2hR)? T 3 (h2—2hR)?

0
I 3 —

vV=0=h’(h—4R) = h = AR

Dado que, evidentemente h > 0, debe excluirse h = 0, y el signo de v’
depende de h — 4R:

Para h < 4R v' < 0, por lo que v decrece

Para h > 4R v' > 0, por lo que v crece

Por tanto, usando el criterio de la primera derivada, en h = 4R hay un
minimo.

— Ny RAR _ 2R _
7r2h (1322>(4R) 8 R3

Con ello el volumen del cono serd v = = = 3 T

doble del volumen de la esfera (@). ]

que es el

Ejercicio 9 Un servicio de correos acepta paquetes, en forma de paralelepi-
pedo, a condicién de que la suma de la longitud y el doble de la suma de
anchura y altura, sea de un maximo de 183 cm. Suponiendo igual anchura
que altura ;Cudles deben ser las dimensiones del paquete para que tenga la
maxima capacidad?

Solucién:
Si la capacidad, o volumen del paquete es v, la anchura z y la longitud
y, tendremos: v = 2%y, ademds debe ser 183 = 2z + y, por tanto: v =
72 (183 — 2x) = 18322 — 213,

Determinacién del méximo de v:

v =366 —62%, v =0=>2=06x=061

La solucién z = 0 estd excluida (no habria caja), para z = 61, dado que
v" = 366—122 tenemos v” (61) = 366—12x61 = —366 < 0, que efectivamente
corresponde a un méximo, con y = 183 — 2 x 61 = 61. El volumen maximo
permitido en las condiciones dadas es 61 x 61 x 61 = 226981cm?® m

Ejercicio 10 Estudiar continuidad, puntos de corte con los ejes, asintotas,

X ) s s Z1)er
e intervalos de monotonia de la funcién de ecuacién f (z) = (xem_)f

Solucién:
Se trata de una funcién continua, y derivable, en todo R—{0}.

Es posible que sea discontinua en = = 0, cosa que se debe verificar estu-
diando los limites laterales: .

lim, o+ f () = limp—o f (h) = limy_ % == =—c0
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. . . —h—1)e—h . 11—
lim, o~ f (z) = limy_o f (—h) = limy,_o % = limy,_g 1i—ef =
limy, o el%fl =00

Asi que efectivamente es discontinua en z = 0, por tanto tampoco serd
derivable en tal punto.

Puntos de corte con los ejes: cortaa OX en x =1
Asintotas:
Es claro que hay una asintota vertical en x = 0

. T (z—1)e* _ 1. ze® __
limy oo f(7) = liMy sy oo~ = liMy oo %5 = +00
Esto significa que no hay asintota horizontal para xz > 0.
. BT 1 (—z—1)e ®
lim, o f(2) = limyioo [ (—2) = limyjoo o7 =
: —z—1 _ 71 z4+1 _ 13 1
hmxﬂ+oo T_er — hmxﬂ+oo 1 llmm*groo o 0
Asf pues hay una asintota horizontal y = 0, en x = —o0
(z—1)e®

T f@) s T s (z—De” _
m = lim, o = =lim, = lim, s =
: z—1 e¥ __
limgioo 5o eg =1

. . r—1)e® . r—1)e* —x(e®—1

N =1y oo f (2) =2 = limy oo 2 — 2 = lim,, o S =
. g . Z -1
lim, 400 55 = 1My 4 o = —1

Por tanto hay asintota oblicua (en x — 00): y =z — 1

Debe quedar claro que el hecho de haber asintota horizontal imposibilita
la existencia de asintota oblicua, pero sélo por el lado donde hay asintota
horizontal, en este caso la hay en x = —o0, y no puede haber asintota oblicua

por este lado; pero no en x = 0o, por lo que si cabe asintota oblicua por este
lado.

Cortes de la curva y = (Zgi)fx con las asintotas: (—o0,0), (07, —00) y
(07, +00),
Yy = (l:i (z—1)e”
y:xe—_ll > =r—-1l=@@-1ef=@-1)e—a+1=
r=1,y=0

Posicién respecto de la asintota oblicua:
(z—1)e* (I . 1) _ (a=1)(e®=1) _ r—1=

e —1 e —1

La ordenada de la curva es mayor que la de la asintota para x > 1

La ordenada de la curva es menor que la de la asintota para x < 1

Intervalos de monotonia:
;_ we®(ef—1)—e2®(z—1) _  e®(e®—x)
¥y = (17 CEN
siempre creciente.

> 0 Vo € R—{—1}, y la funcién es

La curva viene dada por la gréfica siguiente: m
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Ejercicio 11 Estudiar y representar grificamente f (x) = (z + 2) ex

Solucién:

Dominio R— {0}
lim, o+ f (z) = limpo (h+2)e
lim, o f (z) =limy_o(—h +2) e~
De lo anterior resulta que hay una asintota Vertical enz =0
Asintotas horizontales:

Jun

#‘

:IH ]

+00

- 1imh—>0

—h+2
=0
2

0

i, o f () = limy g (1 2) € = 00 0 = o0
lim, . o f () =lim,,_ (x4 2) es = lim, oo (—2+2) e~ =
lim, 400 "’”—_+2 = —00

Asintotas obhcuas: .

m = lim,_, o (Hi)ey =limy i (1+2) e =1

n=lim, o (z+2) er —x = lim, 0@ ( - 1) + 2e3 =
1 -1 e%
limm_H_oo exlfl + 26% = llmm_>+oo ?JT + 2= hqu_s_oo 6% + 2=3
-2

Asi y = z + 3 es una asintota oblicua

1 1 2
(z+2)ew (—z+2)e—= . 1-- 1
T —x o

=lim, oo 1%

m=lim,_,_ =lim, . +
x

e
Que es la misma m que antes.

f’( )=z +2)er = (1-2R) = sttt = S (2% — 1 - 2) =

S(+1)(z—2)

La funcién crece en (—oo, —1) U (2,400) y decrece en (—1,2), y como es
continua en todo el dominio, hay médximo en = —1 y minimo en x = 2.

1
f(e) = 45 @ —a-2) =

—ie%(ﬁ—x—2)—2” (22 —x —2) +

al»—‘

i~2

§.:|,_.

L (w—1)=er 22 =



4.0

f"(z) > 0 para x > —2 concavidad U,

cavidad N m

307

f"(z) < 0 para z < —

X 4

2
5 con-
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TEMA 4

Ejercicios propuestos

Las soluciones se encuentran al final

Derivacion
1. Hallar por medio de la definicién de derivada, la derivada de y = /x
2. Hallar las derivadas laterales de y = }% enxr = —2.
3. Hallar la derivada de y = In (In (Inz)) supuesto = > 0.
4. Comprobar que, siendo u/l, u/g, vy, Ve, funciones de z, la derivada de
o= er- |
Este resultado es valido para determinantes de orden arbitrario (finito).
5. Dar la ecuacion de la recta tangente a la curva de ecuacién y = z” en
el punto (2,4).
6. Calcular: lim, . %
7. Calcular: lim,_q (Sirlm — %)
8. Calcular: limxﬂg (ac — %) tan 3x
9. Calcular: lim, ¢ x*, con z > 0
10. Hallar la derivada de y = 2% 4+ a** +a®" supuesto a constante y a > 0.
11. Mediante la derivacién de la funcién inversa, hallar la derivada de y =

2
arctan %

Representacion grafica de funciones y optimizacién.

12.

Dar las dimensiones del cilindro recto, de volumen méaximo, inscrito en
una esfera de radio R.

13 Dar las dimensiones del cilindro recto de volumen méximo inscrito en

14.

un cono circular de altura h, y radio r.

Un barco ha de remontar una distancia d en un rio, si la velocidad de
la corriente es u, y el consumo de combustible es directamente propor-
cional al tiempo empleado y al cubo de u; determinar la velocidad v,
del barco, que implica el minimo gasto de combustible.
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15. Se pretende construir un campo de deportes, cuyo perimetro sea una
pista de 400 m. Si el campo ha de tener forma de rectdngulo con
un semicirculo adosado a cada uno de los lados menores ;Con qué
dimensiones se consigue el campo de mayor superficie?

16. Se permite ocupar uno o dos terrenos, en caso de ser dos uno cuadrado
y otro circular, separados; con la condicién de que la cerca que limite
el conjunto de los dos tenga una longitud [ dada. ;Cuales son las
dimensiones que dan maxima y minima superficie de terreno?

Estudiar y representar graficamente las curvas cuyas ecuaciones se dan a
continuacion:

_ bx*41
17. y = &4

18. y = Va2 + {/(x — 1)°

19. y = +,/ 5

22

20. y:x+%

Soluciones a los ejercicios propuestos

s

|H

Ly =3

B

[N}

Y (=21) = \/% Yy (=27) = —\/%, grafica:
1

zlnzln(lnzx)

oo

5. y—4=4(1+1In2)(z—2)
1.

0.
0.

© »® N>
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10. a®z* '+ a**az® 'Ina + a* a®a® In%a

11. 2azx

z4+a?

12. Altura 2%, radio de la base *2E

13. Altura %, radio 2—;
_3
4. v=3u

15. Lados del rectdngulo 100m., radio de semicirculo %m

16. Méximo: un circulo de radio %, minimo: circulo de radio ﬁ, y
cuadrado de lado -
m+4

17.

18, TR

19.

20.



Tema 5

Integracion Indefinida

5.1 Primitiva de una funciéon. Reglas basicas

En este tema estudiaremos lo que podriamos llamar el problema inverso de
la derivacién, es decir, dada una funcién f hallar otra F' tal que F' = f.

Definicién 5.1.1 Sea f : [a,b] C IR — IR. Diremos que F': [a,b)] C R — R
es una primitiva de f en [a,b] si F' es derivable en [a,b] y F'(z) = f(z) para
todo z € [a, b].

Ejemplo 5.1.1 Sean f(x) = 322, F(z) = z®. Claramente F'(z) = f(x)
para todo x, por lo que F es una primitiva de f.

Es evidente que si dos funciones se diferencian en una constante (por
ejemplo, Fi(xz) =senx y Fy(z) = senx + 5), su derivada serd la misma (en
este caso, f(x) = cosz), por lo que tanto F; como Fy son primitivas de
f. También es cierto el reciproco, es decir, las primitivas de una funcion se
diferencian en una constante:

Teorema 5.1.1 Sea Fy una primitiva de f en |a,b]. Fy es otra primitiva de
f en[a,b] siy solo si Fy — Fy es constante en [a,b].

Este resultado nos permite establecer la siguiente definicion:

Definicién 5.1.2 Al conjunto de todas las primitivas de f en [a,b] se le
denomina integral indefinida de f en [a,b] y se representa por [ f(x)dx.

1
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Dicho de otra forma
/f(m)dw = {F/F es una primitiva de f en [a, b]}

y si tenemos en cuenta que dos primitivas cualesquiera de f se diferencian
en una constante, el conjunto anterior se suele escribir

/f () +C

donde F' es una primitiva cualquiera de f y C' una constante arbitraria.

Teniendo en cuenta las definiciones de primitiva e integral indefinida se
deduce facilmente el siguiente resultado, que pone de manifiesto la linealidad
de la integral indefinida:

Teorema 5.1.2 Sean f y g dos funciones con primitiva en el intervalo |a, b]
y sean o, 3 dos numeros reales cualesquiera. Se verifica que

/[af()Jrﬂg x—a/f d:z:+ﬁ/9

El teorema anterior debe interpretarse como sigue: para obtener todas
las primitivas de af + B¢ debo calcular una primitiva de f y multiplicarla
por «, también debo calcular una primitiva de g y multiplicarla por 3, sumar
las funciones asi obtenidas y anadirle una constante arbitraria. Veamoslo en
un ejemplo:

Ejemplo 5.1.2

/[3cosx+4x]dx = 3/cosdx+4/xdx

1
= 3senx—|—4§x2—|—(]: 3senz + 222 + C

5.2 Integrales inmediatas

Entendemos por integrales inmediatas algunas integrales sencillas que pueden
verificarse directamente derivando, como por ejemplo:

{F(z) =senz = F'(z) = cosz} = /cosda: =senz + C
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El concepto de integral inmediata es subjetivo, pero suelen considerarse
como tales las que se obtienen a partir de la derivacién de las funciones ele-
mentales y sus combinaciones mas sencillas. Estas integrales serd necesario
manejarlas con soltura, ya que cualquier método de integracién termina con-
duciendo a una o varias integrales inmediatas.

A continuacién presentamos una tabla de integrales inmediatas:

xa+1 1
/m dx:@+1+0 (e R, a#-1), /;dm:ln|x|+0,

/a‘”d:z::a +C (a€R, a>0), /e””dx:e”—i-C,

Ina

/senxdx:—cosx—l—C, /cosxdzzsenx—l—@,
/tan:vdx:—ln|cosx|—|—C, /Cotxd:t:ln|senx|+0,

/sec2 xdr = tanx + C, /csc2 xdr = —cotx + C,

dx
1+ a2

=arcsenz + C, = arctanx + C,

dx
| A==
dx
/22 —1

/cosh zdr = senhz + C, /tanh xdr = In(coshz) + C,

= arcsecx + C, /senh xdxr = coshx + C,

dx dx
/ cosh? z anh -+ senh? x cothr =+
dx
—— =Inlr+ V22 + 1|+ C = argsenhz + C,
vt | ’
dx

——— =In|z+V22 -1+ C =argcoshx + C,
1+

dx 1
/ = —In
1—22 2 1

Tabla 5.1: Tabla de integrales inmediatas

+ C = argtanhx + C.

— X
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5.3 Integraciéon por partes. Integracién por
cambio de variable

En esta seccion veremos dos de los métodos mas utilizados a la hora de
calcular primitivas: la integracion por partes y la integracion por cambio de
variable.

El método de integraciéon por partes consiste en aplicar la regla de
derivacion de un producto a la inversa, y asi se tiene que

d

= (u(@)e(e)) = o (@)e(e) + ulz)'(x) =
u(w)o' () = - (u(z)ol(e) — v ()olr) =

Este método serd util cuando la integral [u/'(z)v(z)dr sea mas facil de
calcular que la integral [ u(z)v'(z)dz.

Teniendo en cuenta la notacion du = u/(x)dx y dv = v'(z)dz, el método
anterior se suele escribir de la siguiente forma mas facil de recordar:

/udv:uv—/vdu

Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 5.3.1
/ln|x|dx = zIn|z| —/dx:azln|x| —z+C

1
u=In|z] = du=—dzx
x
dv=dz =
Ejemplo 5.3.2

V=2

/xsenxdm = —mcosx+/cosxdx: —xcosx +senx + C
/l\

u=x = du=dx
dv=senzdr = v=—cosx
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El método de integracion por cambio de variable se basa en observar
como afecta un cambio de variable a la derivada de una funcién. Asi, si a
la funcién F(z) le aplicamos el cambio de variable z = ¢(t), obtenemos
G(t) = F(¢(t)) v, aplicando la regla de la cadena:

Fl(z) = f(z) = G'(t) = f(6(1)¢'(t)
de lo que deducimos el siguiente teorema:

Teorema 5.3.1 Sea f : [a,b] — IR una funcion continua y consideremos
el cambio de variable x = ¢(t) con ¢ : [¢,d] — [a,b] con derivada continua.
En ese caso tenemos que

[ f@ydz = [ flo)d byt

El teorema anterior es facil de recordar si utilizamos la siguiente regla: si
el cambio es x = ¢(t) entonces dx/dt = ¢'(t) y, por tanto, dx = ¢'(t)dt, por
lo que f(x)dz = f(¢p(t))¢'(t)dt. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 5.3.3 En la tabla de integrales inmediatas (tabla 5.1) habiamos
visto que

d
Y _ arctanz +C
1+ 22
Veamos como podemos utilizar el cambio de variable para calcular
/ dx
a? + b%a?
donde a,b € IR, a > 0,b > 0. En efecto, tenemos que
1__/ de (I/a*)de 1 dx
) a2 22 1+ (b2/a?)x? a2 1+ (b_x)2

y haciendo el cambio de variable
bx y at a
a b b

obtenemos

_i (a/b)dt_i dt
a2 1+¢2  ab) 1412

1 1 b
= — arctant + C' = — arctan o +C
ab ab a
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Ejemplo 5.3.4 Calculemos ahora
I:/sen7x cosx dx

Observemos que si consideramos el cambio senz = ¢, no nos hace falta des-
pejar x en funcién de t para derivar, ya que

t = —( ) dat = dt = dr = di
senx = —(senz) = — = cosx = — = cosx dr =
dx dx dx
y por tanto
. . 1 sen® x
I:/senxcosajdx:/t dt:§t +C = 3 +C

5.4 Integracion de funciones racionales. Des-
composicion en suma de fracciones sim-
ples

Definicién 5.4.1 La funcién f(x) = % donde P(x) y Q(x) son dos poli-

nomios de z, se llama funcién racional y la correspondiente integral

/f(:z:) dx :/gg; dx

se denomina integral racional o integral de una funcién racional.

El método para resolver este tipo de integrales se basa en escribir la fun-
ci6én racional P(z)/Q(x) como suma de lo que llamaremos fracciones simples,
pero para ello previamente habremos de conseguir que P(x) y Q(x) no ten-
gan factores en comin y que grado(P(x)) < grado(Q(z)). Con ese objetivo
realizamos los siguientes pasos:

1. Escribimos P(z)/Q(z) en su forma irreducible, es decir, factorizamos
P(z) y Q(x) y eliminamos sus factores en comun.
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Ejemplo 5.4.1

=42’ +5r -2  (v—1)%(z—2)
24+ —2  (z—1D(z+2)
(e -1)(x—2) 2*—3x+2
B T +2 T +2

2. Si grado(P(z)) > grado(Q(z)) se procede a efectuar la divisién, obte-
niéndose un polinomio més una funcion racional en la que el numerador
(el resto de la divisién) es de menor grado que el denominador, es decir

R(x)
Q(x)

donde C(z) es el cociente de la divisién, R(x) el resto y, por tanto,
grado(R(z)) < grado(Q(x)).

Ejemplo 5.4.2

2 —3x+2 12
LT +
T+ 2 T+ 2

Tras realizar estos dos pasos la integral de la funcién racional es

/ggg d:E:/C(x) da:+/% dx

y, puesto que la integral de un polinomio es inmediata, podemos centrarnos
en el caso de que la funcién racional sea ya una fraccién irreducible y el
numerador de menor grado que el denominador.

Definicién 5.4.2 Se denominan fracciones simples a las funciones racionales
de la forma

A A Ar+ B Ar + B
c=r @ @ oo aR+

Teorema 5.4.1 Dada una funcion racional irreducible con coeficientes reales
P(z)/Q(x) tal que grado(P(z)) < grado(Q(x)), si las raices reales del de-
nominador son ri,...,rx y las raices complejas (que aparecen por pares de
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raices conjugadas) son ay £ify,. .., £, con multiplicidades respectivas
M1y ... My YN, ...y, es decir, existe ¢ € IR (c #0) tal que

Qz) =c (z—r)™ - (z — )™ [(w — ) + G]" - [(x — ) + G

entonces la funcion racional P(x)/Q(x) puede escribirse de modo unico como
suma de fracciones simples:

P(I‘) . A1 i A2 4 i Aml
Qz) x—r (xr—r)? (x —ry)m
;BB B
r—rr (z—rg)? (x — rg)me
C’lx—l—Dl CQ:I:"—DQ NI CmSC—i‘Dnl L.
(x—a)?+ 087 [(x—a)?+ 7 [(z — 1) 4 BF]m
Elx—i—Fl E2$+F2 Cnlx—i_Dnl

e Ry | P E Ry A [P E =)

Observacion 5.4.1 El teorema anterior significa que, a la hora de escribir
P(z)/Q(x) como suma de fracciones simples, por cada raiz real r de multi-
plicidad k£ de @Q(x) = 0 se anaden los sumandos de la forma

Al AQ Ak

x—r—i_(x—r)?—i_‘”—i_(x—r)k

y por cada par de raices complejas conjugadas o £ 3¢ de multiplicidad £k de
Q(z) = 0 se anaden los sumandos

A1I + Bl i AQJI + BQ n i Ak$ + Bk
(z—a)?+5 [z —a)+ 5 [(z —a)? + 3
Observacion 5.4.2 Los coeficientes Ay, ..., D,, del teorema 5.4.1 se cal-

culan del siguiente modo: se reduce la igualdad de fracciones a un comun
denominador y, multiplicando la igualdad por él, obtenemos una igualdad de
polinomios. Como dos polinomios son iguales si todos sus coeficientes son
iguales, basta igualar los coeficientes para obtener un sistema lineal en el que
las incégnitas son las constantes a determinar y todo se reduce, por tanto, a
resolver el sistema lineal.

Ejemplo 5.4.3 Veamos como escribir la funcién racional

S5at 4+ 222 + 22 + 3
o —xt—ar+1
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como suma de fracciones simples. Si factorizamos el denominador de la
funcién racional obtenemos que

2’ —at—z+1=(z-1)*2z+1)(2*+1)

Como el denominador no tiene ningiin factor en comtn con el numerador
(es facil de comprobar por simple sustitucién de las raices) y el grado del
numerador es menor que el grado del denominador, pasamos a aplicar el
teorema 5.4.1, que nos dice que

Sxt 4207 +2c+3 A N B N C +D:L‘+E
P —rt—2z+1 -1 (x—1)2 z+1 22+1

(5.1)

5 4

Multiplicando la igualdad anterior por z° — z* — x + 1 obtenemos

5xt + 227 + 20+ 3= Az — 1)(z + 1)(2® + 1) + Bz + 1)(2* + 1)
+C(z—1)*2*+ 1)+ (Dz+ E)(z —1)*(z + 1)
=(A+C+D)a*+(B-2C-D+E)2*+ (B+2C — D — E)2*
+(B—-2C+D—-FE)x+(-A+B+C+E)

de donde se deduce que los coeficientes A, B, C, D, E son solucion del sistema

A+C+D =
B-2C-D+FE
B+2C—-D—-F
B-2C+D—-F
—-A+B+CH+E =

I
WD N O ot

y por tanto tenemos que
A=2 B=3,C=1 D=2 E=1
Sustituyendo ahora en (5.1) obtenemos

5x4+2x2+2x+3_ 2 3 1 2r + 1

—xt—r+1 :1:—1+(x—1)2+x+1+x2+1

con lo que ya hemos obtenido la funcién racional expresada como suma de
fracciones simples.
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Para aplicar lo visto hasta ahora en el calculo de la integral de una funcién
racional nos falta saber integrar las fracciones simples. Veamos como hacerlo.
La integral de la fraccién simple de la forma A/(xz —r) es casi inmediata:
A A
/ dm:/—du:Aln|u|—|—C’:A1n|m—T|+C’
u

r—T
T

u=x—7r=du=dx

y del mismo modo la integral de A/(z — )" (para n # 1) es:
—n+1
/ A dac:/édu:/Au"du:Au +C
(x —r)" um —n+1
T

u=z—1r=du=dx
A
- (I —=n)(z—r)"t +C

La integral de la fraccién simple (Az + B)/[(z — a)? 4 ?] se obtiene del
siguiente modo:

/( Ar + B dl":/l( Alx — «) n Aa+ B dx

x—@)2+ﬁ2 $—Oé>2+ﬁ2 (x—oz)Q—i—ﬂZ
T — ) Aa+ B
= d /— d 2
/x—a 24 52 v (x — a)? + (2 . (5:2)
y puesto que tenemos que (haciendo el cambio u = (z — a)? + 3?)
Az — ) A 9 o
" dr = =1 — :
/(x_a)2+52 r=Snl@—a)+ B+ C (5.3)
y también que (haciendo ahora el cambio u = (z — «)/f3)
Ao+ B AP Ao+ B -
/% dr = 6—2 dx = ot arctan <u> +C
(z—a)*+p (%) +1 5 B

(5.4)
basta ahora con sustituir (5.3) y (5.4) en (5.2) para obtener

B arctan (m ; &> +C

A
dr = = In|(z — a)® + 3| + “

Az + B A
/(x—oz)2+ﬁ2 2

+
g
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Tan solo nos queda por calcular la primitiva de la fraccién simple de la
forma (Az+B)/[(z—a)?*+5%]". Es el caso méas laborioso y no se supone cono-
cido por los alumnos que acceden a la Universidad, por lo que lo cosideramos
opcional y lo dejamos para la seccién 5.5 con el tinico 4nimo de completar la
exposicion de esta seccion.

Aplicando lo visto hasta el momento (si incluimos lo expuesto en la sec-
ci6én 5.5) podemos calcular la integral de cualquier funcién racional. Vedmoslo
con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4.4 Calculemos

I:/x7—2x6—4x5+12x4—3x3—x2+25x—26 d (5.5)
0 — 3zt + a3+ 22+ 4

Para resolver (5.5) primero debemos hacer la divisién entre el polinomio
del numerador y el del denominador, obteniendo

27 — 228 — 4% + 122* — 323 — 22 + 250 — 26
25— 3zt + 3+ a2+ 4
dg* — 203 — 322 + 21z — 18
25— 3zt + 13+ a2+ 4

=2’+z-2

por lo que, si sustituimos en (5.5) obtenemos

4t — 223 — 322 + 212 — 18
_ 2 .
I—/(x + 2) dx+/ P I S dx

+/4x4—2x3—3$2+21x—18
25 —3xt + 23+ 2%+ 4

1 1
= §x3+ §x2 — 2z

dez  (5.6)

Para resolver la integral de (5.6) debemos primero calcular las raices del
polinomio del denominador, y obtenemos!

2’ =3ttt 4= (2 - 2%z +1)(2* + 1)
de lo que deducimos que existen constantes A, B, C, D, E tales que

gt —22° —32® +2lx —18 A N B
-3t a3+ a2 +4 x—2  (v—2)?
C Dx+ FE

+x+1+ 22 +1

IPara calcular las raices del polinomio y factorizarlo utilizamos, por ejemplo, el método
de Ruffini.
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Multiplicando la igualdad anterior por z° — 3z* + 23 + 22 + 4 obtenemos

4ot —22° — 32 + 212 — 18 = A(x — 2)(x + 1)(2® + 1)
+ Bz +1)(a*+1) + C(z — 2)*(2* + 1)
+ (Dx + E)(x — 2)*(x + 1)
=(A+C+ D)a*+(—A+B—-4C - 3D + E)2*
+(=A+ B+5C —3E)2* + (—A+ B —4C + 4D)x
+ (—2A+ B+ 4C +4F)

por lo que A, B,C, D, E son solucién del sistema

A+C+D = 4
—-A+B—-4C—-3D+FE = =2
—A+B+5C -3E = -3
—A+B—-4C+4D = 21
—2A+ B +4C +4F = —18

es decir
A=3B=4,C=-2D=3,E=-2

Asi tenemos que

drt =208 — 322 421z —18 3 4
25— 3t a3+ a2 44 x—2+(x—2)2
2 3 — 2

Tr4l 2t

y sustituyendo en (5.6) obtenemos

1 1
I:§x3+§x2—2x

+/ 3 + 4 2 +3$—2 d
— x

x—2 (ZL‘—2)2 m—l—l 2+ 1
1

+/ / 2 d +/3$_2d
de — | —— dzx x
(x —2)2 z+1 22 4+1
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y utilizando las expresiones que hemos visto para las integrales de fracciones
simples
1 1 4

[=-2*+ -2 -2z +3ljz—2 — ——
3% —|—2x z+3Injz — 2 )

3
—21n|x+1|+§ln|x2+1| — 2arctanx + C

5.5 Integrales de funciones racionales: Caso
de raices complejas multiples

Recordamos que esta seccion es opcional por no incluirse entre los conocimien-
tos previos al acceso a la Universidad.

Para integrar la fraccién simple (Az + B)/[(z — a)? + (3%]" tenemos en
cuenta que

Ax + B B Alx — ) Ao+ B .
/[(96—04)2+52]” dx_/l[(x—a)erﬁQ]” ta—ap+or)

B Az — «) Aa+B
_/[(:U—a) g W +/ e—ap+ 5 ™

y como para la primera de las integrales del tultimo miembro de la igualdad
tenemos que (haciendo el cambio de variable u = (v — a)? + 3?)

Alx — a) . A
[ &=aps 7 = 3w ap o +C
obtenemos
/ Av+ B de = A
(o —ay + 5T 21 = m)[(e — af + ]
dx
+ (Aa + B) [(w — a)Q + ﬁ?]n

La integral que queda pendiente

dx
b= | G

puede calcularse del siguiente modo:
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B dx 1l @)+ (- e)?
O e oy

_ 1 dx 1 (x—a2
5l Gap s ) map e T 60

donde la primera de las integrales en la tltima igualdad es exactamente la
misma que la de inicio (multiplicada por una constante) pero con el denomi-
nador elevado a n — 1 en lugar de n, es decir, es I,,_; multiplicada por una
constante, y la segunda de las integrales se resuelve por partes, obteniendo
de ese modo

X

u=r—o = du=dzx

(x — a)dx 1
e R e e e
!

/ (r — a)? dp — T—a«
(v — a)? + 32" 2(1 = n)[(z — o) + g2
_/ dx dx
2w+

- 2(1 — n)[(z — a)2 4 21 - 21— n) I (5.8)

y sustituyendo (5.8) en (5.7) obtenemos

B T — n 2n —3
S 202 (n—1)[(z — @)+ B 2n— 1)

In -[n—l

Este método concluye cuando llegamos hasta I, que como ya hemos visto

dx 1 Tr—«
Il:/[(x—a)2+ﬁ2] :Barctan< 3 >+C

Observacién 5.5.1 El método expuesto aqui para el cdlculo de la primitiva
de una fracciéon simple cuyo denominador tiene raices complejas multiples
puede hacerse de forma maés simple mediante la aplicacién del método de
Hermite. La explicacién de este método es mas propia de un primer curso
universitario, por lo que no lo expondremos aqui.

€s
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Ejemplo 5.5.1 Calculemos

20t + 1222 — 11 5
1= [ A (5.9)

— 3zt 4+ 4a3 — 1222 4+ 42 — 12

Puesto que el polinomio del numerador en (5.9) es ya de menor grado que
el del denominador, el siguiente paso es factorizar el polinomio del denomi-
nador y obtenemos

2° — 32t +4a® — 122° +4r — 12 = (v — 3) (2% + 2)?

que no tiene raices en comun con el polinomio del numerador. Asi, existen
constantes A, B, C, D, E tales que

2% + 1222 — 11z +5 A +Ba:+C'+D:U+E
25 — 3t 4423 — 1202 + 40— 12 -3 22+2 (224 2)2

y multiplicando por x° — 3x* + 423 — 1222 + 42 — 12 obtenemos

27 +120% — 11z + 5 = A(2* + 2)* + (Bz + C)(z — 3)(z* + 2)
+ (Dz + E)(z — 3)
= (A+ B)a' + (=3B + C)2® + (4A + 2B — 3C + D)a?
+(=6B +2C — 3D + E)x + (4A — 6C — 3E)

por lo que A, B,C, D, E son solucién del sistema

A+ B = 2
—3B+C = 0
4A+2B-3C+D = 12
—6B+2C-3D+E = -11
4A - 6C — 3F = )

es decir
A=2B=0,C=0,D=4,E=1

Por tanto tenemos que

224 + 1222 — 11z + 5 2 n 4r +1
2% — 3t +4ad — 1222 + 4o — 12 -3 (22 +2)2
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y sustituyendo en (5.9) obtenemos

2 dr 41
I = / —— dr + / —— dx
-3 (22 +2)2
4 1
21n |z — 3| + L dv (5.10)
+2)2
Para resolver esta tultima integral hacemos como hemos visto antes en el
caso general de este tipo de fraccién simple'

4o 41
/(:c2+2 _/ +2 ””+/ +2
22+ 2 — 22
:x2+2 2/ x2+2 e
22
2 ol il B ey
a:+2 3 x—|—2 (x —|—2)
—2
:x2+2—l—ﬁarctan< ) 2/ (7 5 27 dr (5.11)

y esta ultima integral se resuelve por partes, de modo que si tomamos

u=z = du=dx
zdx N -1
V= V= —
(22 +2)? 2(22+2)
obtendremos
x? —
/ @22 Ty S
—x 1

= 21 9) + N arctan (\@) +C (5.12)

Finalmente, si sustituimos ahora (5.12) en (5.11) y éste a su vez en (5.10),
obtenemos

2

X

x
+ arctan <

s (73)
— % 2@1; 5T 2\1/5 arctan ( )]

= 2lnjz - 3|+ v + ! arctan <i>
TR A W




Tema 5

Integracion Indefinida

Ejercicios resueltos

Ejercicio 1 Calcular la integral

/a:ln|x|dx

Solucién: Resolvemos la integral por partes. Si hacemos v = In|z| y dv =
x dx, entonces

1
u=In|z] = du=—dx
x

1
dv=xzdxr = v:§x2
y por tanto
2 Lyl
/a:ln|a:\da: = xln]:c|—/—:c — dz
2 T

N — N —

1 2
:c21n]:c|—/%dx:§x21n]:c|—xz+0

Ejercicio 2 Calcular la integral
/ arctan z dx

Solucion: Como en el ejercicio anterior, esta integral se resuelve por partes.
Haciendo u = arctanx y dv = dx, obtenemos
1

1+ 22 dr

w=arctanz = du=

dv=dxr = v==z

1
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y en consecuencia

X

52 dx

/arctanx dr = xarctanx — /
1
= xarctanx — §1n|1 + 2%+ C
Nota: La integral [ x/(1+x?) dx se calcula de forma inmediata derivando

In |1 + 22| o bien mediante el método de cambio de variable, de modo que si
hacemos w = 1 + 22, entonces dw = 2x dx y, por tanto,

z 11 1 | ,
/1+ﬁdxzi/adw:§mw¢+0:§mﬂ+x\+0

Ejercicio 3 Calcular la integral

cos T
— dzx

1+senz
Solucion: Esta integral podemos resolverla mediante el método de cambio

de variable. Si hacemos u = sen x entonces du = cosz dx, y obtenemos

d
_ oS d:r::/ Y =In|l4+ul+C=In|l+senzx|+C
1+senx 1+u

Ejercicio 4 Calcular la integral
/(00531’ —2cos’x + 3cosz — 5)senx dr

Solucion: Podemos resolver esta integral por el método de cambio de varia-
ble. Haciendo el cambio de variable ¢ = cos x tenemos dt = —sen x dz y, por
tanto,

/(005333—2cos2x+3cosx—5)senx dx = —/(t3—2t2+3t—5) dt

23 3¢2
z—(————+———w>+c

4 3 2
cos4x+2(3053x 3(:os2av+5 L
= — — Cos
4 3 2 *

Ejercicio 5 Comprobar que las funciones
f(r) =z + Va2 + 1], g(z) = argsenh x

se diferencian en una constante.



Solucion: De la tabla 5.1 de integrales inmediatas sabemos que
1
x2+1
por lo que tanto f como ¢ son primitivas de una misma funcién y, por tanto

(véase teorema 5.1.1), se diferencian en una constante.

Ejercicio 6 Calcular la integral

1
——d
/x2—4x+3 v

Solucion: Es la integral de una funcién racional, por lo que en primer lugar
calculamos las raices de 2% — 42 + 3 = 0. Obtenemos que z = 1 y x = 3 son
las raices del denominador, asi que existen A y B tales que

1 B A B
—4x+3 -1 x2-3

Multiplicando por 2% — 4z + 3 obtenemos

1=A(z—3)+B(x—1)=(A+ B)z+ (—3A — B)

Por tanto
A+B=0, -3A-B-=1
y, en consecuencia, A = —1/2y B = 1/2. As{ obtenemos que
R B
—4r+3  2@—1) 2(z—3)
y por tanto
[oms® = Joye +/
———dx = x
x?2—4x+3 21:—1 2x—

= ——ln]:c—l\—i— ln|:1:—3]+C’

1
= —In
2

-3
z—1

+C

C=1
x—1’+ t
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Ejercicio 7 Calcular la integral
/ V9 — 222 dx

Solucién: Si hacemos el cambio de variable u = 9 — 222, basta con derivar

u para obtener du = —4x dx y, en consecuencia,

1 1/2 112 5

/x\/9—2:c2 dr = -1/ du:—i {gu }4—0
1
= —;(9-227+C
Ejercicio 8 Calcular la integral
/ 4t — 302 + 372% — 132 + 12 p
x
3r5 — 1224 + 1723 — 1422 + 102 — 4

Solucion: Es la integral de una funcion racional. El primer paso es calcular
las raices de 32° — 122 + 1723 — 1422 + 102 — 4 = 0. Aplicando, por ejemplo,
el método de Ruffini, observamos que x = 1 es raiz doble y x = 2 raiz simple,
quedando como resto 322 + 2, por lo que obtenemos que

32° — 122* + 172% — 142® + 100 — 4 = (v — 1)*(2 — 2)(32% + 2)

Sabemos, por tanto, que

4t — 3023 + 3722 — 132 + 12 A
x5 — 1224 + 1723 — 1422+ 100 — 4  z—1
. B C Dx+ FE

(x —1)2 +:17—2+ 3x2 + 2
Multiplicando ahora por 3z — 122* + 1723 — 1422 + 10z — 4 obtenemos

4ot — 302% + 372% — 132+ 12 = A(z — 1)(z — 2)(32% + 2)
+ B(z — 2)(32% 4+ 2) + C(x — 1)*(32* + 2)
+ (Dz + E)(x — 1)*(z — 2)
= (34+3C + D)z* 4+ (=94 + 3B — 6C — 4D + E)2*
+(8A — 6B +5C +5D — 4E)x* + (—6A + 2B — 4C — 2D + 5E)x
+ (4A — 4B 4 2C — 2E)



De esta ultima ecuacion deducimos que las constantes A, B, C, D, E
satisfacen el sistema

3A+3C+D = 4

—-9A+3B-6C—-4D+E = -30
8A—6B+5C+5D —4F = 37
—6A+2B—-4C -2D+5EF = —13

4A—4B+2C -2FE = 12
Este sistema tiene por solucién
A=3, B=-2 C=-3, D=4, E=1,

por lo que sustituyendo en las expresiones anteriores, y teniendo en cuenta
las propiedades de la integral, obtenemos

dx

/ 4t — 302% + 3722 — 132 + 12 p /
€T =
325 — 1224 + 1723 — 1422 + 10z — 4 z—1

2 3 4o +1
— | ———— dx — / —d —d 5.1
/(x—1)2 SE e R e R (5.1)
Las integrales pendientes son inmediatas y se obtiene

/idac:?)ln]a:—l\—l—a
x—1

2 2
‘/mdﬂf:mw’

—/ 32da::—31n|x—2\+0,

xr —

4£L’+1 / +/
3x2+2 6 3x2+2 3x2 +

ln|3x +2|+/3/27da:

1 / 3/2
2/3/27 (\/3/22)2 +1

1
arctan(1/3/2z) + C
73 etany/3/20)

dx

2
:§ln|3x2—|—2|+

2
:§ln|3x2—|—2|+
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Sustituyendo estas expresiones en (5.1) y teniendo en cuenta que

-1
31n]:v—1|—3ln|a:—2]:3lnx ’
T — 2
obtenemos que
42t — 3023 + 3722 — 132 + 12 x—1
dr =31In
315 — 1224 + 1723 — 1422 4+ 102 — 4 xr—2

2 2 1
+ 2 1n |32% + 2| + arctan(y/3/2z) + C
r—1 3 2,/3/2

+

Ejercicio 9 Calcular la integral

/ cos
(1 +sen?z)(1 —senx)

dx

Solucién: Para resolver esta integral en primer lugar realizamos el cambio
de variable t = sen x. Asi tenemos dt = cos x dx, por lo que

cos T dt
/ (1+sen?x)(1 —senx) do = / (1+2)(1—-1) o

Esta tltima es la integral de una funcién racional. La escribimos como
suma de fracciones simples:

1 _At+B C
(1+82)(1—t) 1+t2  1-—t

Multiplicando por (1 + ¢*)(1 — t) obtenemos
1=At+B)(1-t)+C1+t)=(C—-At*+(A-B)t+(B+C)
por lo que A, By C son solucion del sistema
C—-A=0, A-B=0, B+C=1

cuya solucién es
A=B=C=1/2



En consecuencia obtenemos que

dt 1 /t+1
dt = = /—dt
/(1+t2)(1—t) 2 1+t2 3 1—t

! / dt

T4 l—Hf2 2 1—|—t2 t—1

1 1 1
:Zln|1—|—t2\+§arctant—§ln]1—t\+0

Ahora sélo falta deshacer el cambio de variable ¢t = sen z, y obtenemos

cos T 1
dz = ~1In|l 2
/(1+sen2x)(1—sen:c) T n|l +sen”z]

1 1
+ 3 arctan(senz) — 3 In|l—senz|+C
Ejercicio 10 Calcular la integral

/ez senz dz

Solucién: Resolveremos esta integral por partes. Si hacemos u = senz y
dv = e* dx, entonces

u=senxr = du=cosz dx
dv=e*dr = v=¢€"

y por tanto
/ex senz dr = e”senx — /ex cosz dx (5.2)

Aplicando de nuevo la integracion por partes en la segunda integral, donde

tomamos
u=cosr = du= —senx dx

dv=¢e*dxr = v=¢e"

obtenemos

/e“’C cosz dxr = e”cosx + /ex senx dr (5.3)

Si ahora sustituimos (5.3) en (5.2) obtenemos

/emsenx dx:emsena:—e’”cosx—/e’”senx dz
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de donde deducimos que
2/e$senx dr = e*senx — e® cosx + C

por lo que finalmente resulta que

xT

/e’”senx drx = %(senx —cosz) +C



Ejercicios propuestos
Las soluciones se encuentran al final.
Ejercicio 1 Calcular la integral

/ 2?In|z| dx
Ejercicio 2 Calcular la integral

/x3 cosz dx

Ejercicio 3 Calcular la integral

arctan x

T
14 22

Ejercicio 4 Calcular la integral

/ 2x — 3 dx
1+ (22 — 3z + 4)?

Ejercicio 5 Calcular la integral

el’
—d
/\/16—6295 ’

Ejercicio 6 Calcular la integral

/ 423 + 1422 + 8x + 18
X
x4+ 223 + 522 +8x +4

Ejercicio 7 Calcular la integral

/ 3x" 4 2125 4+ 312° — 472* — 6923 + 772 + 35x + 77
X

25 + Tt + 1023 — 1822 — 272 + 27

Ejercicio 8 Calcular la integral

dx

/ —28z% + 5323 + 322% 4 367 + 21
(x +5)(3x2 4+ 1) (422 + 3)
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Ejercicio 9 Calcular la integral

/ (Inx)* dz
Ejercicio 10 Calcular la integral

tan?x + 1

5 dx
tan“x — 3tanx + 2

Soluciones de los ejercicios propuestos:

> 23In|x]
1./ 21n|a| dz = —— C
z°In|z| dz 5 + 3 +
2. /x3cosx dr = 23senx + 3x% cosx — 6xsenz — 6cosz + C
g [arctanz (arctanx)2+0
14+ 22 2
2r — 3 9
4. T (22 321 1) dr = arctan(z” — 3z +4) + C
5 / <4 (€x>+c
. | ——= dx = arcsen | —
V16 — e2= 4
423 + 1422 + 8z + 18 T 4
dr = 21n |22+ 4] + arct (—)—— C
/x4+2x3+5x2+8x+4 X n |x* 4 4| 4 arctan 5 +1+

de = 23+ ¢ —

. / 3x7 4+ 2128 4+ 312° — 472* — 6923 + 7722 + 352 + 77
' x; + 7ot + 1023 — 1822 — 27z + 27

it eyt

/ —28x* + 5323 + 3222 + 362 + 21
(z +5)(322 + 1)(422 + 3)

1 3 2
— arctan(v/3z) + g arctan (_x) +C

=

dx ——31n|x+5|+ In[32% + 1]+

V3 V3
9. /(ln 2)t dr = r(Inz)* — dz(lnx)® + 122(Inx)* — 24z Inz + 24z + C
tan?z + 1 tanx — 2
10. = _— C
tan’x — 3tanz + 2 tanz — 1 +






