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Objetivo de estos apuntes

El presente texto se propone ser una ayuda para los estudiantes de la asignatura Calculo
Infinitesimal 1.

Contiene las ideas fundamentales que se exponen en las clases de teoria, acompanadas de
ejemplos resueltos y ejercicios propuestos. Al recoger una parte importante del contenido de
dichas sesiones, permite dedicar mayor atencién a la explicacion, facilitando asi la comprension
de la materia. Los ejemplos resueltos y los ejercicios propuestos facilitan asimismo el estudio
personal posterior.

Estos apuntes pretenden ser un apoyo a las clases, pero no sustituirlas. En el aula se desa-
rrollan y comentan las ideas aqui contenidas, se relacionan conceptos, se resuelven ejercicios y
se dibujan algunos graficos que complementan los apuntes. Por ello se recomienda vivamente la
asistencia a clase para facilitar el dominio de la materia. En la medida de lo posible, es deseable
una lectura de los apuntes previa a las clases, que ayude a conocer con antelacién los principales
aspectos del tema que se va a tratar.
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Tema I. El numero real qsomom

1. Introduccion

1.1. Condicion necesaria y suficiente

Implicacién. Cuando de un hecho (suceso, propiedad...) A, se deduce otro B, decimos que “A
implica B”, lo cual se denota con el simbolo =>.

A—B

Esto se enuncia también como “si A, entonces B”.

En este caso, A es condicién suficiente de B (es suficiente que ocurra A para que ocurra B).
Y B es condicién necesaria de A (B se deduce necesariamente de A).

Ejemplo. En la frase “si piso una bombilla, se rompe”, afirmamos que el hecho de pisar la
bombilla es suficiente para que se rompa, luego es condicién suficiente; y que la rotura se produce
necesariamente como consecuencia, luego es condicién necesaria. Pero no es necesario pisar la
bombilla para que se rompa, pues se puede romper por otro motivo (p. ej. un martillazo); y el
hecho de que la bombilla se rompa no es suficiente para asegurar que la hemos pisado, por el
mismo motivo. Es decir en la relacion

Si piso la bombilla = se rompe

“pisar la bombilla” es condicién suficiente para romperse, pero no necesaria; y “romperse” es
condicién necesaria de pisar la bombilla, pero no suficiente.

Equivalencia. Si se dan a la vez “A implica B” y “B implica A”, entonces A es condicion
necesaria y suficiente de B y B es condicién necesaria y suficiente de A. En este caso se dice que
“A equivale a B” (o “B equivale a A”) y se denota como

A<= B

Esto se enuncia también como “A si y sélo si B”.

Ejemplo. Si el tiinico modo de aprobar una asignatura es obtener una nota N mayor o igual
que 6 en un trabajo, “N > 6” es la condicion necesaria y suficiente para aprobar. Es decir que
si es N > 6, se aprueba. Y si se aprueba, entonces N > 6.

Proposiciéon contraria. Dada una proposiciéon A, su contraria representa el caso o suceso
complementario a la proposicién A y se denota por no(A).

Ejemplo. Dados los nimeros x e y, si la proposicién A es “x es mayor que y”, su contraria,
no(A), es “x es menor o igual que y”.

[no(z > y)] = [z <]

Si la proposicién contraria de una dada A, es no(A), es inmediato ver que la proposicién contraria
de no(A) sera A.

no(no(A)) = A

En el ejemplo anterior, la proposicién contraria de no(A) (“x es menor o igual que y”) es “z es
mayor que y”, es decir A.
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Relacién entre proposiciones contrarias. Si entre dos proposiciones se da una implicacion,
entre sus contrarias se da la implicacion en sentido contrario y viceversa, es decir

[A = B] <= [n0(B) = no(A)]

Demostracién. Lo razonamos de izquierda a derecha (de derecha a izquierda se razona igual).
Veamos que si [A = B, entonces [no(B) = no(A)]. En efecto, si de no(B) no se dedujera
no(A), significa que podria darse A. Y al darse A, se darfa B, con lo que tendriamos a la vez
no(B) y B, lo cual no tiene sentido (no puede ocurrir algo y su contrario a la vez).

Ejemplo. Si obtener una nota N mayor o igual que 5 en el examen supone aprobar una
asignatura, entonces no aprobar supone que no se ha obtenido esa nota, pues si se hubiera
obtenido, se habria aprobado.

Obsérvese que lo contrario de obtener una nota N mayor o igual que 5 no es que N sea menor
que 5, sino no obtener dicha nota. Esto puede deberse a obtener una menor o a no obtener
ninguna, p. €j. debido a no presentarse.

1.2. Demostracion por reduccion al absurdo

Este modo de demostracion consiste en que, para probar una propiedad P, suponemos lo con-
trario y razonamos. Si llegamos a un resultado falso (a un absurdo), hemos probado la propiedad.
Resulta particularmente 1til cuando hemos de demostrar algo y no sabemos de qué partir.

Demostracién. Queremos probar P. Para ello suponemos no(P) y -razonando- llegamos a R
(falso). A partir de la relacién entre proposiciones contrarias del apdo. 1.1, tenemos

[no(P) = R] <= [no(R) = no(no(P)) = P]

Es decir, nuestro razonamiento -obtener R a partir de no(P)- equivale a obtener P partir de algo
verdadero (no(R)), con lo que hemos demostrado la propiedad P, como queriamos.

2. Sucesivas ampliaciones del concepto de nimero

Vamos a revisar muy brevemente los distintos tipos de nimeros (naturales, enteros, raciona-
les), que se suponen conocidos, mostrando que cada nuevo conjunto da solucién a una operacién
que no la tenia en el conjunto anterior. Esto nos sera de utilidad para la posterior introduccion
de los ntimeros reales.

2.1. Numeros naturales

Designamos con la letra N al conjunto de los nimeros naturales, que nos permite contar y
enumerar las cosas.

N={1,23,...}

Vemos que tiene un nimero infinito de elementos y que no contiene al 0 (hay textos que incluyen
al 0 entre los naturales, pero aqui no lo haremos). También observamos que la suma y el producto
de elementos de N son elementos de N, es decir que + y - son operaciones “cerradas”.

Subconjuntos de N. El conjunto N tiene subconjuntos como los pares, los miltiplos de 3 o
las potencias de 5. Representamos estos subconjuntos respectivamente como:

{2n}neN, {?m}neNv {5n}neN

y sus elementos se obtienen dando valores naturales a n en la expresion entre llaves.
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Comparando N con el conjunto de los pares, podemos hacernos la pregunta de si hay més
naturales que pares. Por un lado es claro que hay un par cada dos naturales. Por otro, podemos
asignar un par a cada natural, de modo que para cada natural haya un par y viceversa.

1+—2 24 3+—6,..., n<—2n,...

en cuyo caso parece que hay el mismo numero. Incluso podemos encontrar correspondencias
como la anterior, que sugieran que hay mas pares que naturales. La conclusién de esta aparente
contradiccién es que, al ser conjuntos infinitos, es inadecuado decir que hay en ellos mas o menos
elementos. Lo que podemos afirmar es que entre ambos conjuntos existe una biyeccién, por lo
que decimos que tienen el mismo cardinal. Lo mismo ocurre entre N y otros subconjuntos suyos
como los multiplos de 3 o las potencias de 5, ya mencionados.

Condicion de conjunto infinito. Acabamos de ver que N es biyectivo con un subconjunto
suyo distinto de él (subconjunto propio). Se demuestra que esta es una condicién suficiente para
que un conjunto sea infinito.

2.2. Numeros enteros

Si en el conjunto de los naturales tratamos de dar solucion a la ecuacion 3+z = 8, la solucién
es el nimero natural x = 5. Pero, si la ecuacion es 8+z = 3, vemos que ningiin natural la cumple,
lo que nos lleva al concepto de ntimero negativo y a la necesidad de la ampliacién de N para
obtener el conjunto de los enteros Z.

Z={.,-3-2-1,01,23,...}

Ademas de incluir el elemento neutro 0, observamos que para cada numero natural n hemos
anadido su opuesto (elemento que sumado a n da como resultado el 0),

VneN3I(-n)€Z/n+(-n)=0

lo que permite definir la diferencia como suma del opuesto. Es inmediato que los naturales
son un subconjunto de los enteros
NCZ

y podemos describir Z como una ampliacién de N que nos permite definir la diferencia.

2.3. Numeros racionales

Si en Z tratamos de dar solucién a la ecuacién 3z = 12, la solucién es el entero x = 4. Pero,
si la ecuaciéon es 12x = 3, vemos que no existe solucién. Esto nos lleva al concepto de niimero
fraccionario y a la necesidad de ampliar Z para obtener el conjunto de los racionales Q.

@:{7—’, dondepGZ,qEN}
q

donde p/q y p'/q' representan el mismo nimero si pg’ = p'q.

Las operaciones de suma y producto de fracciones son conocidas. Y ahora podemos obtener el
inverso de cualquier elemento distinto de 0 (cuyo producto por el elemento da 1)

-1 -1
Peawrna(t)r2(D)
q q qa \q
lo que nos permite definir el cociente como producto por el inverso.
Es facil ver que los nimeros de la forma p/1,p € Z se comportan como los enteros, lo que nos
permite afirmar que éstos son un subconjunto de los racionales
ZCQ

y podemos describir () como una ampliaciéon de Z que nos permite definir el cociente.
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2.4. Conjuntos numerables. Principio de induccién

Definicién. Un conjunto es numerable si es biyectivo con N o un subconjunto de N.

Ejemplos. Por la definicién dada, todo subconjunto de N es numerable. También es facil
demostrar que Z es numerable. Para ello basta tomar en primer lugar el 0 y a continuaciéon
enteros positivos y negativos alternativamente.

0,1,—-1,2,-2,3,-3,...

De este modo, todo entero aparece en la lista una sola vez y es sencillo averiguar la posicion
de cualquiera de ellos, a partir de lo cual se puede despejar el valor del entero que ocupa una
determinada posicién, par o impar. Mas complicado resulta obtener una tnica expresion para el
nimero que ocupa la posicién n (véase el documento de apoyo “Término general de la sucesién
de los enteros”).

Principio de induccion. Para demostrar una propiedad P de los elementos de un conjunto
numerable, podemos proceder del siguiente modo:

1) Se comprueba que se cumple la propiedad para el primer elemento: P(1) es cierta.
2) Se demuestra que, si se cumple la propiedad para n = k, se cumple para n =k + 1.
P(k) es cierta = P(k + 1) es cierta

A partir de lo anterior, podemos asegurar que la propiedad se cumple Vn € N.

1) + 2) = P(n) es cierta Vn € N

Ejemplo. Hemos de demostrar la férmula de la suma de los n primeros naturales:

1
1+2+---+n:@ Vn e N
1) Lo comprobamos para n = 1.
1(1+1
12%2>P(1) es cierta

2) Suponemos que la férmula se cumple para n = k
k(k+1)
2

Para demostrar que se cumple para n = k + 1, anadimos (k + 1) al miembro izquierdo y
operamos, teniendo en cuenta la igualdad anterior.

E(kt1)

1+2+-+k=

I+2+- -+ k+(k+1)=

(k+1)—(k+1)<§+1> (- )E +2)

que corresponde a la expresion que hemos de demostrar, para n = k+ 1, es decir P(k+1),
por lo que hemos demostrado que se cumple Vn € N.

Ejercicios. Demuestra que:

1)(2 1
1. La suma de los cuadrados de los n primeros naturales vale n(n+1)@2n + )

2. La suma de los cubos de los n primeros naturales vale (1 42+ --- +n)®.
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3. Estructura de cuerpo y relaciones de orden

3.1. Definicién de cuerpo

Sea un conjunto K, de dos o més elementos, en el que se definen dos operaciones internas +
y - (suma y producto). Decimos que tiene estructura de cuerpo conmutativo si y sélo si:

a) Con respecto a +, tiene las propiedades asociativa, conmutativa, existencia del neutro y
existencia del opuesto. Es decir que, si x, ¥y, z son elementos cualesquiera de K, se cumple:

r+(y+2) = (r+y)+z z+y=y+x; 30€ K/ Vo, 2+0=2; I(—x) e K/x+(—z)=0

b) Con respecto a -, tiene las propiedades asociativa, conmutativa, existencia del elemento
unidad y existencia del inverso. Si x,y, z son elementos cualesquiera de K, se cumple:

z-(y-2)=(zy)z vy=ywx 1€ K/Ve, z-l=a2; Vo #0,Ja " € K/z-(z7") =1

c) La operacién - es distributiva respecto a +. Es decir, Vz,y, z € K se cumple
- (y+z2)=x-y+x-z

Ejemplo. Es facil comprobar que N y Z no tienen estructura de cuerpo, pero Q si la tiene.

3.2. Relacion de orden

Dado un conjunto K, una relacién R entre sus elementos es de orden si y sélo si Va, b,c € K
se cumplen las propiedades siguientes:

a) Reflexiva. Todo elemento estd relacionado consigo mismo: aRa.

b) Antisimétrica. Si a estd relacionado con by b con a, coinciden:

aRb

bRa}:”:b

c) Transitiva. Si a estd relacionado con b y b con ¢, a lo estara con c:

aRb

bRc} = aRc

Las relaciones de orden suelen denotarse con el simbolo <. También usamos el simbolo >:
a>b<—=b<a
Si a estd en relacién con b, pero son distintos, se escribe a < b (relacién de orden estricto):

a<ba#b=a<b

Orden total. El orden es total si dos elementos cualesquiera estan relacionados:
Va,be K = a<bobienb<a

De lo contrario, se trata de un orden parcial.
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Orden compatible. Sien K estan definidas las operaciones + y -, decimos que el orden es:

- Compatible con la suma, si y sélo si:

a<b=a+c<b+c Vce K

- Compatible con el producto, si y sélo si:

a<b=a-c<b-c,Vce K,c>0

Ejemplo 1. Es de orden total compatible con + y -, la relacién < entre racionales, que puede
definirse como

Sean p,q € Q : p§q<z>§|r€@,r20/p+r:q

Ejemplo 2. Es de orden parcial la relacion de inclusién entre conjuntos, que se denota por C.

3.3. Cuerpo ordenado

Definicién. Es un cuerpo conmutativo dotado de una relacion de orden total, compatible con
las operaciones suma y producto.

Propiedades. Un cuerpo ordenado posee las siguientes propiedades. Las tres primeras y la e)
se deducen de la definicién de cuerpo ordenado; la f) se demuestra a partir de la €); y la g) y la
h) lo hacen a partir de la f); para demostrar la d) se utilizan varias.

a) ’agb,cgd:>a+c§b+d‘

Dia<b=—a+c<b+c¢ ¢c<d=b+c<b+d. Entonces a+c<b-+d.

b) [a<0= —a>0]

D:a<0=a+(-a) <0+ (—a) =0< —a= —a > 0.

c) ’agb:>—a2—b‘

D: Se propone como ejercicio, a partir de la demostraciéon anterior.

d) ’agb,c<O:>aczbc‘

D: Se demuestra a partir de b), ¢), f) y la definicién de cuerpo ordenado.

e) [a-0=0] 0 0

A\ A\

-~

D:ab=a(b+0)=ab+a-0= —(ab)+ (ab) = —(ab) + (ab)+a-0 = a-0=0.

f) |a(—1) = —a

D:0=a-0=a(-14+1)=a(-1)+a-1=0=a(-1) +a = a(-1) = —a.

g) |(=a)(=b) = ab

D: Se propone como ejercicio, a partir de f).

h) [—a—b=—(a+0)

D: Se propone como ejercicio, a partir de f).
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3.4. Cotas e intervalos

Sea A un conjunto entre cuyos elementos existe una relacién de orden. Sea D C A. Decimos
que:

a) El elemento M € A es cota superior de D si
M >z, Ve e D

en cuyo caso se dice que D estd acotado superiormente.
La menor de las cotas superiores (si existe) es el supremo.

Si el supremo pertenece a D, se le llama maximo.
b) El elemento m € A es cota inferior de D si
m<uxz, VreD

En este caso se dice que D esta acotado inferiormente.
La mayor de las cotas inferiores (si existe) es el infimo.

Si el infimo pertenece a D, se le llama minimo.

c) Intervalos. En el conjunto @ de los nimeros racionales definimos intervalo cerrado de
extremos a y b como:
[a,b]z{xé@/aﬁxﬁb}
Ejercicios.

1. Define los intervalos (a, b), [a,b), (a, b], obteniendo para cada uno de ellos una cota superior
y otra inferior, asi como el supremo, infimo, maximo y minimo.

2. Demuestra que el supremo, si existe, es Unico.

3.5. Valor absoluto

Definicién. Sea K un cuerpo ordenado y sea K+ = {x e K / x> O}. Llamamos valor absoluto
a la siguiente aplicacién de K en K+ U {0}:

z, >0
-z, <0

||:K—>K+U{O}/]x|—{

Definicién equivalente. En algunas demostraciones es 1til la siguiente definicion, equivalente
a la anterior:
|z| = méx {z, —x}

D: Demostraremos la implicacién de izquierda a derecha, es decir

>0
|g;\={ DT =Y 2] = méx {z, —1)
—x, x<0

a) Sea x > 0. Por la definicién de valor absoluto y la propiedad b) de un cuerpo ordenado:
|z =2; —2<0

Por lo tanto
lz| =2 > 0> —r = |z| = méx {z, —x}
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b) Sea x < 0. Por la definicién de valor absoluto y la propiedad b) de un cuerpo ordenado:
|z| = —2z; —2x>0
Por lo tanto

lz] = —2 > 0> 2 = |z| = méx {z, —z}

Ejercicio. Demuestra la implicacién en sentido de derecha a izquierda. Es decir que, si |z| =
xz, >0

méx {z, —x}, se cumple |z| = { 0
—x, =<

Propiedades del valor absoluto.

a) ||z| >0,Vz #0;|0]=0

D:Siz>0=|z|=2>0. Siz<0= |z|=—x > 0. Luego, Va # 0, |z| > 0.

Sizx=0=|z|=2=0.

b) ||[z]<y<—= —y<z<y

D: Usando la segunda definicién del valor absoluto
|z| = max {z, —z} =

Entonces:
y>lz|>r=uz<y

—= —y<z<y
y>lz| > —r= —y<ux

c) ||lzy| = |=||y||, a partir de la cual, si z # 0, ||z~

D: La primera igualdad se demuestra utilizando las propiedades de un cuerpo ordenado
en los distintos casos posibles: t =0; y =0; z,y > 0; 2 >0,y < 0; x < 0,y > 0; x,y < O.

Demostramos la segunda, |z Elms

L= =|ea™| = ol |+ 7] = o7 = ||

a) [z + y] < || + [y} & partir de 1a cual [z — y| > [Jo] — Jy]

D: |z| > z, |x| > —x. También |y| > v, |y| > —y. Entonces
2l +lyl =2 x+y fel+ ]yl 2 —v —y = —(z +y)

Si |z| + |y| es mayor o igual que = +y y que —(x + y), serd mayor o igual que el mayor de
ambos, o sea, |z| + |y| > |z + y|.

Para demostrar la segunda desigualdad, se propone seguir el método siguiente, haciendo
lo mismo con y y concluyendo.

2| =[x —y+y| < |z —y[+ |y = |z —y| > [z] = |y

Ejercicio. Hallar los valores de = que son solucién de la inecuacién |z| > k € R (estd resuelto
en la cuestién de autoevaluacion del tema). Sol: = € (—oo, —k) U (k, 00).

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 18



4. Sucesiones en

Vamos a continuacién a dar unas ideas basicas de sucesiones, que se trataran con mas profun-
didad en el tema III. Las sucesiones nos seran de utilidad al estudiar las propiedades y también
las “carencias” del conjunto Q, que nos llevaran a definir los niimeros reales.

4.1. Definicion

De modo informal, podemos definir una sucesién en QQ como un conjunto ordenado de infinitos
racionales. Se obtienen sus términos dando valores a n en el término general a,, € Q y la sucesion
se representa por su término general entre llaves:

{an} ey = a1, a2, a3, . ..
Un caso particular de interés es el de las sucesiones monotonas, que pueden ser de dos tipos.
1. Monétona creciente, si a,+1 > a, Vn € N.
2. Monétona decreciente, si a,.1 < a, Vn € N.

Si no se verifica el signo =, es decir que cada término es mayor que el anterior (o menor), se dice
que la sucesién es estrictamente mondétona.

1. Estrictamente creciente, si a,.1 > a, Vn € N.
2. Estrictamente decreciente, si a,+1 < a, Vn € N.

Por otro lado, una sucesién es acotada si sus términos en valor absoluto no superan un cierto
valor k£ > 0, es decir

3k >0/ |a,| <kVneN

lo que equivale a decir que estdn comprendidos entre k y —k (ambos inclusive).

4.2. Sucesion convergente

Una sucesion converge en QQ si tiene limite finito, es decir existe un nimero racional al
que los términos de la sucesién se acercan tanto como queramos, sin mas que tomar términos
suficientemente avanzados. Esta condicién se expresa como

lma, =a<=Ve>0IneN/ |a, —a|<eVm=>n

n—oo

Ejemplo. La sucesion de término general a,,

2n + 3 57 9 11
an = = 505 4 o
34

n+1 2 57

tiene como limite 2. Esto se puede justificar, por ejemplo, descomponiendo a,, y observando que
el segundo sumando llega a hacerse tan pequeno como queramos

on+3 2 1)+1 1
0 — n+3 _ (n+1)+ _9g

— 2
n-+1 n+1 n+1

En el tema III estudiaremos métodos mas generales para el calculo de limites.
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4.3. Sucesion de Cauchy

Una sucesion es de Cauchy si sus términos llegan a acercarse entre si tanto como queramos,
sin mas que tomar términos suficientemente avanzados. Es decir

{a,} es de Cauchy <= Ve>03n €N/ |a, —a,| <eVp,g>n
Relacién. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracién. Partimos de la definicién de sucesién convergente, usando £/2
, €
lma, =a=Ve>03neN/ |a, —a| <z Vm=>n
n—oo 2

Entonces, Vp, ¢ > n se cumple

|ap—oz‘ <

9 £
:|ap—aq|:|ap—oz—|—a—aq|§|ap—oz|+|a—aq|<§+§:5

[N NONCIN

la, — o] <

luego dos términos llegan a estar tan proximos entre si como queramos.

5. Propiedades de Q

5.1. Cuerpo ordenado

El conjunto de los racionales tiene estructura de cuerpo (apdo. 3.1) y la relacién < definida
en 3.2 cumple las propiedades de orden total compatible, por lo que Q es un cuerpo ordenado.

5.2. Orden denso

Decimos que el orden en un conjunto es denso si, entre dos elementos distintos en relacién
de orden, existe otro; es decir, se cumple

Va,b € Q, a < b, Elce@/a<c<b

Para justificar que el orden en QQ es denso, basta encontrar, para cualquier par de elementos,
uno intermedio ¢ que cumpla la condicién anterior. El mas sencillo es la semisuma de ambos.

Demostraciéon. Sea a < b. Entonces, al ser el orden compatible con la suma y el producto,

a+a<a+b 1 a+b
a<b— = 2a<at+b<2=a< —<b
at+b<b+d 2

Consecuencias.

1. Si entre los racionales a y b existe (al menos) otro ¢, entre a y ¢ existird un segundo,
c1, y entre ¢ y b un tercero, cs. Entre cada dos consecutivos de los anteriores habra un
nuevo racional y asi sucesivamente. Como podemos repetir el proceso tantas veces como
queramos, concluimos que entre dos racionales distintos hay infinitos racionales.

2. Una segunda consecuencia del orden denso es que no existe el racional siguiente a uno
dado (en la recta). Si dado p € Q, pudiéramos encontrar el racional ¢ inmediatamente
posterior a p, al ser p < ¢ habria infinitos racionales entre ambos, luego queda demostrado
por reduccion al absurdo que no existe el racional siguiente a p.

Ejercicio. Razona si la ordenacién usual en los enteros es densa.
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5.3. Conjunto numerable

En el apartado 2.4 hemos visto que Z es numerable tomando alternativamente enteros po-
sitivos y negativos. Pero entre cada dos enteros hay infinitos racionales, por lo que no es tan
inmediato demostrar la numerabilidad de Q. Para simplificar consideraremos sélo los racionales
positivos. En primer lugar construimos una tabla en la que estén todos.

Wl NP ==
Wl Do [\JII\D — N
Wl W mgloo — ] W
(GURINTN N:I»-lk — o

Todo elemento de la tabla corresponde a un nimero racional y un racional cualquiera p/q es-
tard en la fila ¢, columna p. Para ordenarlos procedemos por diagonales: la primera contiene al
1/1, la segunda al 1/2 y al 2/1, etc. Los racionales positivos ordenados quedan como sigue

Y Y ) PAR

| w

N DO
o |

2 1
173

N —

1
1’

De este modo, vemos que cada niimero racional corresponde en la lista a un niimero natural, con
lo que demostramos que el conjunto de los racionales es biyectivo con N, por tanto numerable.

—1 -2
Ejercicio. Calcula la posiciéon que ocupa el racional P sol: Np g =D+ (p+q )2(p +a=2)
q

5.4. Expresion decimal de un nimero racional

Todo ntumero racional puede expresarse en forma decimal. Esta representacion es de uno de
los tres tipos siguientes:

1. Decimal finita. Ej: 7/2 = 3.5
2. Decimal periédica pura. Ej: 7/3 = 2.33333... = 2.3
3. Decimal periédica mixta. Ej: 7/6 = 1.16666 ... = 1.16

Entonces podemos definir un niimero racional como limite de una sucesion mondtona creciente.
Por ejemplo, para el 7/6,

n cifras

ap=1, a;=1.1, ay = 1.16, a3 = 1.166, a, = 1.1666,...a, = 1.1666 ...

6. Necesidad de ampliar Q. Los niimeros reales

Como acabamos de ver, el conjunto Q soluciona distintos problemas, como el cociente de
enteros, pero tiene algunas “carencias”. Senalamos tres, que se justificaran a continuacion:

1. Existen puntos de la recta que no corresponden a un ntimero racional.

2. Existen subconjuntos de Q no vacios, acotados superiormente, que no tienen supremo.
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3. Existen sucesiones de Cauchy sin limite en Q.

Antes de empezar, demostraremos que la raiz cuadrada de 2 no es racional. Llamamos raiz
cuadrada de un nimero a a otro nimero b cuyo cuadrado nos da el primero, es decir

Va=b<= bt =a

Por ejemplo, la raiz cuadrada de 4 es £2, luego hay dos racionales cuyo cuadrado es 4. Sin
embargo, como veremos por reduccion al absurdo, no existe un niimero racional cuyo cuadrado
sea igual a 2, es decir que v/2 no es racional.

Supongamos que v/2 es racional, es decir que puede escribirse como p/q, p,q € N, siendo p/q
una fraccién irreducible. Resulta lo siguiente:

2
]2:\/5:><]_9> :2:>p2:2q2:>p2espar
q q

luego p es par (como se prueba méas abajo) y puede expresarse como p = 2m, m € N. Sustitu-
yendo resulta
p?=4m? =2¢° = ¢* = 2m?

luego ¢? es par, por lo que ¢ es par y p/q no es una fraccién irreducible, como habfamos supuesto.

Nota. Si el cuadrado p? de un nimero natural es par, p también lo es. De lo contrario serfa

impar, con lo que su cuadrado también lo seria. En efecto,
p=2n—1,neN=p*=4n’ —4n +1

Como 4n? y 4n son pares, p* seria impar, contra la hipétesis.

Justificacion de las “carencias” del conjunto Q. Analizamos las afirmaciones anteriores.

1. Existen puntos de la recta que no corresponden a un nimero racional.

Por ejemplo, consideramos un tridngulo rectangulo con catetos de longitud igual a 1, de
modo que uno de ellos esta sobre OX. Calculamos la longitud de la hipotenusa:

P=121+12—=1=V12+12=+2

Por otro lado, abatiendo sobre el cateto horizontal la hipotenusa, su extremo determina
un punto en el eje OX. Pero v/2 no es un niimero racional como se ha demostrado, lo que
significa que existen puntos de la recta que no corresponden a nimeros racionales.

2. Existen subconjuntos de Q no vacios, acotados superiormente, que no tienen supremo.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto A
A:{xEQ/x2<4}:{xE@/ |x|<2}:>supA:2

vemos que tiene supremo en QQ. Si ahora definimos el conjunto B
B:{xGQ/x2<2}:{xEQ/ |w|<\/§}:>supB:\/§

resulta que su supremo es v/2, que no es racional, luego B no tiene supremo en Q.

3. Existen sucesiones de Cauchy sin limite en Q.

Sea la sucesién de las raices cuadradas por defecto de v/2 = 1.4142135.. .., es decir
ap = 1, ay = 14, a9 = 141, as = 1414, ay = 14142, a5 = 141421, N

En esta sucesion vemos que:
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- Cada término tiene una cifra decimal mas que el anterior y a,, tiene n cifras.

- La diferencia entre a,, y cualquiera de los siguientes es menor que 10~ y se puede hacer
tan pequenia como se quiera tomando n suficientemente alto, luego es una sucesion de
Cauchy.

- Por otro lado v/2 estd comprendido entre cada aproximacién por defecto y la correspon-
diente por exceso

1 1
Uy < V2 <+ — = |V2—a, < —
10 10
por lo que la diferencia entre v/2 y @, serd menor que 10~". Entonces los términos pueden
acercarse a v/2 tanto como queramos y hemos encontrado una sucesién de Cauchy de limite
V2, por tanto sin limite en Q.

Un posible modo de definir los nimeros irracionales. Hemos visto, pues, que la raiz
cuadrada de 2 no es un numero racional, pero puede aproximarse tanto como se quiera por
una sucesiéon monotona creciente acotada de racionales. Ello sugiere que podriamos definirlo
como el limite de esa sucesién. Cualquier otro niimero no racional (como €,7,...) puede ser
también aproximado tanto como se quiera por una sucesién analoga y definido como limite de
esa sucesion.

Resulta entonces que una sucesién monoétona creciente acotada de racionales puede tener limite
racional (el caso de 7/6 en el apdo. 5.4) o no tenerlo (v/2, €,7,v/3...). Si asignamos un niimero
irracional (no-racional) como limite a las sucesiones que no lo tienen en Q y ampliamos Q con los
irracionales, estamos dando lugar al conjunto R de los reales. Como consecuencia, toda sucesion
monoétona creciente acotada de racionales tendra limite en R.

Obviamente lo anterior es sélo una aproximacion intuitiva a los nimeros reales. Para una defini-
cién rigurosa habria que definirlos, por ejemplo, como limite de sucesiones monétonas crecientes
acotadas, agrupar las sucesiones que tienen el mismo limite, definir las operaciones entre dichas
agrupaciones y comprobar que se cumplen ciertas propiedades.

Distintos matematicos han seguido este sistema, justificando el conjunto R de diversos modos,
como Dedekind (método de las cortaduras) o Cantor (método de las sucesiones de Cauchy).
Segun el método utilizado, la propiedad fundamental que caracteriza al conjunto R (propiedad
de completitud) se enuncia de distinta manera. Dos de las mas habituales son:

1. En R, todo conjunto no vacio acotado superiormente tiene supremo.

2. En R, toda sucesion de Cauchy tiene limite.

7. Propiedades de R

7.1. Cuerpo ordenado

Como pasaba con Q, el conjunto de los nimeros reales, dotado de la suma, el producto y
la relacion de orden <, es un cuerpo ordenado, pues sus elementos cumplen las propiedades
correspondientes.

7.2. Propiedad arquimediana
Los nimeros reales (como también N, Z y Q) cumplen que
‘v’a,beR,a>OE|n€N/na>b

Esto significa que, dado un a > 0, la sucesion a, 2a, 3a, ... no estd acotada, pues existe un n
suficientemente grande para que na supere a b, para todo b € R.
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7.3. Racionales e irracionales, densos en R

En el apdo. 5.2 dijimos que el orden en QQ es denso, pues entre dos racionales siempre existe
otro. En R ocurre lo mismo, mas aun, se demuestra en los documentos de apoyo que entre dos
reales existe un racional y un irracional. Entonces resulta:

1. Entre dos reales existe un racional. Como el racional es real, aplicando repetidamente la
propiedad concluimos que entre dos reales hay infinitos racionales. Esto se expresa también
diciendo que el conjunto de los racionales es denso en R.

2. Entre dos reales existe un irracional, luego por el razonamiento anterior hay infinitos. Esto
se expresa también diciendo que el conjunto de los irracionales es denso en R.

7.4. R es completo

Ya se ha enunciado de dos maneras la propiedad de completitud (apdo. 6). Una tercera forma
de hacerlo, equivalente a las anteriores, es que existe una correspondencia biunivoca entre
los niimeros reales y los puntos de la recta.

7.5. R no es numerable

Como se ha visto en los apartados anteriores, R habitualmente posee las propiedades de Q
(v alguna mas). Pero existe una propiedad de los racionales -la numerabilidad- que se pierde al
ampliarlos con los irracionales, debido precisamente a que el cardinal de estos es un infinito de
orden superior al de los racionales.

Demostracion. Veamos por reduccion al absurdo que el subconjunto de los reales formado
por el intervalo (0, 1) no es numerable. Para ello, suponemos que lo es. Eso significa que podemos
escribir en una lista ordenada todos los nimeros reales comprendidos entre el 0 y el 1, por ejemplo

1. 0.0,11 1213014 - - -

[\]

. O.Cl21 a992 A3 424 . . .
3. O.Clgl as32 33034 - . -

4. O.a41 Aq2 Ag3 Ag4 - - -

5. ...
A partir de esta lista (en la que suponemos que estan todos los nimeros entre 0 y 1), vamos a
definir otro y probaremos que no estd en ella. Definimos X = 0.z1 x5 2324 ..., siendo sus cifras
1, siap, #1
Ty =

0, sia,,=1

El nimero X estd entre 0 y 1, pero no esta en la tabla: no puede estar en el puesto 1, pues
su primera cifra es distinta de la primera del primero; no puede estar en el puesto 2, pues su
segunda cifra es distinta de la segunda del segundo...no puede estar en el puesto n, pues su
n-ésima cifra es distinta de la n-ésima cifra del n-ésimo ntimero de la tabla.

Asi pues, hemos definido un nimero que se distingue de cada uno, al menos en una cifra. Luego
no puede estar en la tabla. Luego los nimeros reales del intervalo (0,1) no son numerables, ni
lo es por tanto R.
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8.

Operaciones en R

Sean «, f € R. Se definen las siguientes operaciones (las tres primeras coinciden con las ya
definidas en los racionales):

a)
b)

c)

f)

g)

Suma y diferencia:

Producto y cociente: ‘oz B e R‘ s la/BER, VB #0

Potencia entera: o™, m € Z. Distinguimos tres casos:

. +m factores—
SimeN,|la"=a-a----- Q

o 1 .
Raiz n-ésima, n € N: | /oo = an =z / 2™ = «| (con n par, se define s6lo para o > 0).

Potencia de exponente racional (fraccién irreducible Ze Q\ {0}).
n

SiEeQi(ﬁ: Vam; an =gz / 2" =a™ (si n es par, a > 0).
n

.m m _|m 1 )

Si—eQ (a#0), an =a Inl = o] (si n es par, a > 0).
n aln

Potencia de base un ntimero positivo y exponente irracional o, a > 0: se define como
limite de una sucesion.

Si expresamos [ como limite de una sucesion mondtona de racionales,

f = lim j,

n—oo

entonces la sucesién {aﬁn} tiene lfmite (como veremos en el T. III) y o se define como

a? = lim o
n—oo

Podemos considerar el caso a = 0 con § > 0, tomando una sucesién de limite § y términos

positivos. Entonces los términos 0% son nulos ¥n, con lo que

En los demas casos (&« =0, con 8 < 0y a < 0,Vf) no se define la potencia de exponente
irracional.

Logaritmo. Dados dos ntimeros reales o, 8 > 0, 8 # 1, existe un unico v € R tal que
7 = a. A este 7 se le llama logaritmo en base 8 de a, v = logg , es decir

v=logga <= B =«

Los logaritmos mé&s comunes, de base el nimero €, se llaman naturales o neperianos.
También son muy utilizados los decimales, de base 10.
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9.

9.1.

Ejercicios de autoevaluacién

Test verdadero/falso

Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

1.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

9.2.

El principio de induccion puede utilizarse para demostrar propiedades de un conjunto
infinito, siempre que entre sus elementos esté definida una relacién de orden.

Decimos de A que es subconjunto propio de B si estd contenido estrictamente en B, es
decir: A C B, A # B. Por tanto, un conjunto nunca puede ser biyectivo con un subconjunto
propio suyo.

. El conjunto de los niimeros enteros es numerable aunque no esté acotado por la derecha

ni por la izquierda.

. Entre racionales, la condicién “ser menor que” se expresa: p/q < r/s <= ps < qr.
. Entre conjuntos, la relacion “estar incluido en” es de orden parcial.

. En un cuerpo ordenado K, la propiedad a -0 = 0, Va € K, es evidente y no necesita

demostracion.

. El conjunto {z € Q / 2* < 2} tiene supremo y maximo en R.

. En un cuerpo conmutativo, el inverso del inverso de cualquier niimero x es x.

1
. La sucesién {—} es de Cauchy.
neN

n
Q es denso, por lo que no es numerable.

1.9 = 1.999999... es el racional inmediatamente anterior a 2.

En R, todo conjunto no vacio y acotado superiormente tiene supremo.

No existe la potencia 3/2 de un nimero negativo.

Cualquier niumero positivo puede ser base de un sistema de logaritmos.

Entre dos nimeros reales distintos hay siempre un racional, pero puede no haber ningin

irracional.

Cuestion

Halla los valores de x que son solucién de la inecuacién |z| > k € R.

9.3.
1.

2.

3.

4.

Solucién del test verdadero/falso

F. Es necesario que el conjunto sea numerable.

F. N es biyectivo con infinitos subconjuntos propios suyos, por ejemplo los pares, los
impares, los multiplos de cinco...

V. Es suficiente con tomar en primer lugar el 0, luego el 1, luego -1, 2, -2, y asi sucesiva-
mente.

V. Basta multiplicar ambos miembros de p/q < r/s por el producto gs.
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5. V. La relaciéon cumple las propiedades Reflexiva, Antisimétrica y Transitiva. Pero, dados
dos conjuntos cualesquiera, no tiene por qué estar uno de ellos contenido en el otro, luego
no tienen por qué estar en relacién de orden.

6. F. El 0 es el neutro de la suma (elemento que, sumado a uno cualquiera, no lo modifica).
En principio, desconocemos el resultado de multiplicarlo por cualquier otro nimero. Como
se demostré en clase, dicho producto es 0.

7. F. No tiene maximo, pues el supremo (\/5) no pertenece al conjunto.
8. F. En un cuerpo conmutativo, el inverso del inverso de cualquier nimero x # 0 es x.
9. V. Es convergente (y su limite es 0). Por lo tanto es de Cauchy.
10. F. Es denso y también numerable (demostrado en clase).
11. F. La diferencia entre 1.999999... y 2 puede hacerse tan pequena como se quiera, sin mas
que tomar un numero suficientemente grande de cifras, por_lolque representan el mismo

numero racional. La fraccién generatriz de 1.999999... es =

9

12. V. Es una de las formas de expresar la completitud de R.

13. V. Sea r < 0. Se cumple 7%/2 = (7‘3)1/2. Como r® < 0, no existe su raiz cuadrada.

3

De otro modo: 73/ = p <= 13 = p%. Pero 73 = r -7 -r < 0 y no puede ser igual a p> > 0.

14. F. Cualquier numero positivo y distinto de 1 puede ser base de un sistema de logaritmos.

15. F. Entre dos ntimeros reales distintos hay siempre un racional (por tanto infinitos) y un
irracional (por tanto infinitos). Esto se expresa también diciendo que, tanto Q como R\ Q
son densos en R (ver apdo. 7.3. Racionales e irracionales, densos en R).

9.4. Solucién de la cuestion

Distinguimos dos casos, x > 0 y x < 0. Entonces, a partir de la definicién de valor absoluto
de un nimero real:

a) Sizx >0=z=|z| >k =z € (k,00).
b) Size<0= —zx=z|>k= 2 < k=2 € (—00,—k).
Asi pues, cumplen la condicién los x pertenecientes al conjunto (—oo, —k) U (k, 00).

Nota: no se ha dicho nada del signo de k. Si & > 0, el conjunto soluciéon es la unién de dos inter-
valos disjuntos y se puede escribir también como R\ [k, k]. Este conjunto es el complementario
del conjunto solucién de la condicién |z| < k.

Si, por el contrario, k < 0, los intervalos (—oo, —k) y (k,00) se solapan, por lo que su unién
es todo R. Este resultado es légico pues, si k& < 0, la condicién se cumple para todo x, ya que
Ve eR, |z|>0>k.
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Tema II. Espacios Métricos iz

1. Distancia

1.1. Definicién

Sea un conjunto E no vacio. Llamamos distancia o métrica a toda aplicacion
d:ExE—R"U{0}

que, a cada par (x,y) de elementos de E, le hace corresponder un numero real d(x,y) > 0, tal
que se cumplen las propiedades siguientes:

1. Positividad: d(z,y) > 0, Vo #y; d(z,z)=0.
2. Simetria: d(z,y) = d(y,z), Yo,y € E.
3. Desigualdad triangular: d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), Vz,y,z € E.
Llamamos espacio métrico al conjunto E dotado de la distancia d, lo que se denota por (E,d).

Los elementos x € E se denominan puntos.

1.2. Meétricas mas comunes

Entre las muchas aplicaciones que cumplen las propiedades de distancia, distinguimos las
siguientes.

a) En R se define la métrica natural —o del valor absoluto— como
d(z,y) = & —y|

b) Métricas en R". Sean los elementos Z, 7 € R", & = (z1,...,2,), ¥ = (Y1, -, Yn)-

b.1. Distancia “del taxi”.

d(Z, ) =Y o — il = o =yl + - + 2 — vl
=1

b.2. Distancia euclidea.

n

da(Z,9) = (zi—yi)? = V(w1 — )2+ + (20— Yn)?

i=1

b.3. Distancia del supremo.
doo<fa :’j) = Sup ‘xz - yi’izl,.‘.,n = sup ( ’xl - yl‘ PRI ’mn - yn’ )

c) Métrica discreta. En este caso s6lo hay dos valores posibles para la distancia entre los

elementos de E.
d(z,y) =1Vr #y; d(x,z)=0
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2. Bolas y entornos

Definimos a continuacién los conceptos de bola y entorno, unas agrupaciones de puntos que
nos van a servir para caracterizar los distintos tipos de puntos y conjuntos de un espacio métrico.

2.1. Bola abierta

Sean a € E, r > 0. Se llama bola abierta de centro a y radio r al conjunto de puntos de E
cuya distancia al punto a es menor que 7.

B(a,r) ={z € E/d(a,z) <7}

2.2. Bola cerrada

Sean a € E, r > 0. Se llama bola cerrada de centro a y radio r al conjunto de puntos de E
cuya distancia al punto a es menor o igual que r.

Bla,r)={z € E /d(a,z) <r}

Ejemplos con la distancia euclidea.
1. En R, una bola abierta es un intervalo abierto y una bola cerrada, un intervalo cerrado.

2. En R?, una bola abierta es un circulo sin la circunferencia y una bola cerrada, un circulo
incluida la circunferencia.

Bolas obtenidas con otras métricas. Con métricas distintas de la euclidea, la forma de las
bolas puede cambiar. Se propone obtener en R? las bolas cerradas de centro el origen y radio
r = 1, correspondientes a las distancias a) di; b) dy.

Solucion. Se trata de las areas limitadas por los cuadrados cuyos vértices son respectivamente:

Bola reducida. Se llama asi a la bola que no contiene a su centro. Por ejemplo, la bola abierta
de centro a y radio r sera

B*(a,r) ={z €E/0<d(a,z) <r}

2.3. Entorno

Definicién. Un entorno de a € E es todo conjunto U, que contiene a una bola abierta de
centro a.

U, entorno de a <= 3r >0/ B(a,r) C U,

La bola B(a,r) contiene al punto a y estd contenida en ella misma, luego una bola abierta de
centro a es entorno de a.

Propiedades.
1. Si un conjunto V contiene a un entorno de a, V es entorno de a.
2. La interseccion de dos entornos de a es entorno de a.

3. Dos puntos distintos tienen entornos disjuntos.
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3. Puntos notables en un espacio métrico

Sea un espacio métrico (E,d) y un conjunto A C E. Definimos diversos tipos de puntos segiin
su relacién con A. Los ejemplos se refieren a C = [0,2) U {3}, en el espacio métrico (R, |]).

3.1. Punto de adherencia

El punto = € E es de adherencia de A si y sélo si toda bola abierta de centro x contiene
algin punto de A; es decir, si

Vr € RY, B(z,r)NA # ¢

Podemos decir que x es de adherencia de A si tiene puntos de A tan cerca como se quiera.
Consecuencia. Los puntos de A son de adherencia de A.

Ejemplo. Son de adherencia de C —entre otros— los puntos {0, 1,2, 3}.

3.2. Punto de acumulacion

El punto x € E es de acumulacién de A si y sélo si toda bola abierta de centro x contiene
algin punto de A, distinto de z. Utilizando la bola reducida, la condicién es:

Vr € RY, B*(z,r) N A # ¢

Podemos decir que = es de acumulacion de A si tiene puntos de A —distintos de él- tan cerca
como se quiera.

Consecuencias. 1) Todo punto de acumulacion es de adherencia. 2) Todo punto de adherencia
de A pertenece a A o, de lo contrario, es de acumulaciéon de A.

Ejemplo. Son de acumulacién de C —entre otros— los puntos {0, 1, 2}.

3.3. Punto aislado

El punto x € E es aislado de A si y sélo si pertenece a A y existe una bola abierta de centro
2 que no contiene ningin otro punto de A; es decir, si

Ir e RT/B(z,r)NA = {z}

Consecuencia. Un punto de adherencia es de acumulacion, salvo si existe alguna bola centrada
en él que no contiene otro punto de A més que él, en cuyo caso es aislado. Luego todo punto de
adherencia, o es de acumulacion o es aislado.

Ejemplo. El tinico punto aislado de C es el {3}.

3.4. Punto interior

El punto x € E es interior de A si y sélo si existe una bola abierta de centro = contenida en
A; es decir, si

Ir € RT/B(x,r) C A

Ejemplo. Son interiores de C —entre otros— los puntos del intervalo [1,2).
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3.5. Punto exterior

El punto = € E es exterior de A si y sélo si existe una bola abierta de centro x que no contiene
ningun punto de A; es decir, si

Ir e RY/B(z,r)NA=¢

Ejemplo. Son exteriores de C -entre otros- los puntos {4,5} y los comprendidos entre ellos.

3.6. Punto frontera

El punto x € E es frontera de A si y solo si toda bola abierta de centro x contiene puntos de
A y de su complementario, al que llamaremos E \ A; es decir, si

B(z,r)NA # ¢
B(z,r)NE\ A # ¢

VT€R+{

Podemos decir que z es frontera de A si tiene puntos de A y de E \ A tan cerca como se quiera.
Nota. La expresion E\ A, que se lee “E menos A”, se justificard en el apdo. 4.3.

Consecuencias. 1) Un punto frontera de A es de adherencia de A y de adherencia de su
complementario E\ A. 2) Un punto frontera no cumple la condicién de interior ni la de exterior.
3) En el espacio métrico (R, ||), los puntos aislados son frontera.

Ejemplo. Son frontera de C los puntos {0, 2, 3}.

Ejercicio. Demuestra que un punto exterior de A es interior de E \ A y que un punto interior
de A es exterior de E \ A.

4. Conjuntos notables en un espacio métrico

A partir de los distintos puntos de un espacio métrico (E, d ) definidos en el apartado anterior,
estudiamos a continuacién los conjuntos formados por las agrupaciones de dichos puntos.

4.1. Adherencia o conjunto adherente

Definicién. La adherencia de A, A, es el conjunto de sus puntos de adherencia.

Propiedades.

a) A C A. Por convenio, E =E, ¢ = ¢.
b)) ACB= ACB.
¢c) AUB=AUB.
)

d) ANB c ANB. No se cumple la igualdad, por ejemplo, en el caso de conjuntos sin puntos
en comun, tales que sus adherencias si los tienen. Por ejemplo, los intervalos (0, 1) y (1, 2).

4.2. Conjunto de los puntos aislados

El conjunto formado por los puntos aislados de A se denota Aisl(A).
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4.3. Derivado de A

Definiciéon. El conjunto derivado de A, A’, es el conjunto de sus puntos de acumulacion.

Diferencia de conjuntos. Si los conjuntos A y B son disjuntos y llamamos C a su unién,
AuB=C; AnB=¢
decimos que
A=C\B

lo que se lee “A es igual a C menos B” (obviamente B es igual a C menos A). El conjunto A
estd formado por los elementos de C que no pertenecen a B.

A=C\B={zeC/z ¢ B}

Obsérvese que en esta definicién exigimos que A y B sean subconjuntos (disjuntos) de C; por
tanto, para “restar” B de C, el primero debe estar contenido en el segundo. La diferencia de
conjuntos puede definirse de otras maneras. La definicion dada aqui sera ttil para obtener el
conjunto derivado.

Aplicacion. A partir de esta definicion y de lo visto en el apdo. 3.3, entre la adherencia, el
derivado y el conjunto de puntos aislados de A se da la relacién siguiente

A=A\ Aisl(A)

que permite obtener el conjunto derivado de A por diferencia entre la adherencia y los aislados.

Demostracion.

1. Tanto los puntos aislados como los de acumulacién son de adherencia, luego la unién de
los conjuntos Aisl(A) y A’ estd contenida en A.

Por otro lado, todo punto de adherencia o bien es de acumulacién o bien aislado, por lo
que A C Aisl(A) UA’. Entonces los conjuntos A y A" U Aisl(A) coinciden.

2. A partir de las respectivas definiciones, un punto no puede ser a la vez de acumulacion y
aislado, por lo que la interseccion de A’ y Aisl(A) es vacia.

Entonces podemos afirmar que A’ = A \ Aisl(A).

4.4. Interior de A

o
Definicién. El interior de A, A, es el conjunto de sus puntos interiores.

Propiedades.

o

a) A C A. Por convenio, E = E, gz = .

b) AcB= A c B.
¢) (ANB)° = A N B.

d) (AUB)° D A U B. No se cumple la igualdad, por ejemplo, en el caso de conjuntos con
puntos en comun, tales que sus interiores no los tienen. Ejemplo: A = [0,1], B = [1,2].
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4.5. Exterior de A

Definicién. El exterior de A, Ezt(A), es el conjunto de sus puntos exteriores.

Obtencién. En el ejercicio del apdo. 3 se indica que un punto exterior de un conjunto es
interior de su complementario y que un punto interior de un conjunto es exterior de su comple-
mentario. Entonces

- Si z es exterior de A, es interior de E \ A.
- Si z es interior de E \ A es exterior del complementario de E \ A, es decir de A.

Es decir, z es exterior de A si y sélo si es interior de E\ A, por lo que el conjunto exterior de A
puede obtenerse como el interior del complementario de A.

Ext(A) = (E\ A)°

Resulta més sencillo obtener el conjunto exterior de A utilizando la expresion

Ext(A)=E\ A

Demostracion. Para realizarla, veamos que se cumple la inclusion en ambos sentidos.

(—) Si z es un punto exterior de A, existe una bola centrada en x que no contiene puntos de
A, por lo que = no es de adherencia de A, luego pertenece al complementario de A.

Vo € Ext(A)3r /B(z,r) NA=¢=2¢A=2€E\A= Ext(A)CE\A

(<) Si x pertenece al complementario de A, no es de adherencia de A, luego existe alguna bola
centrada en x que no contiene puntos de A, por lo que z es exterior de A.

Ve e E\A= 12 ¢ A= 3r/B(z,r)NA=¢ =z € Ext(A) = E\ A C Ext(A)

4.6. Frontera de A

Definicién. La frontera de A, F'r(A), es el conjunto de sus puntos frontera.

Obtencién. Sabemos (apdo. 3.6) que un punto es frontera si y sélo si es de adherencia de A
y de su complementario, luego podemos obtener la frontera de A como interseccién de ambas
adherencias:

Fr(A)=ANE\A

Resulta més sencillo obtener el conjunto frontera por medio de la siguiente expresion:

Fr(A)=2A\ A

Demostracion. Se cumple la doble inclusion.

(—) Sea z € Fr(A). Entonces x € A y x € E\ A. Por pertenecer a E \ A se cumplird que toda
bola abierta centrada en x contiene puntos de E \ A, por lo que ninguna bola esté contenida

en A. Es decir, = ¢ A Comoxr € Ayuz¢ Ay ademds A C A, resultaquexEA\A

(+) Seax € A \A, luego v € Ayz ¢ A Siz ¢ 1&, no existe ninguna bola abierta centrada
en r contenida en A, por lo que toda bola contiene puntos del complementario de A.
Entonces x pertenece a la adherencia de E '\ A. Como también pertenece a la adherencia
de A, pertenece a la intersecciéon de ambas, luego pertenece a la frontera.
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Ejemplo. Como en el apartado 3, calculamos los conjuntos notables referidos al conjunto
C =[0,2) U {3} en el espacio métrico (R, ||).

1. Adherencia: C = [0,2] U {3}.

2. Conjunto de puntos aislados: Aisl(C) = {3}.

3. Derivado: €' = C\ Aisl(C) = [0,2].

4. Interior: C = (0,2).

5. Exterior: Ext(C) =R\ C = (—00,0) U (2,3) U (3,00)

6. Frontera: Fr(C) =C \ C = {0,2,3}

5. Conjuntos cerrado, abierto, compacto

Sea el espacio métrico E y el conjunto A C E. Vamos a estudiar las condiciones que deben
cumplirse para afirmar que dicho conjunto es cerrado, abierto o compacto.

5.1. Cerrado

Definiciéon. Un conjunto A es cerrado si y sélo si coincide con su adherencia:
Ejemplo. En (R,||), el intervalo [a, b] es un conjunto cerrado.

Condiciones equivalentes. Hay otras dos condiciones de conjunto cerrado equivalentes a la
anterior: “contener a su derivado” y “contener a su frontera”. Se demuestran a continuacion.

a) A es cerrado si y sélo si contiene a sus puntos de acumulacion.

A=A A CA

(=) Los puntos de acumulacién son de adherencia, luego A’ C A. Al ser A cerrado, A coincide
con A. Entonces A’ C A. B
ACcA=A= A CA

(+-) La adherencia A es la unién de A"y Aisl(A). Como ambos estdn contenidos en A, su unién
también lo estd, por lo que A C A. Como ademéds A C A, se cumple A = A.

A Aisl(A) C A= A = A UAisl(A) c AL R = A

b) A es cerrado si y sélo si contiene a su frontera.

A=A Fr(A)CA

(—) La frontera esta contenida en la adherencia. Como A coincide con su adherencia, la frontera

esta contenida en A. B
Fr(A)CA=A= Fr(A)CA

(«+) La adherencia K_es la unién de A y F° r(A). Como 1&_ estd contenido en A y F'r(A) también
(por hipdtesis) A estd contenida en A. Como A C A, se cumple A = A.

ACA Fr(A)cA=A=AUFr(A) cASL R =4
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Propiedades.
1. A es un cerrado, luego la adherencia de A es igual a A : E =A.
2. E y ¢ son cerrados, pues coinciden con su adherencia (por convenio).
3. La interseccion de cerrados es un cerrado.

4. La unién finita de cerrados es un cerrado (la infinita puede no serlo).

5.2. Abierto

Definicién. Un conjunto A es abierto si y sélo si coincide con su interior:

o

A=A

Ejemplo. En (R,||), el intervalo (a,b) es un conjunto abierto.

Condicion equivalente. A es abierto si y sélo si tiene interseccién vacia con su frontera
(ninguno de sus puntos es frontera).

o

A=A = Fr(A)NA=¢

Demostracion.

(=) Fr(A)=A \A (apdo. 4.6), por lo que la interseccién de Ay Fr(A) es vacia. Por ser A
abierto, coincide con su interior, entonces la interseccién de A y su frontera es vacia.

(<) Si la interseccién de A y Fr(A) es vacia, ningin punto de A pertenecerd a su frontera.
Como A y su frontera estan contenidos en A, entonces todo punto de A pertenecerd a

A\ Fr(A) = A, por lo que A C A. Como ademés A C A, resulta A = A.

Propiedades.
1. A esun abierto, luego el interior de A es igual a A (1&)0 = A.
2. E y ¢ son abiertos, pues coinciden con su interior (por convenio).
3. La unién de abiertos es un abierto.

4. La interseccion finita de abiertos es un abierto (la infinita puede no serlo).

Ejercicio. Hemos visto que la unién de infinitos cerrados puede no ser cerrado y la interseccion
de infinitos abiertos puede no ser abierto. Estudia lo que ocurre en los dos siguientes casos:

o]0t

neN neN

5.3. Relacion entre abierto y cerrado

Teorema. Un conjunto es abierto si y solo si su complementario es cerrado.

A:A@E\A:E\A

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 36



Demostracion.

(—) Sea A = A. Queremos demostrar que E \A =E\A. Como se cumple E\A C E\ A
basta con demostrar que E\ A C E\ A.

Seax € E \ A. Entonces toda bola abierta centrada en x contiene puntos de E\ A, luego

ninguna esta contenida en A, por lo que x no pertenece al conjunto A. Como A = A x
no pertenece a A, luego pertenece a su complementario E \ A. Por lo tanto E \ A CE\A.

(<) Sea E\ A = E\ A. Queremos demostrar que A = A. Como se cumple A C A, basta con
demostrar que A C A.

Sea x € A. Entonces z ¢ E\ A. Como E\ A=E\A, x no pertenece a E\ A. Entonces
existe alguna bola abierta centrada en x que no contiene puntos de E \ A, por lo que

estd contenida en A, luego x € A. Por lo tanto A C A.

5.4. Compacto

Definiciéon. Un subconjunto de R es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Ejemplos. En (R, ||), son compactos el intervalo [a, b] 0 una unién finita de intervalos cerrados.
No son compactos los intervalos (a, b) o [a,0).

Caso de R". Usamos la misma definicién (cerrado y acotado) en R™ con la distancia euclidea.

Nota. En R" decimos que un conjunto es acotado si y sélo si estd contenido en una bola de
radio finito.
A CR" acotado <= 3a@ € R", Ir >0/A C B(a@,r)

Ejemplo. El conjunto {(z,y) € R? / (z — 3)* + (y — 2)* < 1} es compacto.

6. El espacio métrico (R,||)

Estudiamos ahora un espacio métrico particular: el conjunto de los nimeros reales, dotado
de la métrica del valor absoluto. En primer lugar comprobaremos que las distintas distancias
estudiadas (salvo la discreta) coinciden. A continuacién definiremos los conjuntos abiertos y
cerrados y enunciaremos el teorema de Bolzano-Weierstrass.

6.1. Distancia

Es inmediato comprobar que las distancias dy,d> y ds se reducen a la del valor absoluto
(métrica natural). En efecto, al tener los puntos x e y sélo una coordenada, resulta:

a) di(z,y) = |z —yl.
b) da(z,y) = /(z —y)? = |z —yl.
¢) doo(,y) = |7 —yl.

a-+b b—a
77":
2

Ejemplo. Escribimos (a,b) en forma de bola: ¢ = = (a,b) = Blc,1).

Ejercicio. Escribe la bola B(x,d) en forma de intervalo.
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6.2. Abiertos y cerrados

A partir de la definicién de abierto (A = A) y del hecho de que todo cerrado es complemen-
tario de un abierto (teorema 5.3), se deduce:

1. En (R,||) un abierto es todo conjunto que puede expresarse como unién de intervalos
abiertos. Lo justificamos a continuacion:

(—) A es abierto si y so6lo si coincide con su interior, luego todos sus puntos son interiores.
Que = € A sea interior significa que es el centro de una bola abierta contenida en A, por
lo que A puede expresarse como la unién de todas esas bolas (cada una contiene a uno de
los puntos de A y estd contenida en A). Pero, en (R, ||), una bola abierta es un intervalo
abierto, luego si A es abierto, puede expresarse como unién de intervalos abiertos.

(+) Si A puede expresarse como unién de intervalos abiertos, serd abierto, pues un intervalo
abierto es un abierto y la unién de abiertos también lo es.

2. Definimos cerrado como el complementario de un abierto.

Ejemplos. (a,b) U (¢,d) es un abierto. El complementario del cerrado [p,¢q] es R\ [p,q] =
(—o00,p) U (g, 00), que es una unién de abiertos.

Ejercicio. Razona si es cerrado el conjunto {c}, formado por un punto.

6.3. Teorema de Bolzano-Welierstrass

Todo subconjunto acotado S C R, con infinitos puntos, posee al menos un punto de acumu-
lacion.

Demostracion. Al ser S acotado podemos encontrar unos valores a,b € R / S C [a, b]. Dividi-
mos [a, b] en dos partes iguales y tomamos una que contenga infinitos puntos (al menos una los
tiene, pues de lo contrario S serfa finito).

Dividimos el semiintervalo elegido en dos partes iguales, tomando de nuevo una que contenga
infinitos puntos. Repetimos la operaciéon una y otra vez, obteniendo —después de n divisiones—

el intervalo I,, de longitud
- b—a
n — 2n

que tiende a 0, cuando n — oco. Pero I, sigue conteniendo infinitos puntos.

De este modo, acabamos definiendo un punto «, tal que tiene infinitos puntos de S en todo
entorno suyo, por lo que cumple la condicién de punto de acumulacién de S. Este punto puede
no pertenecer a S, en cuyo caso pertenecera a su frontera.

n n

1 —1)"
Ejemplos. Estudiamos los conjuntos a) S; = {n i }; b) Sy = {( ) }; c) S3 = (a,b).

En a) el punto de acumulacién es &« = 1. En b) @ = 0. En el caso ¢), cualquier punto del intervalo
[a,b] es de acumulacién de Ss.

Ejercicios.
a) Aplica el teorema a un subconjunto propio de N.
b) Aplica el teorema a S = [0,1] N Q.

c¢) Justifica que, si el punto de acumulacién a no pertenece a S, pertenece a su frontera.
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7. Ejercicios de autoevaluacion

7.1. Test verdadero/falso

Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

1. VZ,y € R? se cumple: do(7,7) < di(Z,y) (dy, “distancia del taxi”).

2. En R? una bola cerrada es un circulo, independientemente de la métrica empleada.
3. Un punto frontera no es interior ni exterior.

4. AcB= ACB.

5. BExt(A) =E\ A.

6. A=A AN CA+= Fr(A) CA.

7. En (R, ||) todo cerrado es un intervalo cerrado.

8. El intervalo [2,3] es entorno de todos sus puntos.

9. Si un conjunto acotado S C R no posee ningtin punto de acumulacién, entonces tendra sélo
un numero finito de puntos.

10. Entre los elementos de R? no hay relacién de orden, por lo que en R? no existen conjuntos
acotados.

3 2
11. Dado el conjunto A = " , obtener:
3n?—1J,

7.2. Cuestion

Define punto interior y expresa matematicamente la condicion que debe cumplir. Razona si
un punto interior puede ser frontera.

7.3. Solucién del test verdadero/falso
L V. do(@,y) = méx {[z1 — p1], [z2 — 12|} < |oy —yn| + |22 — yo| = di (T, 7).

2. F. Una bola cerrada en R? puede tomar formas distintas con las distintas distancias: es un
rombo con la d; y un cuadrado con la d..

3. V. En toda bola centrada en el punto frontera hay puntos del conjunto y del complemen-
tario, por lo que ninguna bola estd contenida en el conjunto (condicién de interior) ni en
el complementario (condicién de exterior).

4. F. Ejemplo: A = [0,1], B = (0,1). Con la implicacién en sentido contrario, la afirmacién
es cierta: es una de las propiedades de los conjuntos interiores.
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5. V. Ver apdo. 4.5
6. V. Son tres definiciones equivalentes de conjunto cerrado (demostracién en los apuntes).

7. F. Todo intervalo cerrado es un cerrado, pero no viceversa. La unién de dos intervalos
cerrados disjuntos es un cerrado y sin embargo no es un intervalo.

8. F. Para los puntos frontera (el 2 y el 3) no existe ninguna bola centrada en ellos y contenida
en el intervalo. De hecho, ser entorno de todos sus puntos es una definicién alternativa de
conjunto abierto y el intervalo [2,3] es un cerrado, por lo que no la cumple.

9. V. Pues, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, si S es acotado y posee infinitos puntos,
“existe al menos un punto de R, que es de acumulacion de S”. Luego, si S no posee puntos
de acumulacion, o bien no esta acotado o no tiene infinitos puntos. Como esta acotado por
hipdtesis, entonces debe tener un nimero finito de puntos.

10. F. Decimos que un conjunto A de R™ esté acotado si esta contenido en una bola de radio
finito. Esta condicion no exige una relacién de orden entre los elementos de R™.

11. A= {§ , 2 , 2—7 , @ , E . } La sucesién tiene limite 1. Entonces
27117 26 47 " 74
a) A=AU/{1}.
b) A'={1}
) A=¢.
d) Fr(A)=A\A=A
e) Aisl(A)=A

7.4. Solucion de la cuestion

En un espacio métrico (E, d), un punto = € E es un punto interior de A C E si y sélo si existe
una bola bola abierta de centro x, contenida en A. Es decir

x es interior de A <= Fr € R* / B(z,r) C A

La condicion que debe cumplir un punto de E para ser frontera de A es que en toda bola abierta
centrada en €l existan puntos de A y de su complementario. Entonces, si un punto es frontera de
A, en ninguna bola habra sélo puntos de A, por lo que un punto interior no puede ser frontera.
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Tema III. Sucesiones en R ¢

1. Definicion y tipos de sucesiones

1.1. Sucesion numérica

Una sucesién de ntiimeros reales es la imagen de una aplicacién ¢ de N en R. A cada nimero
natural n le corresponde el término a,, de la sucesion.

Q : N — R, 90(77/) =an € Ra @(N) = {an}nGN

1.2. Concepto de limite

El limite de una sucesién {a,} es un nimero a al que los términos de la sucesién se aproximan
tanto como queramos, a partir de uno dado. Es decir:

lma, =a<=Ve>03IneN/|a, —a| <e, Ym>n

n—0o0

Interpretacion grafica. La sucesién tiene limite a si, elegido un ¢, los términos de {a,}, a
partir de uno dado, estédn contenidos en el intervalo (a — €,a + €).

1.3. Tipos de sucesiones

a) En relacién con la existencia de limite, una sucesion puede converger, diverger u oscilar.

- Sucesion convergente. Es la que tiene limite finito.

{a,} es convergente «<— 7}1—{20 a, =a€R

- Sucesién divergente. Es aquella cuyos términos en valor absoluto se hacen tan grandes
como queramos, a partir de uno dado.

{a,} es divergente <= VA > 03n € N/ |a,,| > A, Vm >n

condicién que podemos escribir también como | lim |a,| = co
n—oo

Si ademas los términos son positivos a partir de uno dado, decimos que | lim a,, = +00
n—oo

(si son negativos a partir de uno dado, decimos que lim a,, = —00)
n—oo

- Sucesion oscilante. Es la que no converge ni diverge.

De esta definicién resulta que toda sucesién es convergente, divergente u oscilante

b) En relacién con la acotacién de sus términos, una sucesién puede ser:
- Acotada superiormente <= Jk € R/an <k, VneN.
- Acotada inferiormente <= 3k € ]R/an >k, Vn eN.

- Acotada <= 3k € R" / |a,| < k, Vn € N.
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Ejercicio 1. Determina si las siguientes sucesiones son convergentes, divergentes u oscilantes,
indicando ademas si estan acotadas.

{%} (2"} . {1%3%} {Z;} {1,\/5,3,\/?1,...}; (1,-2,3,-4,...}

Ejercicio 2. Encuentra un ejemplo de sucesion:

a) Oscilante acotada; b) Oscilante no acotada; c¢) Acotada no convergente; d) Acotada no
oscilante; e) No acotada ni divergente.

2. Propiedades de los limites

1) Si una sucesion tiene limite, éste es unico.
D: Por reduccion al absurdo. Supongamos que existan dos limites, a < .

Tomamos € > 0 / 2¢ < f — a. Al ser limites ambos, existirdn n,, ng tales que

lam — o] <&, Vm >n,y |lam — B <&, Ym > ng
Entonces, se cumplird, Ym > max(n,, ng), que
B-a=[B—-al=|8—an+an—a| <|am — |+ |am — f] <2¢
Es decir, f — a < 2¢, contra la hipdtesis.

2) Si una sucesion tiene limite a > ¢, sus términos a partir de uno dado son mayores que c.

{an} 2 a>c=3neN/a,>c, Vm>n

D: Tomamose >0 /e <a—c=c<a—e. Porser a el limite,

dn/Vm>n, lap,—al<e—= —c<ap,—a<e=a—c<ap<a+te
Es decir, a,, > a —¢ > c.

3) Si una sucesion tiene limite a < ¢, sus términos a partir de uno dado son menores que c.

{an} 2 a<c=3neN/a,<c, Vm>n

D: Anédloga a la anterior, tomando € >0 / ¢ < ¢ — a.

4) Si una sucesion tiene limite a # 0, sus términos a partir de uno dado tienen el signo de a.
D: Sia >0, por la propiedad 2: 3In / a, >0, Vm > n.
Si a < 0, por la propiedad 3: In / a,, <0, Vm > n.

Es decir, si a # 0, los términos, a partir de uno dado, tienen el signo de a.
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5) Si el limite de {a,} es menor que el de {b,}, los términos de la primera son menores que
los de la sequnda, a partir de uno dado.

{an} = a, {bp} =2 b, a<b=IneN/a, <b,, Ym>n

D: Se toma ¢ = (a+b)/2, con lo que a < ¢ < b, y se aplican las propiedades 2 y 3.

6) Sise cumple a, < b, < c,, Yn > ng y las sucesiones {a,} y{c,} tienen limite o, entonces
la sucesion {b,} tiene limite c.

D: liman:a:>5|n1/]am—a]<€:><a—i—€, VYm > n.
n—oo
h’mcn:a:>5|n2/|cm—a|<5:>a—5<, Vm > ns.

n—o0

Como, ademés, |a, < b, < ¢, |, ¥n > ng, entonces, VYm > max(ng, ni, ny),

a—e<Qy<b,<ch<a+e=—|limb, =«

n—oo

7) Se obtiene una subsucesién de {a,} tomando infinitos términos suyos, sin alterar
el orden relativo entre ellos. Si los lugares que ocupan dichos elementos en {a,} son
ny <ng <...<mn;<...,lasubsucesion sera: {a,,} = an,, any, ... ay,, ... Por ejemplo, los
pares o los multiplos de 3 son subsucesiones de los naturales.

Propiedad. Si {a,} tiene limite, toda subsucesion suya tiene el mismo limite.

D: Si a es el limite, Ve > 0, In / |am, —a] < €, Ym > n. En ese caso, también
’ami - CL| <g, vml Z n, pues {ani}ieN C {an}nEN-

8) Toda sucesion convergente es acotada.

D: Por ser convergente, Ve > 03dn / |a,, — a|] < &, Ym > n. Entonces, por las propiedades
del valor absoluto

lam| — |a| < lam —a| < e = |an| < la] +¢, Ym >n

Asi pues, la cota es k = max(|a1], |as], ... |an_1],|a| + €).

3. Sucesiones monotonas

3.1. Definiciones

Con respecto a la relacién entre el valor de sus términos una sucesién numérica {a,} es:

Monétona creciente, si y solo si a, 1 > a, Vn € N.

Monétona decreciente, si y solo si a,1 < a, Vn € N.

Estrictamente creciente, si y sélo si a,+1 > a, ¥n € N.

Estrictamente decreciente, si y sélo si a,41 < a, Vn € N.

Ejercicio. Indica el tipo de monotonia de las siguientes sucesiones:

111
a) 1,223,334 b) Lo o ri 9 L1 L1 1 d) ~1,0,1,-2,0,2,-3,0,3,...
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3.2. Teorema de las sucesiones monotonas

Toda sucesion mondtona creciente (decreciente) acotada superiormente (inferiormente) tiene
limite.

Demostracién. Lo demostramos para el caso creciente (partimos de la propiedad del su-

premo, estudiada en el tema I).

a) La sucesion {a,} es un conjunto de nimeros reales acotado superiormente, por lo que tiene
supremo «. Veamos que, al ser a la menor de las cotas superiores, cualquier valor menor
que « debe ser superado por algun término de {a,}, es decir:

Ve >0 3/ [~ S ]

pues, de lo contrario, existiria algin ¢ tal que o —e¢ > a,,, Vng, en cuyo caso el supremo
seria o — €, contra la hipotesis.

b) Al ser {a,} mondtona creciente, , VYm > ng. Y por ser « el supremo, .

c) Entonces, a partir de a) y b),
‘v’5>05|n0/a—8<an0gamga:>a—€<am§a, Ym > ng

Pero a—e<ap, —=a—-a,<cy an <a=—0<a—a,. Esdecr

0<a—a,<ec=|la—ay| <e,¥m > ng

que es la condicién de limite para {a,}. Es decir, el limite de la sucesién es el supremo a.

3.3. Sucesiones de intervalos encajados

Una sucesion de intervalos encajados es una sucesién de intervalos reales, tales que cada uno
estd incluido en el anterior, I,, C I, 1, Vn € N. Si los intervalos son cerrados y no vacios, es decir

I, = [an, by, a, <b,, Vn €N
entonces su interseccion es el intervalo [a, b, a < b, siendo
= lim a,, = lim b,
n—oo n—oo

Si ademas las amplitudes de los intervalos tienden a cero, es decir (b, —a,) — 0, entonces existe
un unico numero real o comun a todos los intervalos y se cumple

lima, = limb, =a €R
n—oo n—oo

Demostracién breve. (demostracién completa en J. Burgos, p. 64). Sean las sucesiones {a, }
(mondtona creciente) y {b,} (monétona decreciente), tales que a, < b,, Vn € N. Entonces

ap <ag < K1 S <bp Kby << by < by

por lo que
[Cln, bn] C [an—h bn—l] C [an—27 bn—Z] oo

luego {[an,b,]} es una sucesion de intervalos encajados. La sucesion {a,} estd acotada supe-
riormente por cualquier b; y {b,} lo estd inferiormente por cualquier a;, luego ambas sucesiones
son mondétonas acotadas, por lo que tienen limite, que llamaremos respectivamente a y b. Si
(b, — a,) — 0, estos limites coinciden pues, como veremos en 4.1,

0= lim (a, —b,) = lima,, — lim b, = lima, = lim b,
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
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4.

4.1.
a)

b)

c)
d)

Operaciones con limites

Suma y diferencia

Si dos sucesiones tienen limite finito, el limite de la suma (diferencia) es la suma (diferen-
cia) de los limites.

{an} = a, {b,} b= {a, £b,} - a£b

D: Lo demostramos para la suma. Por ser a y b limites, se cumple que

dn, e N/ |ay, —al <e/2, Ym >n,
Ve >0
dn, € N/ |by, — b < €/2, Ym > ny

Entonces, ¥m > max(n,, ny), se cumplirdn ambas condiciones, por lo que
|, + by, — (@ +0)| = |(am — a) + (by, — b)] < |am —a| + |by, — b <e/2+¢/2=¢
Si {a,} es divergente y {b,} estd acotada, entonces {a, +b,} es divergente.
Si {a,} = +oo y {b,} — £o0, entonces {a,, + b,} — +oo.
Si{an} — £oo y {b,} — Foo, entonces {a,, — b,} — Fo0.

Si {an} = +oo y {b,} — £o0, entonces {a,, — b,} es un caso dudoso.

Producto

Si dos sucesiones tienen limite finito, el limite del producto es el producto de los limites.

{a,} = a, {b,} = b= {a,b,} = ab

D: Hemos de demostrar que Ve >0 3n € N / |a,,b,, — ab] < g, Vm > n. (%)
Al ser {a,} convergente, esté acotada: |a,| < K, Vn € N. Estudiamos dos opciones:
a.l) Sea b # 0. Se cumple |a,,b,, — ab| = |amby — amb + aymb — abl =

|(@mbm — amb) + (amb — ab)| < |am| |bm — b| + [b] |am — a| < K |b,, — 0] + |b] |am — al -

3 9
PYTH) 3 a m PYTAR Z a
‘v’2’b| >03n, / |am —al < 27 Ym >n

Por ser ambas convergentes,

£ €

2K
Entonces, Vm > max(ng,np), |ambm — abl < K=+ |b| R
X as ) mYm — = — — = £.
’ = ’ 2K 20 ~ 2 " 2

a.2) Sib=0, ‘v’% >03n/ |bn—0| < %, VYm > n vy, sustituyendo en (x), resulta

€

Vm > n, |amby, — ab] = |amby — 0] < lap||bm] < K |bn| < KK

=¢
Si{a,} — 0y {b,} esté acotada, entonces {a, b,} — 0.

Si{a,} = +ooy b, >k > 0Vng > 0, entonces {a, b,} — +o0.

Si {an} = +oo y {b,} — 0, entonces {a, b,} es un caso dudoso.
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4.3. Inverso

a) Si una sucesion tiene limite finito y no nulo, el limite del inverso es el inverso del limite.

1 1
{an}—>a7éO:>{—}—>—
an, a
1 1
D: Hemos de demostrar que Ve >0 3In e N/ |— — —| <&, Vm > n.
m o a
— G,y 1 1 .,
Operamos: |— — % = la = an| = ———|a — a,,|. En esta expresion:
m jamllal — laf |am|

1
1) Tl estd acotado. En efecto, si {a,} — a, entonces {|a,|} — |a| (visto en practicas).
am
1

2
Como ‘E‘ < |a| entonces Any / |apy,| > ‘E‘ — — < —, Vm >njy.
2 2 lam|  al

2) El término |a — a,,| puede hacerse tan pequefio como queramos, pues {a,} — a.

1
Luego Ve > 0 3ny / |a — am| < =clal®, ¥m > n,.

2
1 1 1 1 1 21
Entonces Vm > max(ny, ns), |— — —| = ——— |a — am| < ——=¢lal* =e.
am @l TalTam alJal 2

n an

1 1
b) Si {a,} es divergente, entonces {—} — 0. Y si {a,} — 0, entonces {—} es divergente.

4.4. Cociente

a) Si dos sucesiones tienen limite finito, el limite del cociente es el cociente de los limites si
el denominador no tiende a 0.

{an} = a, (b} > b#0=— {Z—”} = {%}

n

. a , 1 si3 ., .1 1
D: lim = = lima, — = lima, lim — =a- =
n—oo b, n—oo by, n—oo  n—oo b, b

a
b

b) Si{a,} v {b,} tienden ambas a 0 0 a +00, entonces {%} es un caso dudoso.

n

4.5. Logaritmo

Si {a,} tiene limite finito y positivo, el limite del logaritmo de {a,} es el logaritmo del
limite.

{a,} = a> 0= {log,a,} —logya|(b>0,b+#1)

4.6. Exponencial

Si{a,} = ayb>0, el limite de la exponencial de a,, es la exponencial del limite.

{an} = a,b>0= {b"} — b
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4.7. Potencial-exponencial

Si {a,} = a >0y {b,} — b, entonces el limite de {a’"} es a®.

{an} = a>0,{b,} > b= {alr} —a’

D: limab — lim ene” — Jim eboman 33 plimbanan 33 plimb, limlna, _ pblna _ ;b
n—oo n n—o0 n—oo

Nota. En la demostracién anterior, si a > 0 los términos de {a, } son mayores que cero a partir
de uno dado (propiedad 4 de los limites), por lo que serd también mayor que cero la expresién
a’ vy podemos calcular su logaritmo.

4.8. Tipos de indeterminacién

Los casos dudosos (apdos. 4.1, 4.2 y 4.4) y ciertos casos de limite nulo o infinito en la base
o el exponente (apdo. 4.7) dan lugar a los siguientes tipos de indeterminacién:

oo 0
00 —o00; 00-0; —; —: 0% oo% 1%
o 0

Nota. En el caso 1*° del cuadro anterior, 1 significa una sucesion de limite 1.

5. Criterios de convergencia

5.1. Criterio de Stolz

Sean las sucesiones {a,} y {b,}, tales que:

a) {b,} es estrictamente monétona.

b) {b,} — +o0 o bien lima, = lim b, = 0.

Se cumple
Ap — Qp— ’ Qn . . .
lim L — ] — lim = =1| (I finito o infinito)
n—o0 b, — b,_1 n—oo by,

Puede verse una demostracion en J. Burgos, p. 45.

Aplicacion. Calculo de limites indeterminados del tipo = 6

[en) an)
g3

5.2. Criterio de la media aritmética

Si la sucesion {z,} converge, la sucesién formada por la media aritmética de sus términos
tiene el mismo limite. Es decir:

lim 2, = { = lfm 2122+ F T

n—00 n—00 n

= 1| (! finito o infinito)

Demostracién. Definimos las sucesiones a, = x1 + 22 + - + 2, y b, = n (que cumple las
condiciones de Stolz). Entonces a, —a,-1 =2, y b, —b,_1 =1, por lo que
mx1+x2++xn Qp Si3 ap — Gp—1 T

i = lim — = lim = lim — = 1.
n—00 n n—o0 by, n—00 bn — bn—l n—oo 1
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5.3. Criterio de la media geométrica

Sea la sucesién {x,} /z, > 0 ¥n. Si converge, la sucesién formada por la media geométrica
de sus términos tiene el mismo limite. Es decir:

lmz, =1 = lim /x1x9---x, =1

n—0o0 n—oo

Demostracion. FEl criterio es valido para [ > 0 o [ = +00. Lo demostramos para [ > 0.

Inzy+---+Inxp Si3

m /Ty 2, = lm e Vo) — gy ewh@e) — g e e

n—oo n—oo n—oo n—oo
donde 1 |
, nzy+---+nz, siz ., Si3 ,
A= lim "= lim Inz, = ln(hmxn>:lnl
n—oo n n— oo n—oo
Entonces

im V129 x, = €M =1

n—oo

5.4. Regla de la raiz

Sea la sucesién {a,} /a, > 0 Vn. Se cumple

lfm -2 — | — 1fm Ya, =1

n—00 Uy 1 n—oo

s . . a2 Qanp,
Demostracion. Definimos una nueva sucesion x, = a1, 29 = —, ..., %, =
aq Ap—1

, G, , M.G. 4, ’ as ap ,
[ = lim = limz, = lm ¥r129- -2, = lim p/la;—--- = lim Va,
n—00 Uy —1 n—00 n—00 n—>00 ai Ap—1 n—00

Es decir, si existe el limite del cociente, existe el de la raiz y coinciden. Aunque puede no existir
el primero y si el segundo.

. Entonces:

6. Infinitos e infinitésimos

6.1. Definiciones

Sea la sucesién {a,}. Decimos que:

a) {a,} es un infinito si | lim a,, = *o0
n—o0

b) {a,} es un infinitésimo si | lim a, =0
n—o0

Si una sucesién tiene limite 0, se dice también que es una sucesién nula.

Ejemplo.
1. Son infinitos las sucesiones {a,}, de término general n?, \/n, —2", Inn.

11 =1 (="
2. Son infinitésimos las sucesiones de término general —, —, —, (=1
n?’ \/n’ 20" Inn

(n#1).
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6.2. Comparacion
Sean {a,} y {b,} infinitos (infinitésimos):

a) Si {%} es un infinito (infinitésimo), {a,} es de mayor orden que {b,}.

n

b) Si lim In e R, k#0, {a,} v {b,} son del mismo orden. Entonces

n—oo n

- Sea {a,} un infinito. Si
fm 2% =k £0,p>0

n—oo NP

decimos que {a,} es de orden py es su parte principal.

- Sea {a,} un infinitésimo. Si

1/ a’n
noe (1/n)7

—k#0,p>0

decimos que {a,} es de orden p y |k/n”|es su parte principal.

c) Si lim In _ 0, decimos que {a,} es despreciable frente a {b,}.
n—oo n

Ejemplos. A partir de las definiciones a), b) y ¢) anteriores, se observa lo siguiente (prescin-
dimos de las llaves que indican sucesién para simplificar):

a.1) El infinito n® es de mayor orden que n y de menor orden que n°.

1 1 1
a.2) El infinitésimo — es de mayor orden que — y de menor orden que —.
n n n

b.1) 3n? es un infinito del mismo orden que n?.

b.2) — es un infinitésimo del mismo orden que —.
n n

b.3) 3n? + n es un infinito de orden 2 y su parte principal es 3n?.

3
b.4) —+ — es un infinitésimo de orden 1 y su parte principal es —.
n o n n

c.1) 3n es despreciable frente a n?.

3
c¢.2) —; es despreciable frente a —.
n n

6.3. Relacion entre tipos de infinito

Se demuestra (J. Burgos, p. 50) que todo infinito logaritmico es despreciable frente a cual-
quiera potencial; todo potencial frente a cualquiera exponencial; y todo exponencial frente a
cualquiera potencial-exponencial. Lo representamos con el simbolo <:

(log,n)" < n’ < " < n™
p>1, a>0 b>0 c>1 a>0

Ejemplo. Se cumple: (Inn)'%% < /n; n'%% <27, 1000" < n™.
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7. Sucesiones equivalentes

7.1. Definicién

Dadas {a,} y {a/,} con igual limite, finito o infinito, se dice que son equivalentes si el limite
de su cociente es igual a 1:

a
/ ’ n

a, ~ a, <= lim —
n—oo @),

=1

Entonces dos sucesiones equivalentes tienen el mismo limite (por definicién). Y si dos sucesiones
tienen igual limite a, finito y no nulo, son equivalentes. En efecto

a a
lim —/n =-=1
TL‘)OO(],TL a
7.2. Propiedades
Sia,, ~ al,, se cumple
/ !/
. A, —a . A, —a
lim -+—2 = lfim ——2 =0
n—oo (@, n—00 a’n

Demostracién. Dividimos la diferencia entre a, (se obtiene el mismo resultado dividiendo

entre a,). ,

P an — Q , (079

Im ——2=Ilim——-1=0
n—00 a% n—oo @),

Entonces:

a) La diferencia entre dos infinitésimos equivalentes es otro, de orden superior a ambos.

b) La diferencia entre dos infinitos equivalentes es despreciable frente a ambos.

7.3. Equivalencia con las partes principales

a) Sea a, un infinito. Vimos en 6.2 que kn? es la parte principal de a, si se cumple

lim 2~k eR, k#0

n—o0 N

Entonces 1 1
a

= — _’VL = - = :> ~ p

n—oo knP k n—oo nP k 1 n ~ kn

luego un infinito es equivalente a su parte principal.

b) Sea a, un infinitésimo: k/n? serd su parte principal si se cumple

fm - —keR, k#0

woe (1/n)?

Entonces ] I
’ an _ ’ L — ~ P
A e

luego un infinitésimo es equivalente a su parte principal.

Ejemplo. Sean el infinito a, = 2n® + 3n y el infinitésimo b, = 2/n® + 3/n. Cada uno de ellos
serd equivalente a su parte principal, por lo que a, ~ 2n3, b, ~ 3/n.
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8. Sustitucién por sucesiones equivalentes

8.1. Producto y cociente

Sean a, ~ al,, b, ~ U,. Se verifica lo siguiente (en cada caso se indica el lugar que ocupa en
la tabla de equivalencias que se encuentra al final del apdo. 9).

a) Si Ilim al b, = |a,b, ~ a,bl,| (A.1)
n—o0

D: Veamos que ambos productos tienen igual limite y el limite del cociente de ambos es 1.

, I V2 Qp, bn ! 1/ 1z Qn, bn ! 1/ 11 /AN
a.l. T}Lrgoanbn = nlgg() [a% b anbn} = 7}13)10 Ka—%) (E) (@b = T}Lr&anbn.

pues los dos primeros paréntesis tienden a 1.

7 anbn 3 an 7 bn
a.2. lim = lim — lim — =1.
n—00 a;b’n n—o00 a;L n—00 b;1

Asi pues, los productos a,b,, y a,b, tienen el mismo limite o ambos carecen de él (por a.l).
Y, si existe el limite, ambos productos son equivalentes (por a.2).

/
b) Si Ilim % = |2 L In] (A2)

n=oo b, b, U

Asi pues, al sustituir, en productos o cocientes, alguno de los términos por una sucesion
equivalente, resulta una expresion equivalente a la primera.

Ejemplo.
4n? 4n? 4
1o AV A 4
n—oo 3n2 —n n—oo 3n2 3
1

En el primer caso buscamos el limite de un cociente indeterminado. En el segundo queremos
calcular el infinitésimo equivalente al producto (es inmediato que el limite es cero).

8.2. Logaritmo

Sea {a,} una sucesion de términos positivos a partir de uno dado, tal que su limite es
a>0, a#1 (apuede ser +00). Se cumple

an, ~ a, = loga, ~logal | (A.3)

Es decir, al sustituir el argumento de un logaritmo por una sucesién equivalente, resulta
una expresién equivalente a la primera, siempre que el argumento no tenga limite 1. Para
demostrarlo, veamos que:

a) loga, y logal tienen el mismo limite.
—1

lim loga, = lim log {a—,” a;] = lim llog (a_7> +log a;] = lim logal,.
Qa a n—00

,
1
n—00 n—oo n—oo
n n

Este tltimo limite existe siempre, pues loga!, tiende a loga, si a € RT; tiende a 400, si
a, — 00; y tiende a —oo si a, — 0.

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 51



b) El limite del cociente de loga, y logal, es 1, pues

—1
log a,, — log a,, = log (a—f): e, = loga, =loga, + ¢,
a

n

Entonces lim
n—oolog a% n—o00 ]og a;l n—o0o

1 n 1 . n n

080n _ 1y 0800 T En _ h'm(1+ n_ ):1.
log a,,

~——

—log a#0
Ejemplo.
1. In(n* +2n%) ~ Inn* = 4Inn.
1 1 1 1

En ambos casos hemos obtenido un infinito equivalente al inicial, de expresién mas sencilla.

8.3. Potencial-exponencial

/
n

Dados a, ~ a/,, b, ~ b, en general no se cumple a’" ~ a,

Ejemplo. El infinito n + 1 + 1/n es equivalente a n. Pero entitn 4 €™ pues el cociente de
ambas expresiones tiene limite € # 1.

Estas indeterminaciones se resuelven generalmente haciendo

bn lnab"_ bnlna
ann_e n_en mn

siempre que a,, > 0,Vn € N.

8.4. Suma o diferencia

Dados a,, ~ al,, b, ~ U, en general no se cumple a, +0b, ~a, £b),.

Ejemplo 1. Los infinitos de segundo orden n?+n+1y n? —n+ 1 son equivalentes entre sf y
a su parte principal n?. Pero, al restarlos, no podemos sustituirlos por n?

n*+n+1—m*-n+1)L1n*—n?) =0,
pues la diferencia seria 0. En realidad, al restar se obtiene el infinito de primer orden 2n.

1 1 1 1

Ejemplo 2. Los infinitésimos de primer orden — + — y — — — son equivalentes entre s{ y a
no o n n

su parte principal 1/n. Pero, al restarlos, no podemos sustituirlos por 1/n.

1 1 1 1 1 1
L (Ly,1,
n n n

n n n

sino que su diferencia es el infinitésimo de segundo orden 2/n?.

En ambos casos se trata de dos infinitos (infinitésimos) equivalentes, por lo que poseen la misma
parte principal. Al restarlos se simplifican dichas partes principales y pasan a tener importancia
infinitos de menor orden (infinitésimos de mayor orden), que no son tenidos en cuenta si se
realiza la sustitucién, por lo que ésta no es vilida.
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En F. Granero, p. 153, se enuncia una regla practica para funciones, valida también para
sucesiones. Permite aplicar las equivalencias de infinitésimos e infinitos a sumas y diferencias, en
los casos en que no desaparecen sus partes principales:

Sea un limite en que aparece un factor o divisor formado por sumas y/o diferencias de infinitos.
Sea m el mayor de sus ordenes. Si al sustituir los infinitos por sus partes principales resulta un
infinito de orden m, la sustitucion es correcta y el limite no varia.

Para infinitésimos se enuncia igual, cambiando mayor de sus érdenes por menor de sus ordenes.

En resumen, en el caso de sumas y diferencias de infinitos o infinitésimos, podemos usar equiva-
lencias si no desaparecen las partes principales.

Ejemplo 3.

a) Sean a, = n> —n?, b, =n®+n?> = a,,b, ~nd.

an + b, oo nd4nd

1 = l1im 3 3

Antes y después de sustituir por sus partes principales, los infinitos son de orden 3.

2 1 3 1
_7bn:___2:>an7bnw_
n n n

1
b) Sean a, = — +
n
, , 1 1
lim 4n(a, + b,) = lim 4n (— + —) =4
n—00 n—00 n n

Antes y después de sustituir por sus partes principales, los infinitésimos son de orden 1.

9. Calculo de limites

9.1. A partir del namero ¢

a. Definicién

1 n
El nimero € se define como lim (1 + —) . Pero, si {a,} es una sucesién divergente
n—0o00 n

cualquiera, se cumple

1\
lfim (1 + —) =€ (%)
n—oo an

D: Lo demostramos en el caso de que {«a,} sea mondtona creciente de términos positivos.

Sea aj, la parte entera de «,, a, = E(«,). Entonces

1 1
ap <o, <, +1—>—>—>
an o, a, +1

1 an+1 1 Qn 1 an
<1+—> >(1+—> >(1+ ) .
ay, Qo a, +1
1\™ 1 1\ 1\ 1
1+—) (1+=)>(1+4—) >(1+ (14
a, ap a, ap, + 1 a, +1

J
~" -~ -~

(1) (2) ®3) (4)

1 n
Los factores (1) y (3) corresponden a subsucesiones de <1 + —) , por lo que tienen limite €.
n

Los factores (2) y (4) tienen limite 1. Entonces la sucesién tiende a € (prop. 6 de los limites).
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b. Generalizacién
La expresion (x) se demuestra también (J. Burgos, p. 40) cuando {ay,}:
1. Es mondétona decreciente de términos negativos.
2. Tiene un numero finito de términos negativos y el resto positivos.
3. Tiene un ntmero finito de términos positivos y el resto negativos.

4. Tiene infinitos términos positivos e infinitos negativos.

c. Aplicacién

A partir de esta expresion del numero €, podemos resolver distintos limites:

) L™ I 1\ i3, 1\ 1\“
1. lim (1 + — = lim |1+ — 14+ — = lim (1 + — Iim(l1+— ) =€
n—00 Qo n—o0 Qp, Qo n— o0 O, n—00 O,

) 1 Qan ) 1 an+a—a )
2. lim 1+ = lim (1+ = lim

N—300 o, +a n—00 Qn +a n—oo

1 an—+a
(1 + ) :
a, +a
1 a : 1 an—+a 1 a
<1+ >]S:3h'm <1+ ) : lim (1+ > —e
«, +a n—00 a, +a n—00 o, +a

1 ana 1 ana ; 1 anpa
3. lim <1 + —) = lim (1 + —) ] SL3 {h’m (1 + —) ] — eo
[67% n—oo (67%

n—00 Qo

a Qn
4, lim (14 — = lim
n—o00 (079 n—o00

d. Equivalencias

A partir del nimero € se justifican distintas equivalencias, como veremos a continuacioén (en
cada una se indica el lugar que ocupa en la tabla de equivalencias). En primer lugar demostramos

la relacion entre logaritmos neperianos y logaritmos en base a.

1
1. Cambio de base: [log, x = ln_x (a>0, a#1).
na
1 1 Inz
D: Vz > 0, x:aogax:>lnx:1n(a°gax) zlogaxlna:>logax:1—
na

2. [In(1+6,) ~6,] (B.1)

D: Calculamos el limite del cociente de ambas expresiones. Al ser {1/6,} divergente,

1
In(1+6 1 1 1 o g
g ROAAO) e <1+ > — lim In (1+ ) 53

n—00 0, n—oof,, 1/‘9n n—o00 1/971
1 On
lnnlirglo <1+—1/9n> =he=1
In(1+46, 0,
En caso de que el logaritmo no sea neperiano, log,(1 + 6,,) = n{l + ) ~

Ina Ina
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3. lnunwun—l‘ (B.2)

D:u,-1=0,—=u,=1+6, = Inu,=In(1+6,) ~0, =u, —1

. . Inu, u,—1
En caso de que el logaritmo no sea neperiano, log, u, = i ~
na na

4. € —1~8,| (B.3)

D: € —-1-50=€"-1=6,~In(1+6,)=In(1+ € —1) =In e’ =4,

En caso de que la base no sea €, a’» —1 = €»"¢ _1 ~§,Ina

Ejemplos.
1 1
1. Sia= €% logamzﬂ:—lnx
Ina 2
2. In(1+ = !
. In — | ~—=
NZD NLD
n—+3 n+3 n+3—n+2 5 5
n—2 n—2 n—2 n—2 n
1 1 , 1 ) 1
4. 2" -1~ —-In2= limn (2" —1)= limn—In2=1n2

n n—0o0 n—oo M

9.2. Expresiones polinémicas
a. Cociente

Un polinomio en n es un infinito equivalente a su término de mayor grado, pues:

. agH+ -+ apn® 3 1 /a a
Jim — - oo hm—(—z—l— k11+---+ak>:1:> Pu(n) ~ aznf
n—00 apn n—00 Qg \7N nk—
b . (7 k=1
1
Entonces lim k() = lim AL 0 < |

n—soo@Qy(n)  n—oo bynl
oo - signo(ag/b;) k >1

b. Logaritmo

Si ai > 0, el neperiano de Py(n) es equivalente al infinito klnn, pues

In(ag + - - + agn®) ~ In(agn®) = nag + kInn ~ klnn = |In Py(n) ~ klnn

c. Raiz n-ésima

La raiz n—ésima de Py(n) tiene limite 1, pues, por la regla de la raiz,

ltm 2 — | — m a =1

n—00 (A, n—o0

Entonces, considerando la sucesién de término general Py(n):

1) 1\*
:h’mm: lim (n—i— ) =1=| lim {/P(n) =

n n— 00

hm e ——
n—00 Pk(n) n—oo  apnk n—00
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d. Diferencia de raices de polinomios

En ocasiones, la sustitucion de cada uno de ellos por su término de mayor grado no da
resultado. En ese caso podemos sacar factor comun la raiz del término de mayor grado y utilizar
la equivalencia:

Y1+60,—1n~ On (D.1)
p

1 0,
D: {/1+6,—1~In(1+6,)=In(14+¢1+6,—1) =In(1+6,)"/? ==-In(1+6,) ~ =
— g g

Ejercicios. Justifica los resultados siguientes:
n®—3n? 1

D lim —4mM = —
& nggo2n3—|—4n 2

b. In(2n* —n+1) ~3Inn

c. llm vVinn=1

n—oo

e. lim (\/n2+a— Vn?2+b) =0.
n—oo

9.3. Sucesiones recurrentes

Son aquellas en las que cada término se deduce de los anteriores:

Ant+1 = f(any Ap—1, - - )

Un ejemplo clésico es la sucesién de Fibonacci, en que cada término se obtiene sumando los dos
anteriores, siendo los dos primeros 0 y 1:

Ty =Tp1+Tpo, =0 20=1={x,}=0,1,1,2,3,5,8,13...

Para calcular el limite de una sucesién recurrente, suele procederse en dos fases. Primero se
demuestra que existe (por ejemplo, por tratarse de una sucesiéon monétona y acotada). Luego se
obtiene el limite a partir de la relacion de recurrencia.

Ejercicio. Demuestra que es convergente y calcula el limite de la sucesién definida por:
2x, — 1

7 r1=1(Sol: | = —1)

Tn+1 =

9.4. Equivalencias de Stirling y trigonométricas

a. Formula de Stirling

nl ~n"€"V2mn| (E.1)

Ejercicio. A partir de la férmula de Stirling, se propone justificar el lugar que ocupa el infinito
factorial en la siguiente tabla de infinitos (ver apdo. 6.3).

(logpn)a <nt << n®™ <nl<n™

p>1, a>0 b>0  >1  0<d<l F>1
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b. Equivalencias trigonométricas

1. La tangente, el seno y el angulo en radianes son infinitésimos equivalentes.

tanf,, ~ sen6,, ~ Hn‘ (F.1)

1
2. A partir de la anterior: |1 — cos#,, ~ 5(93 (F.2)

0., 0,\° 1
D:1—cos€n:2sen2§~2(?> 2593

Ejemplo. Resolvemos el siguiente limite usando equivalencias trigonométricas:
2 2 2 2 2 (2/n)?
lim n? (tan— —sen—) = lim n3tan = (1 —COS—) = h’mn?’——( /1) — 4
oo n n n—o0 n n n—oo N 2

9.5. Cambio del tipo de indeterminacion
Las indeterminaciones del tipo 1°°, 0° e oo” suelen resolverse usando la relacién

CLb — eblna

siempre que a > 0. En la del tipo co — 0o se saca factor comun uno de los dos infinitos.

Simbolizando por #,, una sucesién nula, por «,, una divergente a 400 y por u, una de limite 1,
obtenemos los siguientes casos (en los tres primeros la indeterminacién ha pasado al exponente).

a) Cambio de la indeterminacién tipo 1% en oo - 0: |uo™ = €*»™un | (G.1)

b) Cambio de la indeterminacién tipo 0° en 0 - (—o0): |0% = €% 0| (G.2)

c) Cambio de la indeterminacién tipo oo® en 0 - co: |af» = efmen | (G.3)

/
d) Indeterminacién tipo oo — 00: |, — al, = ay, ( — %) =al (% — 1) (G.4)

Ejemplos
1\" 1 1
1. L = lim (cos —) — lfm e”*meosy B2 oA\ — fimn2lncos — = lim n? (cos— — 1) =
n— oo n n—oo n—oo n n—oo n
1 1 1 1
—lmn?(1—-cos— | =—lmn’~—=—~=L=€1"2=
n—00 n n—oco  2n? 2 \/E
1\~ , 1intan L Sid oy
2. L=1im (tan— ) = lim €»™"™" e
n—oo n n—o00
111 .
A=lim —In—=1lm —(—lnn)=0=L=¢€" =1
n—oo N n n—oo 1

on 5
b Jim 002 = Jin (1 5ot ) = Jim (1 g ) =
——

—0
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TABLA DE EQUIVALENCIAS (SUCESIONES)

{an} = +o0;

A. EQUIVALENCIAS GENERALES

1. aub,
a
2. =
by
3. log,(an)

B. A PARTIR DEL NUMERO €

1. In(1+6,)
2. Inwu,
3. efn—1

Nota: Para logaritmos en base p, se utiliza la relacion log, z =

C. EXPRESIONES POLINOMICAS

1. ay+aran +...+a,ad

2. In(ag+ ara, + ... +ayal)

D. RAICES
1. ¢1+0,—1

E. STIRLING

1. nl

F. TRIGONOMETRICAS
1. 0,
2. 1—cosb,

{6.} = 0;

~Y

~

~Y

~Y

~

~J

G. CAMBIO DEL TIPO DE INDETERMINACION

1. upr
0/

2 enn

3 afnr

{u,} — 1; Ay ~ A by, ~ b,
a b, (Si 3 lim a;b;)
n—oo
/ /
Z—," (Si 3 lim Z—")
n—oo
, . ,
log,(ay,) (Sl Elnh_glo a, # 1>
O
Uy — 1
Orn
Inx
Inp
apos,
plnay,
O
p
n"e "V2mn
sin 6, ~  tané,
Lo
2 n
ean In un [100 — 6000]
60;‘ In6, [OO — o (—oo):|
66" In oy [OOO N 60 oo]
/
an(l—%) [oo—oo—>oo<1—§>]
ay, 00
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10. Ejercicios de autoevaluacién

10.1. Test verdadero/falso
Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.
1. Toda sucesion convergente estd acotada y viceversa.

2. Toda sucesion de Cauchy es convergente en R.
. 1 1

3. Si{a,} 2a€eR = {—}—>—.
ap a

4. Si{a,} »a€R, {b,} 2beR= {azn} b

N T el a7 ,
5.5 lm ————— =2 — limz,, — .
n—oo n n— o0

; , Ap+1 .y 1L .
6. lim /a, = lim , si éste ultimo existe.
n—oo n—00 (A,

7. La diferencia de dos infinitos equivalentes puede ser un infinito, pero es despreciable frente
a ambos.

8. Sean a,,a, > 0,Yn € N / a, ~ a,. Entonces se cumple lim Ina, = lim Ina/,.
n—oo n—oo

9. Sea una suma o diferencia de infinitésimos y m el mayor de sus érdenes. Si al sustituir
los infinitésimos por sus partes principales resulta un infinitésimo de orden m, el limite no

varia.
Van
10. lim 1+ L =€

1 1
11. nln (1 + —2> ~ —.
n n

12. In (3n? 4+ 4n? + 4) ~ 41nn.

|
13. lim = = 0.

n—oon ™
1
14. La expresién nin vale €, Vn > 1.

15. lim (n2 Inn — nln? n) = +00.
n—oo

10.2. Cuestiones

Cuestién 1. Razona la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion:

“Sean las sucesiones {a,} y {b.}, tales que {a,} — a € Ry {b,} no tiene limite, finito ni
infinito. Si la sucesién producto {a,b,} tiene limite ¢ € R, entonces el limite a = 0.”

Cuestién 2. Pon un ejemplo de sucesién divergente obtenida como suma de:

a) Una divergente y una convergente. b) Una divergente y una oscilante. c¢) Dos divergentes.
d) Dos oscilantes. e) Dos convergentes.

Cuestién 3. Sea {a,} + {b,} = {a, +b,}. (Es suficiente que una de las dos sea divergente
para que la suma lo sea? ;Es necesario?
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Cuestién 4. Razona qué podemos afirmar de la suma de {a,} y {b,} si ambas son:

a) Convergentes. b) Acotadas. ¢) Oscilantes. d) Divergentes.

10.3. Solucién del test verdadero/falso

1. F. Toda sucesién convergente esté acotada (prop. 8 de los limites), pero no viceversa. Ej:

1. 1.1
L= 1,=,...
6

CIRIE } estd acotada pero no converge.

la sucesion {1,

2. V. Es una de las maneras de expresar la completitud de R. No se cumple en Q.
3. F. Se cumple sélo si a # 0.

4. F. La potencia de base a y exponente b se define en general para a > 0. Si a > 0, la
implicacion es cierta.

5. F. Contraejemplo: la sucesién {a, —a,a, —a,...}. Sise cumple de derecha a izquierda.
6. V. Es una consecuencia del criterio de Stolz.

7. V. Se demuestra en el apdo. 7 del tema (Sucesiones equivalentes).

8. V. Al ser a,, ~ a},, ambas tienen el mismo limite a. Distinguimos dos casos:

a) Sia#1,Ina, ~1Inal, porlo que tienen igual limite (ver apdo. 8.2).

b) Sia =1, tanto Ina, como Ina), tienden a In1 = 0.

9. F. ...y mel menor de sus 6rdenes. .. (regla practica para sumas y diferencias de infinitési-
mos).

10. V. Haciendo v4n = 2y/n, resulta uno de los casos estudiados a partir del nimero €.

1 1 1
11. V.nln (1 + —2> ~n— = — (ver tabla de equivalencias).
n n? n

12. V.In(3n* + 4n* + 4) ~In(3n*) =In3+Inn* ~ 4Inn (ver tabla de equivalencias).

13. V. Usando la férmula de Stirling y la comparacién de infinitésimos potencial y exponencial

queda:
onl on"e "/ 2mn \V2mn
lIm —=lim —— = lim =0
n—oonm n—00 nmn n—oo E"

1

14. V. nmn = € () _ 6(ﬁln") = €' =€, Vn>1 (ver apdo. 9.5).

1
15. V. lim (n?Inn — nln®n)= lim n? 1nn<1 — M) =400 (ver apdo. 9.5).

n—00 n—00 n

10.4. Solucién de las cuestiones

Cuestién 1. “Sean las sucesiones {an} y {b,}, tales que {a,} — a € R y {b,} no tiene limite,

finito ni infinito. Si la sucesion producto {a,b,} tiene limite ¢ € R, entonces el limite a = 0.”
Puesto que {b,} no tiene limite, tiene que ser divergente u oscilante. En el primer caso sus

términos se hacen tan grandes como queramos en valor absoluto, a partir de uno dado. En el

segundo, ni se cumple lo anterior ni tiene limite finito.

Entonces, para que el producto a,b, tenga limite parece intuirse la necesidad de que {a,} — 0.

Lo demostramos por reduccién al absurdo.
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Supongamos que a # 0. Entonces los términos de {a,} serdn distintos de 0 a partir de un cierto
indice y se cumplira:

ab lim a,b,

’ s nvn —

lim b, = lim === =—-€eR

n—00 n—00 (A, lim (079 a
n—oo

Pero este resultado contradice la hipdtesis de que la sucesién {b,} no tiene limite. Asi pues, si
{anb,} tiene limite ¢ € R, el limite a = 0.

Cuestion 2. Pon un ejemplo de sucesion divergente obtenida como suma de:
. 1 1
a) Una divergente y una convergente: n+—r={n}t+4-
n n

b) Una divergente y una oscilante:  {n+ (—=1)"} = {n} + {(-1)"}
¢) Dos divergentes: {2n} = {n} + {n}
d) Dos oscilantes: {1,2,3,4,5,6,...}=1{1,0,3,0,5,0,...} +{0,2,0,4,0,6,...}

e) Dos convergentes:  No existe. La suma de dos convergentes converge a la suma de los
limites (apdo. 4. Operaciones con limites).

Cuestién 3. Sea {a,} + {b.} = {a, + b.}. ¢Fs suficiente que una de las dos sea divergente
para que la suma lo sea? ;Es necesario?

- No es suficiente: P. ej. {1,2,3,4,...} +{0,-2,0,—4,...} ={1,0,3,0,... }, oscilante.

- No es necesario: en la cuestion 2, caso d) se obtiene una divergente sumando dos oscilantes.

Cuestion 4. Razona qué podemos afirmar de la suma de {a,} y {b,} si ambas son:
a) Convergentes: la suma es convergente (ver cuestion 2, caso e)).

b) Acotadas: la suma es acotada pues, al ser ambas acotadas,
ki, ke > 0/ la,| < k1, |bn] < ko ¥n. Entonces, |a, + b,| < |an| + |bn| < k1 + ko Vn.

Como consecuencia, la suma no puede ser divergente.
c) Oscilantes: no podemos asegurar nada.
Ej. 1. {0,1,0,1,...}+{0,—-1,0,—1,...} ={0,0,0,0,...}, convergente.
Ej. 2: {1,0,3,0,...} +{0,2,0,4,...} ={1,2,3,4,...}, divergente.
Ej. 3: {0,1,0,1,...} +{0,1,0,1,...}=4{0,2,0,2,...}, oscilante.
d) Divergentes: no podemos asegurar nada.
Ej. 4: {1,2,3,4,...}+{-1,-2,-3,—-4,...} ={0,0,0,0,... }, convergente.
Ej. 5: {1,2,3,4,...} +{1,2,3,4,...} ={2,4,6,8,... }, divergente.
Ej. 6: {1,3,—4,...} ={2,0,6,0,...}, oscilante.
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Tema IV. Funciones en R i
A. Nociones generales

1. Concepto de funcién

Definicién. Sean los conjuntos A, By D C A. Llamamos funcién f, de D en B, a toda
correspondencia que asocia, a cada x € D, un unico elemento f(x) € B.

f:D—B; v—y=f(x)

A x se le llama variable independiente; y es la variable dependiente.
Si A= B =R, se trata de una funcién real de variable real. Ejemplo, la funcién y = /1 — 22

Dominio. Es el conjunto D de valores de la variable independiente para los que existe la
funcién. Se llama también campo de existencia. En el ejemplo, el radicando he de ser mayor o
igual que 0, por lo que

l-2*>0=2"<1= 7| <1

luego el dominio D es el intervalo [—1, 1].

Recorrido. Es el conjunto de las imégenes de los elementos de D. Se le llama también conjunto
imagen.

f(D)={f(z) e B/z e D}

En el ejemplo, f(D) = [0, 1]

Grafica. La gréafica de una funcién es el conjunto de puntos

Gy = {(x,f(x)) GRZ/.TG D}

En el ejemplo, la grafica de la funcién es la semicircunferencia de ecuacién 22 +y* =1, y > 0.

2. Operaciones con funciones

Funciones definidas en D. El conjunto de todas las funciones reales de variable real, definidas
en un cierto conjunto D C R, se denota F(D,R). Habitualmente D es un intervalo.

Operaciones entre funciones. Entre los elementos de F(D,R) (funciones definidas en D),
se definen las operaciones suma, producto y producto por un nimero real, como

(f +9)(@) = f(x) +g(=)], |(f-9)(x)=[f(x)-g(@)], |((A-[)x)=A-fz)], VeeD

Relacién de orden. Entre funciones se define la relacion de orden siguiente

f<g<= f(zr)<g(z),VreD

Funcidén acotada. Se dice que f estd acotada en S C D si el conjunto f(.5) estd acotado. En
ese caso, se llaman supremo, infimo, maximo o minimo de f a los correspondientes elementos
del conjunto f(S).

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 63



Composicién de funciones. Sean las funciones f : A — By g: E — F, tales que f(A) C E.
Definimos la funcién compuesta g o f como

gof:A=F/|(gof)(z)=g(f(x))} Ve e A

La composicién de funciones tiene la propiedad asociativa, pero no la conmutativa.

3. Tipos de funciones

Funcién par y funcién impar. Decimos que una funcién f, definida en D, es:

- Impar, si y sélo si: | f(—z) = —f(z)|, Vo € D. Ejemplo: senz, x*, tanh z.

- Par, siy sélo si: | f(—x) = f(z)|, Vo € D. Ejemplo: cosz, z2, cosh z.

Se propone como ejercicio demostrar que la funcién par e impar a la vez es la funcién nula.

Funciones peridédicas. Se dice que f es periddica de periodo T si y sélo si

3T eR/|f(z)=f(x+T)|,Vz € D

Ejemplo: las funciones seno, coseno y tangente. Suelen estudiarse en el intervalo [0, T].

Funciones mondtonas. Existen dos casos:

- Mondétona creciente: |x; < 1o = f(21) < f(x2)|, 71,79 € D. Ejemplo: y = \/x.

- Monétona decreciente: |x; < 9 = f(z1) > f(x2)|, x1,22 € D. Ejemplo: 1/x (x > 0).

Si f(x1) nunca es igual a f(z3), se trata de monotonia estricta.

Funciones elementales principales. Son la potencia, la exponencial, el logaritmo, el seno,
el coseno y la tangente.

r*,a€R; b, beR"; log.x,c€ R, c#1; senw; cosy; tanx

La suma, el producto, el cociente y la composiciéon de funciones elementales principales (en
nimero finito) da lugar a las funciones elementales.
Algunas funciones particulares.

1. Funcién parte entera. Nos da el valor del mayor entero menor o igual que x € R. La

representaremos por E(z) (también se usa |z]): E(zx) =p€Z /p<z <p+1.

2. Funcion parte decimal. La definimos, sélo para x > 0, a partir de la funciéon parte entera.
La representaremos por {z}: {z} = x — E(x).

‘ , +#0
3. Funcién signo: sgn(z) = |z]
0, z=0
1 S
4. Funcién de Dirichlet: f(x) =< reQ
0, z¢£Q
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B. Limites de funciones

1. Limite funcional

Definicién. Sea f € F(D,R). Sea un punto a, tal que f estd definida en un entorno reducido
de a, U}. Decimos que f tiene limite ¢ en a si se cumple:

lim f(z) = <=Ve>036>0/0< |z —a|<d=|f(z)—p| <¢

Tr—a

Si z esta suficientemente cerca de a, su imagen f(z) estard tan proxima a ¢ como queramos.

Obsérvese que no nos interesa el valor de f(a) (que ni siquiera tiene por qué existir), sino el
comportamiento de f(z) cuando x — a.

?+1, #0

Ejemplo. Sea f(z) = {2 0
) :I: =

El limite [ de f(z), cuando = — 0, vale 1 (I # f(0)).

Nota. Sia un entorno U, de a le quitamos el punto a, obtenemos un entorno reducido U;.

Por ejemplo, si U, es el intervalo (a — d0,a + §), U} serd (a — d,a) U (a,a + §).

2. Limites laterales

Definicién. Si, al calcular el limite, nos acercamos a x = a sélo por la derecha o sélo por
la izquierda, denominamos limite lateral al limite obtenido. Para ello f debe estar definida
al menos en un semientorno reducido de a: (a — d,a) (para el limite por la izquierda) o bien
(a,a+ 0) (para el limite por la derecha).

Expresamos la existencia de limites de f en a por la izquierda y por la derecha respectivamente
como

fm f(z) =9~ | ; |lim f(z) ="

T—a~ z—a™t

Ejemplo. Sea sgn(z) la funcién signo. Se cumple:

lim sgn(z) = —1; lim sgn(z) =1
z—0~ z—07t

Relacion entre los limites laterales y el funcional. Si f existe en un entorno de a, podemos
acercarnos al punto por ambos lados. En ese caso se cumple el siguiente teorema:

“Es condicion necesaria y suficiente para que f tenga limite en a que existan los limites laterales
en a y coincidan’.

lim f(z) = ¢ <= lim f(z)= lim_f(z) =

T—a x—at

Ejercicio. Calcula los limites laterales de las funciones siguientes en los puntos que se indican:

a) Funcién parte entera de x, en los puntos z, € Z.

x, x>0

b) f(z) = { , en el origen.

r—1, <0
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3. Extension del concepto de limite

Hemos definido limite finito en un punto. Si ahora observamos la funcién f(z) = 1/2? (figura
1, izquierda), vemos que f(z) — oo cuando x — 0y f(x) — 0 cuando x — oco. Esto nos lleva a
ampliar el concepto de limite, definiendo limite infinito y limite en el infinito.

a) Limite infinito en un punto: si = esta suficientemente cerca de a, f(z) se hace tan grande
COMO queramos.

lfm f(z) =00 <= VA >0,36§>0/0< |z —a|<d= f(z) > A

T—a

b) Limite finito en el infinito. Si x crece suficientemente, f(z) llega a estar de ¢ tan cerca
COmMO ueramos.

lim f(z) =¢<=Ve>0,3B>0/2>B=|f(z) —¢|<e

T—00

c) Limite infinito en el infinito. Si z crece suficientemente, f(z) se hace tan grande como
queramos.

lim f(z) =00 <= VA>0,3B>0/z>B= f(z) > A

T—00

En la figura de la izquierda (f(z) = 1/2%) se muestran ejemplos de los casos a) (donde a = 0) y
b) (donde ¢ = 0).

En la figura de la derecha (f(x) = z?), se muestra un ejemplo del caso c).

48 -+16

4 = : k] o ! , ; 4 4 3 2 E) . 1 2 3 4

T T T T T T T T

Figura 1: Casos a) a =0; b) p=0; c¢)a= ¢ = +o0.

Hemos definido los casos correspondientes a +00. Las definiciones para —oo son muy similares
y se propone obtenerlas como ejercicio.

Ejercicio. Se propone estudiar los limites en +oo y en 07 de las dos siguientes funciones y
dibujarlas aproximadamente:

a) f(z) =€/

1, reQ
s

b) f(z) =
_57 JZ%Q
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4. Limite por sucesiones. Relacion con el limite funcional

Sea f(z) definida en un entorno reducido U}, a € R. Se cumple el siguiente teorema:

“Es condicion necesaria y suficiente para que la funcion f tenga limite ¢ en a que, para toda
sucesion {x,} de limite a, su transformada {f(x,)} tenga limite p”.

lim f(z) = ¢ <= V{z,}/ limz, =a, lm f(z,) =
r—a n—oo n—oo

Es decir, si f(x) — ¢ (cuando x — a), toda sucesién que tiende a a se transforma por f en otra
que tiende a .

Y si existe alguna sucesion {x,} de limite a, cuya transformada no tenga limite ¢, la funcién no
tendra limite ¢ en z = a.

Aplicaciéon. Este teorema es de gran utilidad para justificar las operaciones con limites de
funciones a partir de las correspondientes con limites de sucesiones (apdo. B.6). También sirve
para demostrar que una determinada funcién no tiene limite en un punto a. Para ello hemos de
encontrar una sucesion de limite a, cuya sucesién transformada no tenga limite, como veremos
en el ejemplo siguiente.

T
Ejemplo. Estudiamos si la funcién f(z) = cos — tiene limite en el origen.
x

™ - - .
Cuando x — 0, — — +o00. Entonces, para variaciones muy pequenas de x el angulo toma todos
x

los valores de los sucesivos intervalos [27(n—1),27n], n € N, con lo que los valores de la funcién
recorren una y otra vez el intervalo [—1, 1] y parece claro que no existe limite.

Podemos demostrarlo tomando la sucesién z,, = 1/n, de limite 0. Su transformada por la funcién

f seréd
{cos ;T—n} = {cos 1/%} = {cosnr}

que, cuando n € N, toma los valores {—1,1,—1,1,...}, luego no tiene limite.

Al existir una sucesién de limite 0 cuya transformada no tiene limite, queda demostrado que
f(z) no tiene limite en = 0.

. . . ™ -
En la siguiente figura se observa el comportamiento de la funcién cos — en las proximidades del
x

M

Figura 2: f(z) = cos Ul a) Entre t = =10 y = 10; b) Entre z = —0.5y 2 = 0.5.
x

origen.

——
—

o

. . . . . m . - .
Ejercicio. Estudia si la funcién sen — tiene limite en el origen.
x
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5. Propiedades de los limites
1) El limite, si existe, es unico.
D: Por reduccién al absurdo. Supongamos que existan dos, @1 vy @s.

Tomamos € > 0 / 2e < |1 — 2| (€ es menor que la semidistancia entre ambos). Al ser ¢,
y @9 limites,

30, >0/0<|z—a| <dh = |f(z) —¢1| <e
5 >0/0< |z —a| <d = |f(x) —po| <€

Sea 0 = min(dy, d2). Entonces, si 0 < |z —a| < 4,
o1 = @2l = lpr = f(2) + f(2) — ol <1 = f@)| + | f(2) — pof < 2¢
Es decir, 2e > |¢1 — 2, contra la hipétesis.
2) Si f tiene limite finito en a, la funcién estd acotada en un entorno reducido de a, V.*.
D: Por ser ¢ el limite,

Ve>030>0/0<|z—a|<d=|f(x)—p|<e

Entonces

—e<flx)—p<e=|p—ec< f(z)<p+e|paraz eV’

Nota. V' estd formado por los puntos que satisfacen la condicién 0 < |x — a| < 4, es decir

Vi=(a—4d,a)U (a,a+90).

3) Si f tiene en a limite p, finito y no nulo, existe un entorno reducido de a en el que [ tiene
el signo del limate.

D: A partir de la propiedad 2,
- Sitomamoss<g0=>0<gp—g<f(x) _ f(x) > 0| para x € U?.

_Sitomamog€<_¢:>f($)<90+€<0:> f(x) < 0| para z € V*.

4) Si f(x) < g(z) < h(z) en un entorno reducido de a y las funciones f y h tienen limite ¢
en a, entonces la funcion g tiene limite ¢ en a.

f(@) < g(a) < h(x) en V' y lim f(x) = lim h(x) = o = lim g(z) = o

Tr—a T—a
D: Por ser ¢ limite de f y h,
Ve > 0 30, >0/0<|z—a|l<dh=p—c< flx)<p+e
0o >0/0<|z—al|<h=¢p—c<h(z)<p+e

Ademids f(x) < g(x) < h(x) para 0 < |x —a| < ¢. Entonces, si §* = min(d, 01, d2), se
cumple

Ve>03">0/0<|z—a|<d = |p—e< f(zx)<g(z)<hlz)<p+e

por lo que también g tiene limite ¢ en a.
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6. Operaciones con limites

Las operaciones entre limites de funciones son andlogas a las operaciones entre limites de
sucesiones. Las demostraciones para funciones pueden hacerse a partir de las operaciones corres-
pondientes para sucesiones y de la relacion entre el limite funcional y el limite por sucesiones
(apdo. B.4). Como ejemplo se demuestra la primera de ellas.

Sean f y g dos funciones definidas al menos en un entorno reducido V* de a € R, (a puede ser

+00). En los 6 primeros apartados los limites son finitos. En el apartado B.7 se estudian las
operaciones con limites infinitos, que en ocasiones dan lugar a casos dudosos.

L lim f(z) = ¢, lim g(z) =y = |lm (Af(2) + pg(2)) = Ap +py, VA, p e R

2. Iim f(2) = ¢, lim g(z) = v = |lim f(z)g(z) = ¢y

r—ra r—ra

3 lim f(x) = ¢ £ 0 —> |Tim —— —
. 11m xr) =g m— = —
z—a z—a f(x) %

4. lim f(x) = p = igﬂ(l’f(x)‘ = [¢|

T—a

5. lim f(z) =¢ >0, p>0 (p#1) =|limlog,(f(x)) = log, ¢

T—ra r—ra

6. im () = > 0. lim g(x) = 7 = lim (F(z))" = "
T—a

r—a T—a

7. lim f(z) = lim g(z) = 00 =

T—a r—a

a) |lim f(x) + g(x) = £oo

r—ra

b) |lim f(z) g(z) = +0

r—a

¢) |limaf(x) = oo, Ya >0

r—ra
1
d) |[llm ——=0
) z—a f(x)

e) |lm f(z) —g(z) =7

£) [l f(@)/(e) =7

Tipos de indeterminacién. El apartado 7 (casos d, e y f) y la operacién f9 (en ciertos casos
de limite nulo o infinito) dan lugar a los siguientes tipos de indeterminacion:

0 oo
6; g; 0-00; oo—o0; 1% 0% o

Demostracién de 1: Puesto que ambas funciones tienen limite en x = a, toda sucesién {z,},
de limite a, se transforma -por medio de f- en la sucesién {f(x,)}, de limite p; y -por medio de
g- en la sucesién {g(x,)}, de limite .

Entonces, por medio de la funcién Af + pg, toda sucesiéon {x,}, de limite a, se transforma en la

sucesion {\f(x,) + ng(z,)}, que tiene como limite Ay + py (como vimos en las operaciones con
limites de sucesiones).
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7.

7.1.

Infinitos e infinitésimos

Definiciones

Sea f € F(D,R)ya€R6ba= =+oo. Decimos que:

a)

b)

Ejemplo. Siz — oo, x

f es un infinito en a si | lim f(z) = +o0.
Tr—a

f es un infinitésimo en a si |lim f(z) = 0.
Tr—a

3 es un infinito y 1/2® un infinitésimo. Si * — 1, (x — 1)? es un

infinitésimo y 1/(z — 1)? un infinito.

7.2.

Comparacion

Sean f,g € F(D,R) infinitos (infinitésimos) en a, tales que no se anulan en un entorno
reducido de a.

a)

b)

Si f/g es un infinito (infinitésimo) en a, f es de mayor orden que g en a.

Ejemplo: Si  — oo, 2° es un infinito de mayor orden que 22, pues su cociente tiende a

infinito; y 1/2* es un infinitésimo de mayor orden que 1/x?, pues su cociente tiende a cero.

f(z)

Si lim ﬁ =keR, k#0, fy gson del mismo orden en a. Entonces:
r—a g T

b.1. Sea f un infinito para x — oco. Si

limL:pC):k‘ER, k # 0,

r—00 I

f(x) es de orden p y es su parte principal.

b.2. Sea f un infinitésimo para x — oo. Si

l{m f(x):keR, k0,

T—00 1/1’7’

f(z) es de orden p y | — | es su parte principal.

b.3. Sea f un infinitésimo en a € R. Si

T—a (I‘ — a)

f(x) es de orden p y | k(z — a)? | es su parte principal.

Ejemplo. 2z + 32% es un infinitésimo de orden 1 en el origen (parte principal: 2z). Es
también un infinito de orden 2 para x — oo (parte principal: 3z?).

1 1)’
Ejercicio. Calcula el orden y la p.p. de /922 — 2x y de (— + —) (x — o00).
x

12
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c) Si lim M =0, f es despreciable frente a g en a.
r—a g(fL‘)

1 1
Ejemplo. Si x — oo, /7 es despreciable frente a 22 y — lo es frente a —.
x x

Nota. A partir de las equivalencias entre funciones (ver tabla de equivalencias al final del apdo.
9), podemos determinar el orden y la parte principal de infinitos e infinitésimos no polinémicos.
Por ejemplo, si z — a, resulta:

f(z) =sen®*(z —a) ~ (v — a)®

luego f(z) es un infinitésimo de orden 2 y su parte principal es (z — a)?.

Ejercicio. Siz — 2, calcula el orden y la parte principal de g(z) = €2*~4 — 1.

7.3. Relacion entre tipos de infinito

Se demuestra que todo infinito logaritmico es despreciable frente a cualquiera potencial;
todo potencial frente a cualquiera exponencial; y todo exponencial frente a cualquiera potencial-
exponencial. Lo representamos con el simbolo <:

(log,2)" < 2* < ¢ < a™
p>1, a>0 b>0 c>1 d>0

8. Funciones equivalentes en un punto

Sean f,g € F(D,R) de igual limite, finito o infinito, en a (a € R 6 a = +00). Decimos que
f v g son equivalentes en a si verifican la siguiente condicién:

f(z)

f~gena<=lim——= =1
z—a g(x)

La equivalencia de funciones es un tema algo méas amplio que la de sucesiones, puesto que en
funciones se define la equivalencia para r — a o para x — 0o, mientras que en sucesiones se define
s6lo cuando n — oo. Pero son validos aqui los razonamientos que se hicieron para sucesiones, lo
que nos permite abreviar el estudio de la equivalencia de funciones y su sustitucién por funciones
equivalentes.

Asi pues, si a € R 0 a = 00, se cumple:
- Si f ~ g en a, ambas funciones tienen el mismo limite en a.
- Si f y g tienen en a el mismo limite, finito y no nulo, f ~ g en a.

- Si f y g son infinitésimos equivalentes en a, f — g es un infinitésimo de orden superior a
ambos en a.

- Si fy g son infinitos equivalentes en a, f — g es despreciable frente a ambos en a.
- Si f es un infinito en a, es equivalente a su parte principal en a.

- Si f es un infinitésimo en a, es equivalente a su parte principal en a.
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9. Sustitucién por funciones equivalentes

9.1. Producto y cociente

Se demuestra que al sustituir en productos (cocientes) una funcidn por otra equivalente,
resulta una expresion equivalente a la primera, siempre que exista el limite del producto (cociente)
de las funciones equivalentes a las iniciales.

Es decir, si fi ~ fo y g1 ~ g2 en a, se cumple

g~ fogpenal (si3limfo-g0)

fi/gr~ fa/g2 en a <Si Hifg}lfz/gz)

9.2. Logaritmo

Se demuestra que al sustituir en un logaritmo su argumento por una funcion equivalente,
resulta una expresion equivalente a la primera, siempre que la funcién no tenga limite 1 en a.
Es decir, si la funcién f; toma sélo valores positivos en un entorno de a y su limite en a es
© >0, ¢ #1 (¢ puede ser +00), se cumple

’lef2€Ha:>1nf1~1nf2ena‘

9.3. Potencial-exponencial
Dados fi1 ~ foy g1 ~ g2 en a, en general no se cumple la equivalencia entre (f1)9 y (f)%

(f)™ # (f2)"

Por ejemplo, si x — 0o, x + 1 ~ x. Pero €7 £ €% (su cociente tiene limite € # 1).

Estas indeterminaciones se resuelven generalmente haciendo

f9=e9m (si f>0)

9.4. Suma o diferencia

Como ocurria en Sucesiones (8.4), al calcular el limite de una suma (diferencia) de funciones
no se debe, en general, sustituirlas por otras equivalentes, pues podemos obtener resultados
erréneos. En estos casos aplicamos lo que sigue.

Regla practica. “Sea un limite en que aparece un factor o divisor formado por sumas y/o
diferencias de infinitésimos. Sea m el menor de sus ordenes. Si al sustituir los infinitésimos por
sus partes principales resulta un infinitésimo de orden m, la sustitucion es correcta y el limite
no varia” (F. Granero, pg. 153).

Para infinitos se enuncia igual, cambiando menor de sus érdenes por mayor de sus ordenes.
Esto significa que, en el caso de sumas y diferencias de infinitésimos o infinitos, podemos usar

equivalencias siempre que no desaparezcan las partes principales.

Ejemplo. En el siguiente limite se conserva el orden m = 2 en el numerador, tras sustituir por
las partes principales, por lo que la sustitucion es valida.

3In(1+ 2%) —2sen’r 32 — 227
m m 2o =

i 5 = lim 5
z—0 T z—0 T

=1
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TABLA DE EQUIVALENCIAS (FUNCIONES)

lim ae) = oc;  lim (z) =0; lim u(@) =L fi(e) ~ fola); 1(e) ~ gal0)

T—x0 T—T0 T—T0
R
Estas equivalencias se dan en x o< i fi(x) ~ fa(x) en 2y & lim L) =1
To = F00 a—ao fo(x)
A. EQUIVALENCIAS GENERALES
L i) i) SR ACRYAC) (813 1t fa)galx) )
,  h L B (513 i 21}
g1(x) 9a(x) =00 gy(x)
3. log,(fi()) ~  log,(fol2)) (513 1im fi(x) #1)
B. A PARTIR DEL NUMERO €
1. In(1+6(x)) ~  B(x)
2. Inu(x) ~  u(x)—1
3. @ 1 ~ O(x)
1
Nota: Para logaritmos en base p, se utiliza la relacion: log,z = %
C. EXPRESIONES POLINOMICAS
L. ap+aa(x) + ...+ a0?(x) ~  ayaf(x)
2. In(ag+aa(z)+...+a,0?(z)) ~ plha(x)
D. RAICES
7
1. 1+60(x)—1 ~ b(x)
p
E. TRIGONOMETRICAS
1. O(x) ~  senf(x) ~ tanf(z)
1
2. 1—cosf(x) ~ 50(1’)2
F. CAMBIO DEL TIPO DE INDETERMINACION
1. f(x)I@® = eI@hi@ [para 1>, 0%, 0?]
2. ay(x) — ay(x) = ayz)(1- 2@ [oo — 00 = 00 (1 — 2)]
p q P ap(@) %
1 1
ap()  ag(@) 0
3. ap(r) — ay(x) = M {oo — 00— —}
ap(@)og(z) 0
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C. Continuidad de funciones

1. Funcién continua

Definicién. Sea f € F(D,R), definida en un entorno de a, U,. Decimos que f es continua en
a si se cumple:

Ve>036>0/ |z —a|<d=|f(z)— fla)] <e

Al estar f definida en U,, podemos tomar valores de x tan préximos a a como queramos y
calcular el limite. Entonces, la definiciéon anterior equivale a la siguiente:

fes continua ena <= lim f(x) = f(a)

T—ra

1
2
% cos 3, x#0

0, z=20

Ejemplo. Sea f(z) =

Definimos asi la funcién pues la expresion fuera del origen no es valida en x = 0. Estudiando
el limite cuando = — 0, observamos que el primer factor tiende a 0 y el segundo esta acotado,
luego el limite es nulo y la funcién es continua en el origen.

1
—senx, x#0
Ejercicio. Estudia la continuidad en el origen de f(x) =< ©

0, z=0

2. Continuidad lateral

Definicién. Si f estd definida al menos en un semientorno de a, es decir en [a,a+3) o (a—4d, al,
diremos que:

- [ es continua en a® (a por la derecha) si y sélo si h’m+ f(z) = f(a)
Tr—a

- f es continua en a~ (a por la izquierda) si y sélo si lim f(z) = f(a)
r—a—

Si f esta definida en un entorno de a, U,, se cumple: “f es continua en a si y solo si lo es por la
derecha y por la izquierda”.

Continuidad en un intervalo. Decimos que f es continua en I = (a,b), si lo es Vz € 1.

Si el intervalo es cerrado, I = [a,b], f es continua en I si lo es en (a,b), en at y en b™.

e x<0
Ejemplo. Estudiamos la continuidad en el origen de f(x) = < 1, x=0
x, x>0

Calculamos los limites laterales:

lim f(r) = lim €*=€"=1; lim f(x)= lim x =0

z—0— —0— z—0t z—0t

con lo que vemos que f es continua en 0~ y discontinua en 07.
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Ejercicios.
1. Dibuja y estudia, cuando 2 — 07, la funcién f(z) = €/*.
2. Dibuja y estudia la funcién f(z) = |z + 1].

||, <0

3. Estudia la continuidad en el origen de f(x) = {|1 ol -0
x|, x>

3. Discontinuidades

Si f no es continua en un punto a, decimos que existe una discontinuidad en ese punto.
Distinguimos los siguientes tipos:

a) Discontinuidad evitable. Se da cuando existe limite de f en a, pero no coincide con f(a)
(porque no existe f(a) o porque ambos valores existen y son distintos).

Sl /(x) # /()

T—ra

Para evitar esta discontinuidad, podemos asignar a f en a el valor del limite.

f(a) = lim f(z)

Tr—a

1 — 2
Ejemplo. Si f(z) = 5 +;C , no existe f(—1). Calculamos el limite en ese punto:
x
1—x)(1 1—
lim f(z) = lim (1= =){1+2) = lim (1—2) =1
z——1 z——1 2(1 -+ l’) z——1 2
Dando a f en x = —1 el valor 1, la funcién es continua en ese punto.

b) Discontinuidad no evitable. Se da cuando no existe limite finito en a. La llamamos:

b.1 De primera especie (o de salto finito): cuando existen limites laterales distintos. Por ejem-
plo, la funciéon Parte Entera en los puntos de abscisa entera o la funcién Signo en el origen.

b.2 De segunda especie: cuando alguno de los limites laterales no existe o es infinito. Por
ejemplo, las funciones f(x) =senl/z, g(x) = 1/z* en el origen.

Ejercicios. Estudia la continuidad de las funciones siguientes en los puntos que se indican,
definiendo el valor f(a) en el caso de que la discontinuidad sea evitable.

sen(z + 2)
L) == g a=-2
2. g(z) = , a =2, donde E(x) es la funcién Parte Entera de z.
1
3 h(a:):x_l,azl
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4. Operaciones con funciones continuas

Sean f,g € F(I,R), continuas en I. A partir de las operaciones con limites, se demuestra la
continuidad en I de:

L. Af+pg, Vi, peR
2. f-g
3. 1/g, excepto en los puntos donde g se anula.

Como consecuencia de lo anterior, es continua la funcién polinémica f(z) = Py(x), asi como el

Qi)

cociente g(z) = , salvo en los puntos en que se anula @Q(x).

5. Continuidad de las funciones elementales

A partir de la definicion de las funciones elementales y de las operaciones con limites, se
demuestra la continuidad en I de las siguientes funciones, en sus correspondientes intervalos:

1. 2% a € Ren (0,00) (para ciertos valores de a, el dominio puede ser mayor).
2. b*,b>0en R.

3. log.x, ¢>0, c#1en (0,00).

4. 2% en (0, 00).

5. senh z, cosh z,tanh z en R.

6. senx,cosz en R.

7. tanz en R\ {(2k— 1) g} .
keZ

6. Composicién de funciones continuas

Sean las funciones f, continua en I y g, continua en J, tales que f(I) C J. En estas condi-
ciones, se demuestra que “la funcién compuesta g o f es continua en [”.

1
Ejemplo. Sean f(x) = —, continua en R\ {0} y g(x) = €%, continua en R. Componiéndolas
x

de las dos maneras posibles, obtenemos:
- La funcién (go f)(z) = €|, _1 = €= es continua en R \ {0}.

1 1
- La funcién (fog)(x) = — === €77 es continua en R.

Nota. Obsérvese que el dominio de la funcién compuesta g o f es la parte del dominio de f
que cumple que los valores f(x) forman parte del dominio de g.

Dyos = {r € Dy / f(x) € D}

Aplicando la composicién de funciones continuas a las funciones elementales vistas en el apartado
anterior, podemos asegurar la continuidad, en los intervalos correspondientes, de funciones como
senlnz, arctan \/z, €°°8%  etc.
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Ejercicios.

1. Sean f(x) = y/x, continua en [0,00) y g(z) = senz, continua en R. Halla las funciones
go fy fog. Comprueba que:

- La funcién g o f es continua en [0, 00).
- La funcién f o g es continua en | J, ., [2k7, (2k + 1)7].

2. Sean f(z) = |z|, continua en R y g(z) = Inz, continua en (0, 00). Halla las funciones g o f
y f o g. Comprueba que:

- La funcién g o f es continua en R\ {0}.

- La funcién f o g es continua en (0, 00).

7. Teoremas de las funciones continuas

7.1. Teorema de Bolzano (o de los ceros)

Si una funcion continua en [a,b] tiene distinto signo en los extremos del intervalo, se anula
en algun punto intermedio.

Sea f :[a,b] — R, fcontinua en [a,b], tal que f(a)- f(b) < 0. Se cumple:
dee (a,b) / flc) =0

Demostracién. Dividimos [a, b] por la mitad. Si f es nula en el punto medio, ya estd demos-
trado el teorema. De lo contrario, elegimos el semiintervalo [ay, b;] en cuyos extremos f tiene
distinto signo. Dividimos ahora [aq, b;] por la mitad, eligiendo de nuevo el semiintervalo [asg, bs]
en cuyos extremos f tiene distinto signo.

Repitiendo la operacién una y otra vez, obtenemos una sucesién de intervalos encajados [a,, b,],
de longitud (b — a)/2™ (ver T. III, apdo 3.3). Cuando n — oo, esta sucesion define un punto c,
en el que f ha de ser nula. En efecto, si f no es nula en ¢, al ser continua se cumplird

lim f(x) = f(c) # 0

con lo que existird un entorno de ¢ en el que f toma el signo del limite (prop. 3 de los limites).

Pero, por el modo como hemos hallado ¢, en todo entorno suyo existen puntos en que f > 0y
puntos en que f < 0. Luego, por reduccién al absurdo, f(c) = 0.

7.2. Propiedad de Darboux (del valor intermedio)

Si una funcion continua en [a, b] tiene distinto valor en los extremos del intervalo, toma todos
los valores intermedios al menos una vez.

Supongamos f(a) < f(b) (para f(a) > f(b) se demuestra analogamente). Se cumple:

Vy [ fla) <y < f(b), Jc € (a,b) /] f(c) =y

Demostracién. Definimos la funcién g(z) = f(x) — y. Se cumple

gla) = fla) —y <0; g(b)=f(b)—y>0

Al tener g distinto signo en a y en b, existe un punto intermedio en el que se anula. Entonces

e € (a,0) [ gle) = f(c) —y=0= f(c) =y

luego en ese punto la funciéon f toma el valor y.
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7.3. Teorema de Welerstrass

Toda funcion continua en un intervalo cerrado alcanza en €l un mdximo y un minimo.

Demostracion. La realizamos en dos partes:

a) La funcién estd acotada en [a,b] (por reduccién al absurdo). Suponemos que no lo estd y
dividimos [a, b] por la mitad, elegiendo el semiintervalo [a1,b;] en que f no estd acotada (al
menos no estard acotada en uno de ellos). Dividimos [aq, b;] por la mitad, eligiendo de nuevo el
semiintervalo [ag, by] en que f no estd acotada.

Repitiendo la operacién una y otra vez, obtenemos una sucesién de intervalos encajados [a,, by],
de longitud (b—a)/2". Cuando n — o0, esta sucesién define un punto ¢, tal que f no esté acotada
en ningin entorno suyo.

Pero, al ser f continua, ha de tener limite en ¢, luego ha de estar acotada en un entorno de dicho
punto (prop. 2 de los limites), con lo que hemos llegado a una contradiccién.

b) Al estar f acotada en I = [a,b], el conjunto f(/) tiene supremo M e infimo m (propiedad
del supremo). Pero estos valores son alcanzados por f, por lo que tiene maximo y minimo
(lo vemos por reduccién al absurdo para M):

Si f no alcanza el valor M, f(z) — M no se anula y la funcién

1

g(x) = M——f(a:)

es continua en I, luego esta acotada como acabamos de ver. Entonces 3k > 0 tal que, Vo € I,

1

1 1
M——f(x)gk:>E§M_f($>:>f<x)§M_%

Por lo tanto M — 1/k (valor menor que M) es cota superior de f, luego M no es el supremo,
contra la hipétesis.

7.4. Imagen de un intervalo cerrado

Una funcion continua transforma un intervalo cerrado en un intervalo cerrado.

Demostracién. Por el teorema de Weierstrass, toda f, continua en el intervalo cerrado [a, 0],
alcanza en él un maximo M y un minimo m.

Ademas, por la propiedad de Darboux, f alcanzara todos los valores comprendidos entre m y M.
De este modo, el intervalo [a, b] se transforma, por medio de f, en el intervalo cerrado [m, M].

Si, ademas, la funcién es mondtona, [a, b] se transformara en [f(a), f(b)] (si f es creciente) o en
[f(b), f(a)] (si es decreciente).

7.5. Imagen de un intervalo

Una funcion continua transforma un intervalo en un intervalo (J. Burgos, pg. 152).

Se demuestra que una funcién continua f transforma un intervalo I en otro f(I). Este tomara una
las cuatro formas siguientes:

(Oé’ﬁ>’ [Oé,ﬁ], [a76>a (Oé,ﬁ]

donde o y ( son, respectivamente, el infimo y el supremo de la funcién f en I; es decir el infimo
y el supremo del conjunto f (7).

a=inf f(I), B=supf(l)
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8. Continuidad uniforme

8.1. Definicién

Vimos (apdo. C.2) que f es continua en I si lo es en todos sus puntos (si I contiene a sus
extremos, en ellos la continuidad es lateral). Para obtener la condicién de continuidad en I,
usamos la condicion de continuidad en un punto a, escribiendo x en lugar de a. Y en lugar del
punto x (“suficientemente préximo” al a) usamos un z’ € I. Asi, la condicién de continuidad en
I sera:

Ve>0,36>0/ |2 —a| <d=|f(2') - f(z)| <e (' €)

Este valor 6 depende en general de € y también del punto x del intervalo, es decir
d=4d(g,x)

Cuando podemos expresar la condicién de continuidad prescindiendo del punto x, de modo que
el valor de 9 depende s6lo de € decimos que la continuidad es uniforme. Entonces,

f uniformemente cont. en ] <= |Ve >0, 38(c) > 0/ |21 — 2| <8 = [f(z1) — flza)| <€

Es decir, la continuidad es uniforme si la diferencia entre los valores de f en dos puntos depende
exclusivamente de la distancia entre dichos puntos, independientemente de la posicion de los
mismos en el intervalo.

Ejemplo 1. Sea la funciéon y = ax + b, a > 0. Calculamos la diferencia entre dos valores de la
funcién y buscamos el valor de § que asegure que esa diferencia sea menor que €.

£
|f(z1) = f(z2)] = |laxys +b— (az2 + b)| = alr) — 22| < e <= |11 — 23] < -

En este caso, si la distancia entre dos valores de la variable es menor que ¢/a, la diferencia
entre los correspondientes valores de f serd menor que €. Entonces, elegido un valor para e,
podremos calcular el § necesario dividiendo ¢ entre a, con lo que nos hemos independizado de x
y la continuidad serd uniforme.

El ejemplo sugiere que si, a partir de |f(z1) — f(22)| < &, obtenemos una relaciéon
|z1 — 22| < h(e)

donde h(e) pueda hacerse independiente del punto z, podremos asegurar que la continuidad es
uniforme tomando § = h(e). Esto es inmediato en el caso que acabamos de ver de una funcién
cuya grafica es una recta y la relacién entre € y § es constante.

Ejemplo 2 . Estudiamos la funcién y = 1/z, continua (y no acotada) en (0, 00):

Ty — 21| T — 29

<& <= |11 — 1o| < elxy| 22|

T1 T2 N 21| 22|

El producto € |x;| |z2|, puede hacerse tan préximo a 0 como queramos tomando z1, £o mas y méas
pequenos. Eso hace que no podamos encontrar un valor 6 > 0 que permita asegurar que

|21 — 23] <6 = |f(21) — f(z2)| < e

Por lo tanto la funcién estudiada no es uniformemente continua en (0, co).

Los dos teoremas siguientes nos permiten justificar de modo sencillo que determinadas funciones
son uniformemente continuas.
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8.2. Teorema de Heine

“Toda funcion f, continua en un intervalo cerrado I, es uniformemente continua en I”.

Ejemplo 1. Como vimos en el apartado anterior, la funcién f(z) = 1/x no es uniformemente
continua en (0, 00). Sin embargo, si consideramos un intervalo cerrado [a, b], a,b > 0, resulta que
existe un valor minimo a de la variable x en el intervalo, de modo que la expresién e || |z2]
esta acotada inferiormente

elay||ze] > caa=ca®

y podemos tomar este valor para . Entonces, si |z — x2| < 6,

’951 - $2| ea’ a a
= =€ <e
|$1\ |l’2| ’$1| |~”C2| |561| |~T2|

|f(z1) — f(22)]

con lo que se cumple la condiciéon de continuidad, con ¢ dependiendo sdlo de e, luego existe
continuidad uniforme.

Ejemplo 2. Como consecuencia del teorema, la funcién y = /z, continua en [0, o), es unifor-
memente continua en cualquier intervalo [0, k] (a pesar de tener tangente vertical en el origen).

8.3. Composicion de funciones uniformemente continuas
Sean las funciones f y g tales que
f:I—=J;, g:U—=V

siendo f(I) C U, y ambas funciones uniformemente continuas en su dominio. Se cumple:

“La funcion compuesta g o f es uniformemente continua en I”.
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D. Diferenciabilidad de funciones

1. Derivabilidad y diferenciabilidad

Gracias al concepto de derivada de una funcién podemos obtener la ecuacién de la tangente
a una curva, calcular la velocidad de un mévil o hallar los extremos de una funcién. A partir
de las derivadas sucesivas de una funcién obtendremos su desarrollo de Taylor, que nos permi-
tira aproximar el valor de la funcién en los alrededores de un punto. El concepto de diferencial
es fundamental para la obtencion de primitivas y las distintas aplicaciones del calculo integral:
obtencion de areas, volimenes y longitudes de curvas por integracion, entre otras muchas.

1.1. Funcidén derivable

a) Definicién. Sea f € F(I,R). Decimos que f es derivable en a € I siy sélo si existe y es
finito el siguiente limite, que llamamos derivada de f en a:

@) = f@

r—a T —aQ

= ['(a) (1)

En caso contrario, decimos que f no es derivable en a.

Forma alternativa. Haciendo x —a = h = = a + h, el limite de la condicién de derivada
toma la forma

lim f(a—i_h}z_f(a) :f/(a)

h—0

Ejemplo. La derivada de f(x) =23 en a =1 es

xd_ld

lim
x—1 1 —

=lm(z*+z+1)=3
z—1
Ejercicio. Obtén la derivada de f(z) = 2°, en a = 1, de la segunda forma.

b) Derivadas laterales. Si en la condicién de derivada (1) existe el limite lateral en a™ o en
a~, se le llama derivada en a por la derecha o por la izquierda respectivamente, f'(a™) y f'(a™).

Se cumple que f es derivable en a si y solo si sus derivadas laterales existen y coinciden en a.

c) Limite infinito. Si el limite (1) es 200 y la funcién es continua en a, decimos que f tiene
tangente vertical en a. Por ejemplo, si f(x) = /x,

. AT —0
lim =

z—0t . —0

+00

d) Punto anguloso. Siexisten f'(a®) y f’(a™) y son distintos, se trata de un punto anguloso.
Por ejemplo, f(z) = |z| tiene uno en el origen.

1A+ — f(x)_f(o)zlf $_0:1 "0~ = 1 _x_oz—l
FO7) = lm === = Mmoo =1 f(07) = lim ———

e) Funcién derivada. Si existe f'(x)Va € I, decimos que f es derivable en el intervalo I. En
este caso f'(x) es la funcién derivada. Si se trata de un intervalo I = [a,b], f es derivable en [
siloesen (a,b),ena™ yen b .
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Para obtener la derivada en un punto x genérico, utilizamos la segunda forma de obtencion,
usando z y x + h en lugar de a y a + h. Por ejemplo, para derivar f(z) = 22, hacemos lo
siguiente:

x+h)? — 2? x? + 2zh + h? — ?

(@)  tim Y _
Fo=m =~ i -

Ejercicio. Obtén por el mismo método la derivada de f(x) = senz.

1.2. Funcidén diferenciable

Al estudiar una funcién en las proximidades de un punto a, analizamos el incremento de
su valor entre los puntos a y a + Az, cuando Az es muy pequeno. En muchas funciones este
incremento es “casi” proporcional a Az, es decir

Af = fla+ Ax) — f(a) = cAx

siendo ¢ € R. En estos casos, la grafica de f se aproxima bien por una recta en un entorno de a.

Expresando mas formalmente lo anterior, decimos que f € F(I,R) es diferenciable en a € [
si y solo si
Af =cAr+e(Ax)Az, ce R (siendo lim e(Az) = 0) (2)

Az—0

En la condicién anterior, e(Axz) representa una expresion que tiende a 0 cuando lo hace Ax, por
lo que el segundo sumando de Af tiende a 0 mas rapidamente que el primero.

Cuando Az es muy pequeno, e(Ax)Ax es despreciable frente a ¢ Ax lo que hace que el incremento
de la funcién venga expresado con mucha aproximacién por el valor de ¢ Azx. La expresion (Ax)
puede ser, por ejemplo (Ax)Y/2, (Az)?, etc.

Escribiendo Az como = — a en (2), la condicién de diferenciabilidad de f en a pasa a ser

f(x) = fla) = c(z —a) + e(z —a)(z —a) (3)

Si f es diferenciable en a, llamamos diferencial de f en a al producto ¢ (z — a).

1.3. Relacién entre ambos conceptos

“Una funcion es diferenciable en un punto si y solo si es derivable en dicho punto”.

Demostracion. La haremos sélo de izquierda a derecha. Veremos que, si f es diferenciable,
es derivable y obtendremos el valor del coeficiente de proporcionalidad c. En efecto, si f cumple
la condicion de diferenciabilidad,

f(z)— fla) =[c+e(x—a)l(xr —a) = limM =lim(c+e(zr—a))=c

r—a xr—a r—a

con lo que c es la derivada f'(a) y la diferencial de f en a se convierte en df (a) = f'(a)(z — a).
La condicién de diferenciabilidad (3) toma entonces la forma que usaremos habitualmente:

f(x) = f(a) = f'(a)(z — a) + e(z — a)(z — a) (4)

Observamos que el primer sumando de la derecha es la diferencial de f en a, proporcional a
(x — a), por lo que es un infinitésimo de (z — a). El segundo es el producto de (z — a) por otro
factor que también tiende a 0 con (z — a), por lo que es un infinitésimo de mayor orden que
(x — a). Esto ultimo se denota

e(r —a)(x —a) =o(x —a)
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Y la condicién de diferenciabilidad se convierte en

Af =df(a) +o(x —a) (siendo lim oz —a) = 0) (5)

r—=a T — Q

Diferencial de la variable. A partir de lo anterior, calculamos la diferencial de x, es decir la
diferencial de la funcién f(z) = x.

dr = df| ;o => dz =2"(z —a) =2 —a

que nos dice que la diferencial de la variable es el incremento de la misma.

Sustituyendo lo anterior en la expresion de la diferencial, queda

&(a) = Flayde] = | () = T

lo que nos permite expresar la derivada de f como cociente de diferenciales.

1.4. Interpretacion grafica

Como acabamos de ver, el incremento de la funcién entre a y x se descompone en dos
sumandos, Af = df(a) + o(xz — a), lo que interpretamos graficamente en la siguiente figura.

)

(2) =0(x-a)

(1) = dfiw
fia -

a X
Figura 3: Interpretacion grafica de la diferencial.

Sabemos que f’(a) es el valor de la pendiente de la tangente a la curva y = f(z) en z = a. Dicha
recta pasa por el punto (a, f(a)) con pendiente f’(a), por lo que su ecuacién es:

y = fla) = f(a)(z - a)

Entonces, el producto de f’(a) por (x — a), es decir df(a), es la longitud del segmento (1), por
lo que la longitud del segmento (2), cuyo valor es Af — df (a), representa el sumando o(z — a).
Como se aprecia en la figura, este término puede tener mucha mas importancia que df (a) cuando
estamos a una cierta distancia de a, pero al acercarnos al punto, se va haciendo despreciable
respecto a df (a).

Es decir, el Af y la df tienden a confundirse cuando z — a, pues son infinitésimos equivalentes,
mientras que su diferencia o(z — a) es un infinitésimo de orden superior.

Geométricamente, la diferencial de f es el incremento de la ordenada de la recta tangente a la
curva y = f(x), cuando la variable se incrementa un valor = — a.

Lo anterior hace que el comportamiento de la curva, en las proximidades del punto esté bien
descrito por la recta tangente, como se afirmaba en 1.2.
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1.5. Relacién entre continuidad y diferenciabilidad

“Toda funcion diferenciable en un punto es continua en dicho punto”. En efecto, si f es
diferenciable en a, por la condicién de diferenciabilidad (4) (apdo. 1.3) resulta

f(x) = f(a) + [f'(a) +e(z — a)](z — a) = lim f(z) = f(a)

T—ra

luego f es continua en a.

La reciproca no es cierta. Por ejemplo, la funcién f(z) = |z| es continua en todo R, pero tiene
un punto anguloso en el origen, por lo que no es diferenciable en dicho punto.

1.6. Operaciones con funciones diferenciables

Las derivadas de suma, producto y cociente de funciones derivables se suponen conocidas. A
partir de ellas, se comprueba que la diferenciacion sigue las mismas reglas.

a) d(f+9)=(f+9)de=(f+¢)de = fldv+ ¢'de = df + dg
b) d(f-g)=(f-9)dx=(fg+fg)dx = fgdv+ fg'dv = gdf + fdg

Ejercicio. Obtén la diferencial del cociente f/g.

2. Regla de la cadena. Aplicaciones

2.1. Derivada de la funcién compuesta

Sean f € F(I,R) y g € F(J,R), tales que f(I) C J. Se cumple que: Si f es derivable en
a € I y g es derivable en b = f(a) € J, entonces la funcion compuesta ¢(x) = g(f(x)) es
derivable en a. Su derivada vale

do
dx

_d9) &

/ _ . f! bié -
¢(a) = ¢'(f(a)) - f'(a)| o también vma Yl sa) dT

Tr=aqa

Demostracion. Partimos de las condiciones de diferenciabilidad de f ygenz =aey =10
respectivamente:

flx)=f(a) = [f'(a)+es(x—a)](x —a), siendo ilz}rclbé’f =0 (6)
9W) = 9() = [g'(b) +e,(y = 0)](y —b), siendo lime, =0 (7)

En la condicién (7) aparecen g(y), g(b) y el factor (y — b). Hacemos y = f(z) y b = f(a),
obteniendo

9(f(2) = 9(f(@) = |9/ (F(@)) + £, (f(@) = [(@)] (/(x) = f()) (8)

Tomamos el valor de f(z) — f(a) de la condicién (6) y lo sustituimos en la (8), quedando un
producto de corchetes, en los que omitimos las dependencias de € y €,. Operando, resulta

9(f(@) = g(f(@) = |9 (@) +2,] [ £(@) + 2 (v —a) =

[g’(f(a)) fl(@)+ g (fla) -ef+e4- f(a) +€g'5fi| (r —a)
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Cuando z — a, f(x) — f(a) por continuidad, por lo que, tanto ¢ como ¢, tienden a 0. Entonces

los sumandos 2°, 3° y 4° del corchete son expresiones del tipo e(x — a), que agrupamos. Resulta

g(f($)) — g(f(a)) = [g'(f(a)) < f'(a) +e(x — a)} (x —a), siendo lime(x —a)=0

T—a

El primer sumando del corchete constituye la derivada de la funcién compuesta, formada por el
producto de las derivadas de g con respecto a y, en y = f(a), y de f con respecto a x en a. Si

g(f(z)) = ¢(x), resulta la condicién de diferenciabilidad de ¢ en a:

dg
o)~ o) = || +eto-a) - a)
L r=a
siendo
ol _dg ar
dz|,_, N dy y=f(a) dr|,_,
Si lo anterior se cumple Vo € I, la funcién compuesta ¢(x) = g(f(z)) es diferenciable en

x, Vo € I, siendo su funcién derivada

do _ dg
de  dy

a
dx

y=f(z)

lo que se conoce como regla de la cadena.

2.2,

Aplicaciones de la regla de la cadena

Las funciones elementales principales son derivables en su dominio. Suponemos conocidas las
derivadas de las funciones logaritmo, potencia y exponencial de x, asi como el seno, el coseno
y la tangente, tanto trigonométricos como hiperbdlicos. A partir de ellas vamos a obtener las
derivadas de algunas funciones compuestas.

a) ¢(r) = Inu(z). Sabiendo que (Inz)" =1/x,

¢ = 1 U= (ln u(x))l = u'(x)

u

b) ¢(x) = u™(x). Sabiendo que (z™) =maz™,

¢) ¢(r) = a" a > 0. Sabiendo que (a*)’ = a”Ina,

/
¢ =a"lnav = (a“(x)> = a"@ Inau/(z)

v(z)
d) ¢(x) = (u(:v)) . Tomando logaritmos, In ¢(z) = v(z) Inu(x). Derivando
/ / !/
% — v Inut v — ¢ =u’ (v'lnu—I—v Qi) =u'Inuv +vu"
u u

que podemos interpretar como la suma de dos derivadas de u”: en la primera se considera
constante a u y en la segunda a v.
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Ejemplos.
L. (m“"’)/ =z '+ 2°Inz =2%(1 +Inx).

1 1 1cosvIncosz tanx

2. (sen+/Incoszx "= cos vIncosz —senx) =
( ) 2v/In cos & COST ( ) 2 V1n cos

1
Ejercicios. Obtén las derivadas de f(z) = (senxz)°** y g(z) = arctan (tanS —).
x

3. Derivada de la funcion inversa

3.1. Existencia de la funcién inversa

Teorema. Si f es continua y biyectiva. entonces existe su funcion inversa f~' y es también
continua y biyectiva.

Ejemplo. La funcién f(z) = z?, continua en R, es biyectiva en [0,k], k € R, luego tiene

funcién inversa. Para obtenerla, despejamos = en funcién de y

2 ~1
y=fla)=2"=2z=[f"(y) =Vy

Luego la inversa de la funcién “cuadrado” es la funcién “raiz cuadrada”, que expresamos en la

forma habitual, usando como variable la x:

fla) =2 = § 7 a) = v

Es decir, para calcular la funcién inversa de una dada y = f(z), despejamos z en funcién de y
y, a continuacién, permutamos x e y en la formula obtenida.

3.2. Derivada de la funcién inversa

Sea f~! la funcién inversa de f en un intervalo I. Veremos que, si f tiene en I derivada
f' # 0, entonces f~! tiene también derivada en I y se cumple que la derivada de f=' es el
inverso de la derivada de f.
_ ! 1
(/@) =

F@ly=p-10)

Demostracién. Sea una funcién f, de inversa f~!, cuya derivada queremos obtener. Para ello,
1) despejamos x en funcién de y; 2) derivamos en ambos lados respecto a z, aplicando la regla
de la cadena; 3) despejamos y'(x), es decir (f_l(:c)),, escribiendo y en funcién de z en f/(y):

1

y=f"2) == fly) = 1= f'(y) ¥ (z) = ¢ (z) = W—f—l()

Ejemplo. A partir de la funcién seno, definimos su funcién inversa y = arcsen x; despejamos
x en funciéon de y y derivamos:

y = fx) =arcsenx = x = f(y) =seny 1= cosyy’
Despejamos ahora y' y escribimos el resultado en funcién de z:
/ 1 1 1

1 /
y = = = = | (arcsenz) =
cosy /1 —sen?y V1—a? ( ) V1—a?

Ejercicio. Obtén la derivada de la funcién arctan x.
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4. Teoremas del valor medio

4.1. Teorema de Rolle
Sea f € F(I,R), continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), se cumple:

3 € (a,b) / f/(§) =0

Demostracién. Por el teorema de Weierstrass sabemos que, al ser f continua en I = [a, ],
alcanza en I un maximo y un minimo, es decir

EIxME a, /M f )Zf(:c) € [a,b]
dxz,, € /m = m) < f(z) Vx € |a, b

Si el maximo y minimo coinciden, al estar todos los valores de f comprendidos entre ambos,
la funcién f es constante y su derivada nula con lo que se cumple el teorema. En general, M
serd mayor que m y distinguimos dos casos:

a) El méximo se alcanza en un punto interior de [a, b].

Como f es derivable en (a,b), calculamos la derivada en z,. Observamos que el numerador
es menor o igual que 0 y el denominador positivo, luego el cociente es menor o igual que
0 y su limite también lo sera.

flat) = 1im [y +h) — fleum)

<0
h—0+ h -

Calculando la derivada en x,;, vemos que el numerador sigue siendo menor o igual que 0,
pero ahora el denominador es negativo luego el cociente es mayor o igual que 0 y su limite

también lo sera. A B — fea)
_ +h)—JTym
/ — Ty >0
) = lip h >
Como f es derivable en x,;, ambas derivadas deben coincidir, luego

flay) = fzy) =0

b) El maximo se alcanza en los extremos.

Como el maximo y el minimo se alcanzan en distinto punto, el minimo se alcanzara en el
interior. Calculamos las derivadas laterales en z,,, observando que ahora los numeradores
son mayores o iguales a 0. Obtenemos:

flay) = lim ; >0
f/(x7;> _ hli%{ f(xm + h})L _ f(xm) < 0

Ambas derivadas deben coincidir, luego
fzy) = f(a,) =0
Concluimos que al menos un extremo se alcanza en un punto interior y, en él, f/ = 0.

12/3

Ejercicio. La funcién f(z) =1 — se anula en x = +1. Razona si es posible aplicarle el
1

teorema en el intervalo [—1,1].
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4.2. Teorema de Cauchy
Sean f,g € F(I,R), continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Se cumple:

3¢ € (a,0) / f'(©)lgb) — g(a)] = g (LS (b) — f(a)]

Si ademdas g(b) # g(a) y ¢ y [’ no se anulan a la vez, entonces

Demostracion. A partir de f y g definimos la funciéon F, que sera también continua y deri-
vable.

F(z) = f(2)]g(b) — g(a)] — g(x)[f(b) — f(a)]
Se cumple F'(a) = F(b) (compruébese), por lo que F' cumple las condiciones del teorema de
Rolle. Entonces

3K € (a,) / F'(§) = 0= f(&lg(b) — g(a)] = g (O)f(b) — f(a)]
lo que demuestra la primera expresion del teorema.

Si el factor ¢(b) — g(a) no se anula, puede pasar al otro lado dividiendo, lo que nos permite
asegurar que ¢'(§) # 0. En efecto, si ¢'(£) fuera nula, f'(£) también lo seria y f’y ¢’ se estarfan
anulando a la vez, contra la hipétesis.

Entonces, pasando ¢'(£) a la izquierda, obtenemos la expresién buscada

[ _ fb) = f(a)
g€ gd) —gla)

4.3. Teorema de Lagrange o de los incrementos finitos

Sea f € F(I,R), continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces:

% € () f1(e) = 1O I

Sib—a = h entonces b =a + h y podemos escribir la expresion anterior como

fla+h)= f(a)+hf'(a+0h), 0<b<1

Demostracién. Se trata de un caso particular del teorema anterior, haciendo g(z) = x.

Interpretacion geométrica. El teorema afirma que, si f es continua en [a, b] y diferenciable
en (a,b), existe un punto ¢ en (a,b) tal que la tangente en ¢ es paralela a la secante que pasa

por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))
4.4. Funciones monotonas derivables

Sea f € F(I,R), derivable en I. Se cumple:

a) f'(x) >0, Vz € I <= f es mondtona creciente en I.

b) f'(x) <0, Vo € I <= f es mondtona decreciente en I.

c) f'(x) >0, Vr € [ = [ es estrictamente creciente en I.
()

d) f'(x) <0, Vx € I = f es estrictamente decreciente en 1.
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Demostracién del caso a) (los demds se demuestran andlogamente).

(—) Dados dos puntos cualesquiera de I, aplicamos el teorema de Lagrange al intervalo [zq, 23]

Vo, o €1 ) 21 < w9 = 3 € (11,22) [ f(22) — f(21) = f'(§) (22 — 21)

Si f'(x) >0, Vo € I, entonces f'(€) > 0 con lo que f(z3) > f(z1), por lo que la funcién f
es monotona creciente.

(«+) Dados dos puntos x, x + h, con h > 0, al ser f creciente, se cumple:

f(a:+h]z—f(a:) 20:>f’(x):}lbi_)néf(x+h})l_f(x) >0

En los casos ¢) y d) no se da la equivalencia ya que la implicacién no tiene por qué cumplirse
de derecha a izquierda. Aunque el cociente entre Af y h sea estrictamente mayor o menor que
0, el limite puede ser igual a 0 y con él la derivada. Por ejemplo, las funciones y = %2 son
estrictamente mondtonas, pero su derivada en el origen es 0.

4.5. Funciones constantes

Sea f € F(I,R), derivable en I. Se cumple:

Fla)=0,Vo el fx) =K, Yz € ]

Demostracién.

(—) De nuevo aplicamos el teorema de Lagrange a dos puntos cualesquiera del intervalo:

Vxl,xg c I/f]?l < Tg — Elf € (fﬂl,.fL'Q) / f(.ﬁlfg) — f(i[fl) = f/<€>({132 — iL'l)
Si f'(z) = 0Vx € I, se cumplird f'(§) = 0 por lo que f(z9) = f(x1). Luego f es constante.

(«<) Si f es constante, su derivada es nula.

Corolario. Si f'=¢ = f =g+ K. Es decir, si f y g son primitivas de la misma funcién, su
diferencia es una constante.

Demostracion. Sea ¢ = f — g. Entonces, por la propiedad que acabamos de ver,

¢=f-9g=0=0¢=K=f-g=K

5. La derivada como limite de derivadas

Sea una funcién continua f : I — R, de la que obtenemos su derivada f’ en un punto genérico.
Si f’ existe Vo € I, decimos que f es derivable en I y f’ es su funcién derivada.
En el caso de que no exista f' en un punto a € [ pero si su limite cuando = — a, la
funcién sera derivable también en a.
Podemos demostrarlo comprobando que en a coinciden las derivadas laterales de f con los limites
laterales de f’, de donde deduciremos la existencia de la derivada de f en a, si existe limite de
f" en a. Estudiamos el limite por la derecha.
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Derivada por la derecha. Sea f: 1 — R, definida en I = [a,a + §). Si f es continua en I,
derivable en I \ {a} y tal que 3 h’rn+ f'(z), entonces f es derivable en a™ y se cumple
Tr—a

fla™) = lim_f'(x)

r—at

Demostracién. Sea [a,a+ h], 0 < h < §. Aplicando a f el teorema de los incrementos finitos

fla+h) = f(a)
h

3¢ € (a,a+h) ) = f'(§)

Si h — 0", entonces a + h — a* y el punto intermedio £ — a™. Tomando limites,

h—0t h E—a™t

Pero si lim f'(z) existe y vale [, existird lim f'(§) y valdrd lo mismo, con lo que
z—at E—at

lim f/(z) = — lim fla+h)— f(a)

z—at h—0t h

=l= f(a") =1

Asi pues, si existe el limite de f” en a™, coincide con la derivada de f en a™.

Por otra parte, estudiando el limite de f’ en a™, se comprueba también que -si existe- coincide
con la derivada de f en a~. Luego, si existen los limites laterales de f’, coinciden con las derivadas
laterales de f y podemos concluir lo siguiente.

Derivada en a. Si f esta definida en un entorno de a y existe el limite de f’ en a, existen y
coinciden los limites de [’ en a® y en a~. Al ser cada uno igual a la correspondiente derivada
lateral, existirdn (y coincidirén) los valores de f'(a™) y f'(a™), y la funcién serd derivable en a.
f(a™) = I f'(z) = lm f'(z) = f'(a”),=| f'(a) = lim f'(z)

r—a Tr—a~

Tr—a

Este resultado es 1til para calcular la derivada de f en un punto a, cuando f se define en a de
modo independiente a su expresion en el resto del intervalo (por ejemplo, debido a que dicha
expresion no tiene sentido en a).

1

dsen—, z#0
T

0, xz=0.

1
La derivada para = # 0 es f'(x) = 3z%sen — — xcos —, que no estd definida en x = 0. Sin
x x

Ejemplo. Hallar la derivada en el origen de f(x) =

embargo, puesto que f’ tiene limite en ese punto

£(0) = lim f(x) =0

Nota. La existencia de limite de f’ es condicién suficiente para la existencia de la derivada de
f, pero no necesaria. Aunque f’(x) no tenga limite en a, es posible que f sea derivable en a.

Ejercicio. Compruébese (obteniendo f/(0) por la definicién) que la funcién

1
r?sen—, z#0
T

0 =0

fz) =

es derivable en el origen, pero su funcién derivada no tiene limite cuando x — 0.
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6. Reglas de L’hopital

Los teoremas que se enuncian a continuacion permiten resolver algunos limites en forma de
cociente, del tipo 0/0 e 0o/00, a partir de la férmula del valor medio de Cauchy. Los enunciaremos
para limites laterales en a,b € R, pero son validos también cuando x — +o0.

Sean f y g derivables en (a,b), siendo ¢'(z) # 0 Vx € (a,b). Sea v € R o bien v = +oc.

a) Si f y g se anulan en a y son continuas en a™t, es decir

lm f(z) = f(a) =0; lim g(x) = g(a) =0,

z—at z—at
se cumple
!
i L0 L)
z—at g (l‘) z—at g([E)

b) Si fy g se anulan en by son continuas en b~, es decir

lim f(x) = f(b) =0; lim g(z) = g(b) =0,

x—b— z—b—
se cumple
f'() (z)
lim &= =v= lim —/= =
e—b- ¢ () e—b- g(x)

c) Si lim f(z) = lim g(x) = o0, se cumple
z—a™t z—at

lim &:7: lim M:fy
z—at g (]}) z—at g([L’)

d) Si lim f(z)= lim g(x) = o0, se cumple

r—b— T—b~

()

!
tim L&) ) g L8
e—b— g () e—b— g(x)

En los cuatro casos, si existe el limite del cociente de derivadas, existe el del cociente de funciones
y toma el mismo valor.

El teorema se ha enunciado para limites laterales. En el caso (habitual) de que busquemos el
limite en un punto ¢ cualquiera de un intervalo, consideraremos un intervalo a la derecha y otro
a la izquierda de ¢, (¢,c+09) y (c—0, ¢). Si en ¢ existe el limite del cociente de derivadas, existirdn
los limites laterales en ¢ y en ¢, por lo que, aplicando el teorema en ambos intervalos, resulta:

lim &:7: lim @:
. z—ct (g (l’) z—ct g(l’)
1 f,(x)zy: >:hmM
2 () o g(a)
T LN (C)
L T—c™ ( (ZL‘) r—c— g(ﬂ?) )

El hecho de que no exista el limite del cociente de derivadas no supone que no pueda existir el
del cociente de funciones buscado. Asimismo, si el limite del cociente de derivadas sigue siendo
indeterminado, puede volverse a aplicar L’hopital, si se siguen cumpliendo las condiciones del
teorema para el cociente f'/¢" (se muestran ejemplos de ambos casos en un documento de apoyo).
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Demostracién para el caso a). (Indeterminacién tipo 0/0, con limite en a™).

Dado (a,b), elegimos un z € (a,b) cualquiera. Se cumple:
1. ¢ # 0 en (a,x) pues se cumple en (a,b) por hipdtesis.

g(x) # g(a) pues, si fuera g(x) = g(a), por el teorema de Rolle existirfa un £ € (a,x) tal
que se anularia ¢’(£), lo cual no puede ocurrir por hipétesis.

Entonces, por el Teorema de Cauchy, existird un £ € (a,x) tal que

f(ﬂﬁ)—f(@)_f’():> flx) [

g(x) —gla) g€ ~ gl@)  J©)

por ser nulas f y g en a. Es decir, el cociente de funciones en el punto x vale lo mismo que el de
derivadas en un punto ¢ € (a, z).

Como la igualdad se verifica Yz € (a,b), tomamos limites cuando x — a*t. Al ser £ € (a,z), si
x — a’, también se cumplird £ — a™, por lo que
!
f@) o O

lim —*% =
v—at g(x)  emat g'(8)

Entonces, si existe limite del cociente de f'(z) y ¢'(z) (x — a¥), existird y valdrd lo mismo el

del cociente de f'(&) y ¢'(€) (§ — a™), de donde:

Jm, J (z) = Jm, G et 9(x)

Ejemplo. Calculamos el limite del cociente de Inz y sen(x — 1) cuando z — 1:

Inz  si3,, (Inz)’ , 1/x 1
m—7F— = lim ————— = 1im = =1
e—lsen(x —1)  o=1[sen(x —1)] a—1lcos(x —1) cosO

7. Derivadas sucesivas

Si una funcién f es derivable en el intervalo I, podemos calcular la expresion f” de su derivada
en un punto genérico. Entonces decimos que f’ es la funcién derivada primera de f en [.

Si existe la derivada de la funcién f" en a € I, se le llama derivada segunda de f en a, f”(a).
Y si esto ocurre en x, Va € I, f”(x) sera la funcién derivada segunda de f en [.

Generalizando lo anterior, obtenemos la funcion derivada n-ésima de f, que expresamos
mn

como f" o en la forma alternativa —-=.
dx™

,df

F=

"o d /_d2f
o= %(f)—@
m o d //7d3f
U= %(f)—@
oy A
= dx(f 1)7d31:”
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Ejemplo 1. Funcién exponencial y = a?*, a > 0, p € R.

Yy = d”plna
y// = P p2 (ln CL)2
y(” = a”p" (Ina)"
Ejemplo 2. Funcion y = senz.
, s
Yy = CcOoST = sen <x+ 5)
y" = cos(z+ g) = sen (x +2 g)

o T
Y = sen<x+n§>

Ejemplo 3. Potencia de un binomio y = (ax + b)™, m € Z.

Distinguimos tres casos: m mayor, menor o igual que 0.

a) m > 0, es decir potencia de exponente natural.
Y = m(az+b)" " a

Yy = m(m—1)(ax+b"?a?

m(m-—1)---(m—n+1)(ax+b)""a" n<m
0 n>m

Observamos que la derivada m-ésima es constante y las siguientes son nulas.

b) m < 0. En este caso, el exponente m — n no llega a anularse, por lo que la derivada no
llega a ser constante, como en el caso anterior. Entonces

y"=m(m—1)---(m—n+1)(ax+b)" "a", ¥n € N 9)
c¢) m = 0. En este caso, la funcién es constante y sus derivadas nulas.

Caso particular. A partir de la potencia de un binomio con m € Z~, obtenemos la derivada

n-ésima de y = 1/(z — ¢). Para ello, haciendo en la férmula (9) m = —1, a = 1, b = —¢, resulta:
(n n
1 . (=1)"n!
=(=1)(=2)---(=1— 1 —e)y = A
(=) ey -t = 2

Ejercicio. Obtén la derivada n-ésima de la funcién f dada por un cociente de polinomios:

2241

=755

cuyo resultado es
5 2

f(n<x) = (=1)"n! (z — 2)n+1 - (z — 1)n+1
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8. Desarrollos limitados de Taylor y MacLaurin

Nuestro objetivo es aproximar una funciéon f cerca de un punto a por medio de un polinomio,
de modo que la aproximacién sea mejor cuantos mas términos tenga el polinomio. Para ello,
obtendremos el polinomio cuyas sucesivas derivadas en a coinciden con las de la funcién.

8.1. Desarrollo limitado de Taylor de orden n
Sea una funcién f(z), n veces derivable en a, lo que equivale a decir n — 1 veces derivable en
un entorno U, de a y n veces en a.
a. Polinomio de Taylor de grado n en a
Tomamos un polinomio de grado n y coeficientes indeterminados, en potencias de (z — a).
Py(z) = ag+ai(z —a) +az(z —a)* + ... ap(z — a)”

Para identificar los coeficientes, calcularemos sus derivadas sucesivas, igualandolas a las corres-
pondientes derivadas de f(z) en a. Es decir

P,(a) = f(a), P)(a)= f'(a), Pl(a)=f"(a), ... PTE”(a) = f"(a) (10)
Asi pues
P () = ap+ai(z—a)+as(z—a)’+-+ay(z—a) — P,(a) =ap = f(a)
Pl(z) = op+2as(x—a)+-+nay(er—a)"! = P/(a) =ay = f'(a)

P'(z) = 2a3+-+nn—1)a,(z—a)"?= P!(a) =20y = f(a) = oy =1/2f"(a)

P"z) = nn—1)1-a, =nla, = P"(a) =nlay,, = f"(a) = |an,= % ™ (a)
con lo que obtenemos el polinomio de Taylor de grado n en a:
Po) = f@+ L= Faema) | e o)
b. Término complementario
Es la diferencia entre f(z) y P,(z). Sera derivable tantas veces como lo sea f.
T(x) = f(x) — Pa(x) (11)

c. Orden de aproximacion

El término complementario es el error cometido al tomar P,(z) como valor de f(z) y es un
infinitésimo de mayor orden que (r — a)", es decir que el cociente de ambos tiende a 0,
cuando  — a.

Demostracién. Teniendo en cuenta la igualdad (10) de las derivadas de f y P,(x) y la defi-
nicién de T, (z) (11), resultan nulas sus n primeras derivadas en a:

Pu(a) = f(a) = Py(a) - f'(a) = ... = P{"(a) = f®(a) = 0

T () = f*(z) — P¥(2), k=0,1,...,n
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Entonces calculamos el limite
. T (x)
lim ———
r—a (:L’ — (L)
que es una indeterminacién de tipo 0/0. Aplicando la regla de L’hopital, las derivadas de nume-
rador y denominador tienen también limite nulo y obtenemos otra indeterminacién del mismo
tipo. Repitiendo el proceso n — 1 veces resulta:
T.(z) sis T)(x) i3 T) (x) $i3  si3 T (2)

glcl—rg(x—a” - :}:lg}zn(x—a)"_l N ilg‘lln(”—1)(55—@)”_2 - };I_If}ln[(x_a)

(12)

Hemos supuesto que f es n — 1 veces derivable en U,, luego no podemos derivar 7" (x) fuera

de a. Sin embargo, puesto que T, 7Sn_l(a) es nulo, lo restamos en el numerador, obteniendo la
derivada de T"~!(z) en a, que es también nula:

— — lim = n = =0 (13)

Este resultado se puede expresar como

To(x) = o(x —a)"

y podemos escribir la funcién f(z) como suma del polinomio que la aproxima més el error
cometido en dicha aproximacion, lo que se conoce como desarrollo limitado de Taylor de
orden n en a.

f@) = B@) + 1) = @Y 4 1) sendo i T2

P Z! n—oo (l‘ — a)n

=0

Se demuestra que, si f(x) admite un desarrollo limitado de orden n en a, éste es unico.

d. Significado geométrico de los tres primeros sumandos del desarrollo

1. y = f(a) es la ecuacién de la recta horizontal que pasa por el punto P(a, f(a)).

2. y= f(a) + f'(a)(z — a) es la ecuacién de la tangente a la curva y = f(z) por el punto P.

1
3. y=fla)+ f'(a)(x—a)+ af”(a)(x —a)? es la ecuacién de la pardbola tangente a la curva

y = f(z) por el punto P. '
Nota. Existen infinitas pardbolas tangentes a y = f(x) por un punto, pero la de Taylor es la
de mejor aproximacién de todas ellas. De hecho, si y = f(x) corresponde a la ecuacién de una

parabola, la que se obtiene con la formula de Taylor es la misma.

Ejemplo. Siy = 2%+ 2+ 1, obteniendo f(1), f/(1) y f”(1), la pardbola de Taylor para a = 1
es y=(xr — 1)+ 3(x — 1) + 3, que operando se convierte en y = 2% + x + 1.

Ejercicio. Obtén la pardbola de Taylor para a = 1 de y = 222 — 1.
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8.2. Desarrollo limitado de MacLaurin de orden n

Es el caso particular del desarrollo de Taylor para a = 0.

(0 an 2 (”0 n
f(1!)x+f (2!)$ +"'%+T"(x)

En las siguientes figuras se observan la curva y = €% y la aproximacién obtenida al ir aumentando
el nimero de términos del desarrollo de MacLaurin. A la izquierda se representa la funcion. En
el centro, los polinomios P; (recta tangente) y P, (pardbola tangente). A la derecha se aprecia
la casi total coincidencia de f(z) con Ps, en el intervalo [—3, 3].

Figura 4: a) Funcién f(xz) = €*; b) Aproximacién con Pj, P»; ¢) Aproximacién con P.

A continuacién se muestran los primeros términos de los desarrollos de las funciones que utili-
zaremos con mas frecuencia.

1
1. =l4+a+22+22+22+ ...
1—2z
1 2 3 4
2. =l—-z+zx*—z>+2*—...
1+z
2 e 22 3 gt
. = +I+§+§+Z+...
A
4. In(1 = —-——=4+—=——+4 ...
n(l+z)=uz st3 -7t
R
5senx:$—§+a—ﬁ+
2 at 1S
GCOS$:1_§+Z_E+

8.3. Término complementario de Lagrange

Existen distintas expresiones para el término complementario. Una de las mas utilizadas es
la debida a Lagrange, que se demuestra suponiendo f derivable n 4 1 veces en un entorno de a
y aplicando repetidamente el teorema de Rolle. La expresion de T,,(z) es

7€) e — )
(n+1)!

T.(z) = €€ (a,x)

De £ sélo sabemos que es un valor intermedio entre a y x, si x esta a la derecha de a, o entre
x 'y a, en caso contrario. Por ello, no podemos conocer el valor exacto del error cometido, pero

si un valor aproximado o bien una cota del error.
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Ejemplo. Sea f(z) = €. Escribiendo la férmula del término complementario para f con a = 0
y teniendo en cuenta que 0 < £ < x y que €* es estrictamente creciente, resulta:

f(n+1(€) anrl 65 anrl e xn+1

L&) = DT T mr ) S D)

con lo que hemos obtenido una cota del error. Si hacemos n = 9, lo que equivale a tomar los
10 primeros términos del desarrollo, podemos calcular una cota superior de T,,(z) para distintos

valores de z:
siz=1, T,(r)<8-1077

= (siz=2, T,(zr)<2-1073
six=05, T,(xr) <400

ea: xlO
10!

T.(z) <

lo que nos indica que la aproximacion es inexistente para x = 5, ya que el error cometido es
superior al valor de la funcién (€5 ~ 148). En este caso, para que el error cometido en la
aproximacioén sea aceptable (p. ¢j., menor que 1073), tendremos que tomar mas términos.

Escribiendo la condicién para x = 5 y procediendo por tanteo, resulta

65 5n+1

——— <107 =n=21
(n+1)!

lo que exige utilizar 22 términos del desarrollo. En este caso, Tp,(x) < 3.15- 107

Ejercicio. Repite el procedimiento con la funcién y = sen x.

8.4. Teorema del extremo relativo
a. Definicién de extremo relativo

Dada f : I — R, decimos que tiene en a € I un méximo relativo (o local) si y sélo si existe
un entorno de a en el que los valores de la funcién son menores o iguales que f(a), es decir

EIUa/Vm ceU,NnI, f(x)< f(a)
Para minimo, la condicién es la misma, usando el simbolo >. Para méaximo y minimo en sentido

estricto se utilizan < y > respectivamente y usamos un entorno reducido U} (no incluye a a).

(Las condiciones para que una funcién tenga extremos absolutos —o globales— son andlogas,
considerando todo el dominio en lugar del entorno de un punto).

Nota. Los extremos relativos no tienen por qué estar en puntos con derivada nula; de hecho, ni
siquiera es necesario que f sea derivable en esos puntos. Por ejemplo, en el intervalo I = [—1, 1],
la funcién y = x tiene extremos en x = 41, y su derivada vale 1 en todo I, mientras que la
funcién y = |z| tiene un minimo relativo en z = 0, donde no es derivable.

La siguiente propiedad muestra la relacién entre los extremos relativos de una funcién diferen-
ciable y los puntos de derivada nula.
b. Teorema

Sea f : I — R, derivable en a, punto interior de I. Si f tiene un extremo relativo en a,
entonces f'(a) = 0.
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Demostracién para el caso de maximo relativo. (Para un minimo es andloga).
La funcion f es derivable en a, interior, por lo que tiene derivadas laterales. Calculamos la

derivada en a™: fas b — f(@
, a+ — fla
f'(a™) = lim
h—07+ h
Como en a existe un maximo relativo, en un cierto entorno U, de a, el numerador serd menor
o igual que 0, mientras que el denominador h es positivo. Luego el cociente serda menor o igual
que 0 y su limite cuando h — 0" también. Entonces

f'a™) <0

Por otra parte, la derivada en a™ es

) — 1 SR~ f@)

h—0— h

En este caso, el numerador seguira siendo menor o igual que 0 en el entorno U, de a, mientras
que el denominador h es negativo. Por tanto, el cociente sera serda mayor o igual que 0 y su limite
cuando h — 0~ también. Entonces
flla”)=0
Como la funcién es derivable en a, las derivadas laterales coinciden, de donde
fla®) =f'(a”) =0= f'(a) =0
c. Localizacion de los extremos relativos.

Hemos visto que, si la funcién tiene un extremo en un punto interior donde es derivable,
f'(a) = 0. Tendremos también que analizar los puntos que antes hemos descartado. Como
conclusion, los posibles extremos relativos de f se encuentran en:

- Puntos interiores en los que f' = 0 (puntos criticos).
- Los extremos del intervalo.

- Puntos en que f no sea derivable.

8.5. Aplicaciones del desarrollo de Taylor
a. Estudio de una funcién en el entorno de un punto. Maximos y minimos

- Si una funcién es suficientemente derivable, a partir del desarrollo de Taylor se puede
estudiar su comportamiento en el entorno de un punto y, en particular, obtener sus extremos
en puntos interiores del dominio. Sea el desarrollo de f(z):

! — " —q)2 " DAY

o) = flay+ L@@ =a) | @)@ —a) | e —a)
1! 2! 3!

- Si f'(a) =0y z estd muy cerca de a, el comportamiento de y = f(x) viene dado aproxi-

madamente por el de y = f(a) + 3 f"(a)(z — a)?® (los siguientes términos son infinitésimos
de orden superior).

Su gréfica es una pardbola con el vértice en x = a. Si f”(a) > 0, tenemos un minimo en
r=ay,si f’(a) <0, un maximo.

- Si, ademds, f”(a) =0, cerca de a la funcién se comporta como y = f(a)+¢f"(a)(z—a)?,
que corresponde a una cubica con un punto de inflexién en x = a.

Esto significa que, si f”'(a) > 0, la derivada primera (nula en a) deja de decrecer y empieza
a crecer. Si f"”(a) < 0, sucede lo contrario.

Consecuencia geométrica: en x = a el centro de curvatura cambia de lado.
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Ejemplo 1. y =22 —x + 1. Se cumple f’(%) =0, f”(%) = 2 = minimo (f(%) = 3/4).
Ejemplo 2. y = 82% — 1222 + 62 — 1. Ahora f’(%) = f”(%) =0, f” #0 = p. de inflexién.

Nota. Que exista un punto de inflexion no significa necesariamente que la tangente a la curva
sea horizontal. Por ejemplo, estudiamos la cibica y = f(z) = 2* + kx, que pasa por el origen.

Como f”(0) = 0, f”(0) = 6 # 0, la curva tiene un punto de inflexién en x = 0. Pero al ser
f'(0) =k, en el origen la pendiente de la tangente es f/(0) = k.

b. Equivalencias de infinitésimos

A partir de algunos desarrollos se deducen equivalencias ya conocidas, eliminando en los
desarrollos infinitésimos de orden superior:

2

- r T : 1
1.6—1+ﬂ+§+"':>6 1~z
x? a3

2.1n(1+:p):m—5+§—---:>1n(1+x)~x

23
3.senx:x—§+---:>senx~m

x? ot x?
4.cosx:1—§+z—---:>1—cosx~5

c. Suma de series

Dando valores a x, podemos obtener la suma de series numéricas. Por ejemplo, haciendo
x =1 en los desarrollos de €* y arctan x, obtenemos:

L er =1 T x? =1 1 1 1 _e_1

. = +ﬂ+§+”.:>ﬂ+a+§+“'_ —
2. arct $3+x5 ez 11 T
carctany = — — + — — - - a2
3 5 3 5 4

d. Calculo aproximado de integrales definidas

Obtenemos el valor aproximado de la integral siguiente, con error ¢ < 10~*, tomando los 3
primeros términos del desarrollo del seno.

Lsenz 1x—z—3+£ 1 2 zt 3 xz° !
dr ~ | —3 51 g :/ -4 " Jde=o—"+-"—] =0.9461...
/0 P /0 z LN T T120)™ T T 1R T oo |,

8.6. Desarrollos deducidos de otros

Sean f,g € F(I,R), definidas en un entorno del origen, que admiten desarrollos limitados de
Taylor de orden n en el origen. Sean p y ¢ sus polinomios. Entonces (J. Burgos, p. 241):

a) La funcién |af + g, o, € ]R‘ admite desarrollo limitado de orden n en el origen, siendo
su polinomio la combinacion lineal de polinomios ap + Aq.

b) La funcién admite desarrollo limitado de orden n en el origen. Su polinomio se
obtiene multiplicando p - ¢ y eliminando los términos de grado superior a n.
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c) Si g(0) # 0, la funcién | f/g| admite desarrollo limitado de orden n en el origen. Su

polinomio se obtiene dividiendo p/q segun potencias crecientes hasta el grado n inclusive.

d) Si f(0) = 0, la funcién compuesta admite desarrollo limitado de orden n en el
origen. Su polinomio se obtiene eliminando los términos de grado superior an en gop. El
polinomio g o p se calcula sustituyendo la variable de ¢ por el polinomio p.

e) Si F es primitiva de f, entonces admite desarrollo limitado de orden n+ 1 en el origen,
siendo su polinomio P la primitiva de p. La constante de integracion se determina haciendo
que la funcién y el polinomio valgan igual en el origen, P(0) = F(0).

Ejemplo. Sean las funciones f(x) =senz y g(x) = cosx, cuyos polinomios son

3 2P 2 2t

PS(ﬂf):x—ngaa CI4(37):1—§+E

1. Polinomio de Taylor de grado 5 de h(z) = sen2x = 2senx cos z.

3 5 2 4
x x x T 4 4 1 1
() qz) =2(r— 2+ = ) (1= + = ) =20 — 2P+ —2® — —2T+ ——2% =
p(e) - alx) (x 3!+5!)( 2!+4!) R R T T A VT
4 4
— 9 — 3 0
r5(z) = 2z 5% +15
2. Polinomio de Taylor de grado 5 de h(x) = tanxz = senx/ cos z.
3 5
o
- =+ = 3 3
ple) _ "7 31 Tl x 2 5,19 4 x 2 5
= S} I = =+ =+ —
a@) | TR TEY et T rs(z) = w4 5+ u
oo Tyl

3. Polinomio de Taylor de grado 5 de h(x) = seny|,_,,. Sustituyendo, en el polinomio del
seno, la variable y por 2z, obtenemos el mismo resultado del caso 1 (obviamente, el poli-
nomio de la funcién y = 2z es 2x).

rs(z) = 2z —

4. Polinomio de Taylor de grado 5 de f(x) = sen .

2 2t 3 b
senx—/cosxdxép(x)—/<1—§—|—Z> dx:x—§+§—|—k;

Como p(0) = sen(0) = k = 0. Entonces |ps(z) =2 — — + — |

9. Representacién de curvas

Resulta de gran utilidad saber representar graficamente funciones expresadas en coordenadas
cartesianas explicitas, asi como curvas en coordenadas paramétricas o polares. Se recomienda
consultar el documento de apoyo “Apuntes de dibujo de curvas”, donde se dan unas nociones
breves para la representacion grafica de curvas, acompanadas de ejemplos y ejercicios propuestos.
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10.

Ejercicios de autoevaluacién

10.1. Tests verdadero/falso

Test
1.

2.
3.

10.

11.

12.

Test

1 Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

Sean f, g definidas en I. La relacién f < g <= f(x) < g(x), Vx € I es de orden parcial.
Sea ACRy f:A— R.Sim=inff(x) en A, entonces Vp > m, EaEA/f(a) < p.
La funcién f(x) = € * puede descomponerse en la suma de una funcién par y otra impar.

Si I{xn},en / lim 2, = a, pero lim f(z,) # ¢, entonces la funcién f no tiene limite ¢ en
T =a. n—oo n—oo

Si lim f(z) = ¢ € R, f esta acotada en todo entorno V.
r—a

Si lim f(z) = ¢ € R\ {0} y limg(z) =y € R, entonces lim f(x)?® = .
r—a r—a

Tr—a

La funcién f(x) = 1/23 4+ 23 es un infinito, tanto para z — 0, como para x — co.

Si f1 ~ fa,g1 ~ g2 en a, entonces f{' ~ f§? en a.

. La funcién parte decimal, f(z) = x — E(x), tiene limites laterales distintos en el origen,

por lo que presenta en este punto una discontinuidad evitable.

Sean las funciones potencia de exponente racional positivo (xm/ "om/n € @+) y potencia
de exponente irracional positivo (2%, a ¢ @, a > 0). Ambas son continuas en R.

Toda funcién continua en un intervalo cerrado esta acotada, por lo que tiene supremo e
infimo. No siempre tiene maximo y minimo.

Toda funcién continua en un intervalo acotado I es uniformemente continua en I (teorema
de Heine).

2 Decide si las siguientes afirmaciones son correctas o no.

. Seaa €I =(a,B) CR.Sila funcién f es continua en I, derivable en I\ {a}, y 3 lim f'(x),
T—a

entonces [ es derivable en a y se cumple que f’(a) = lim f'(x).

r—a
La diferencial del producto de f y g es el producto de las diferenciales de las funciones.
() =2"(1 + Inx).

f'>0en I siysélosi f es estrictamente creciente en I.

/
Si f y g son infinitos en a, entonces lim Lx) = lim f/ (x)
T—ra g(l‘) T—ra g (I‘)

. El término complementario 7,(x) = f(z) — P,(z) es un infinitésimo de orden n.

. Sea f : I — R. Los extremos relativos de f en [ se encuentran sélo en los puntos de

derivada nula o los extremos del intervalo I.

Si f y ¢g admiten desarrollo limitado de orden n en el origen, f - g admite desarrollo de
orden n en el origen. Su polinomio se obtiene multiplicando los polinomios de f y g y
eliminando los términos de grado superior a n.

1
. La funcién 2® + — es un infinito (en el origen) y un infinitésimo (para x — oo).
T

Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 103



10.2. Cuestion

Se pide obtener un valor aproximado para /627, utilizando para ello el concepto de diferencial
y sabiendo que 25% = 625.

10.3. Solucién de los tests verdadero/falso

Test 1

1.

10.

11.

12.

V. La relaciéon asi definida cumple las propiedades Reflexiva, Antisimétrica y Transitiva.
Pero, dadas dos funciones cualesquiera, no tienen porqué ser los valores de una de ellas
menores o iguales que los de la otra para todo punto del dominio, por lo que no tiene
porqué existir una relacién de orden entre ellas (ver apdo A.1 del tema).

. V. Lo demostramos por reduccién al absurdo. Supongamos lo contrario, es decir que 3p >

m /Va € A, f(a) > p > m. Entonces m no es el infimo (la mayor de las cotas inferiores)
pues p es una cota inferior mayor que m.

. V. Toda funcién definida en un dominio simétrico admite la descomposicién f(z) =

1 1
§<f(x) + f(—x)) + §<f(x) - f(—m)), siendo el primer sumando una funcién par y el

segundo una impar. Por ejemplo, si f(x) = €%, resulta €* = coshz + senhz, Vz € R.

. V. Es consecuencia de la relacion que existe entre el limite funcional y el limite por suce-

siones (ver apdo. B.4 del tema).

. F. La propiedad 2 de los limites establece que f esta acotada en un cierto entorno reducido

de a, lo cual no asegura que lo esté en cualquiera. Ej. f(z) = 1/x tiene limite 1/2 en z = 2
y estd acotada en Uy = (1,2) U (2,3) pero no lo estd en V5" = (0,2) U (2,4).

. F. Para ser cierto, debe cumplirse ¢ > 0.

. F. f es un infinito para x — oo. En el origen no es un infinito pues no tiene signo constante

al acercarse a 0. En efecto, siz — 07, f — ooy, siz — 07, f — —o0. S6lo podemos
afirmar que |f| — oo cuando x — 0. En cambio g(z) = 1/2? + 2 sf serfa un infinito en el
origen (y también para z — 00).

. F. No podemos asegurarlo. Ej. fi = fo = €; g1 = 2> + x, g = 2. Cuando x — 400 el

cociente entre f{' y f5* tiende a oc.

. F. Si los limites laterales existen y no coinciden, como en este caso, decimos que la discon-

tinuidad es no evitable (o esencial), de primera especie o de salto finito.

F. La funcién 2™/™, m/n € Q* existe y es continua en R, si n es impar y sélo en RT U {0},
si n es par. La funcién 2%, a ¢ Q, a > 0 existe y es continua s6lo en RT U {0}. No tiene
sentido un nimero negativo elevado a un exponente irracional.

F. Por el teorema de Weierstrass (teoremas de las funciones continuas), toda funcién
continua en un intervalo cerrado alcanza en él un maximo y un minimo.

F. El teorema de Heine sélo asegura la continuidad uniforme de una funcién continua en
un intervalo cerrado. Ej. f(z) = 1/x no es uniformemente continua en el intervalo acotado
(0,1).
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Test 2

1. V. Ver apdo. D.5 del tema (La derivada como limite de derivadas).

2. F.d(f-g)= fdg+ gdf.
3. V. (2 =z '+ 2"Inz = 2"+ 2" Inz = 2°(1 + Inx).

4. F. Ver apdo. D.4.4 del tema (teoremas del valor medio). Contraejemplo: la funcién y = x°

es estrictamente creciente pero tiene derivada nula en z = 0.
x
5. F. Por la regla de L'Hopital, si lim — = «, entonces existe lim u =«
Tr—a g (x) r—a g((L‘)
Pero puede no existir el primer limite y si el segundo (ver apdo. D.6 del tema y un
documento de apoyo).

6. F. El término complementario 7,(x) es un infinitésimo de orden superior a n. Ver apdo.
D.8.1 del tema (Desarrollo limitado de Taylor).

7. F. Puede haber extremos en puntos donde la funcién no es derivable. Ej: la funcién y = |z|
en z = 0.

8. V. Ver apdo. D.8.6 del tema (Desarrollos deducidos de otros).

9. F. Es un infinito, tanto en el origen como para x — oc.

10.4. Solucion de la cuestion

La condicién que debe cumplir la funcién f para ser diferenciable en a es:

f(@) = fla) = [f'(a) + ez — )] (z — a) = f'(a) (+ —a) + £(z — a) (v — a)
donde ¢(z — a) — 0 cuando z — a.

Si una funciéon es diferenciable, podemos aproximar el incremento de f entre dos puntos por
medio de la diferencial, despreciando infinitésimos de orden superior al de (z — a):

f(x) = f(a) = df (a) = f'(a) (x — a)

Entonces, haciendo f(x) =+/z, f'(z) = ﬁ, xr = 627, a = 625, tendremos:

1
2v 625

Dicho de otro modo, hemos sustituido el valor en el punto x de la funcién f por el de la recta
tangente —en el punto a— a la curva y = f(z):

f(@) = f(a) + f'(a) (z — a)

V627 — V625 = 2=0.04 = V627 = 25.04

Nota: El valor exacto de v/627 es 25.039968... El error relativo cometido al aproximar el valor
del incremento por el de la diferencial es:

~0.04 —0.039968

L,
0.04

100 = 0.08 %
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Tema V. Calculo de primitivas usonze

1. Introduccién y conceptos basicos

Este tema estd pensado como un apoyo a las clases practicas de calculo de primitivas, recor-
dando algunos conceptos e introduciendo técnicas que permiten resolver integrales indefinidas.

En primer lugar se recuerdan muy brevemente algunas ideas basicas sobre funciones trigo-
nométricas y logaritmicas. Luego se definen las funciones hiperbédlicas y sus inversas, de mucha
aplicacién en el cdlculo de primitivas (en el precurso de Matematicas puede verse un estudio algo
mas detallado de estas cuestiones).

A continuacién se definen los conceptos de primitiva y de integral inmediata y se introducen
los cambios de variable. Tras describir el método de integracién por partes, se aplica este a las
formulas de reduccion. Por tltimo se exponen las técnicas habituales para resolver integrales
racionales, trigonométricas e irracionales.

1.1. Funciones trigonométricas

a) Definiciones. A partir del seno y el coseno, se definen la tangente, la cotangente, la secante

y la cosecante:
sen x CcosS T 1 1

tanx = ; cotanz = ; secr = ; cosecr =
CcOS T sen x CcOS T sen x

b) Seno, coseno y tangente del angulo suma y del dngulo doble.

1. sen(z +y) = senx cosy + cosxseny = sen 2x = 2 sen T COS .
2. cos(z +y) = cosxcosy — sen T seny = cos 2r = cos> x — sen? .

3 taﬂ($+y)=w:---: tane Ftany . oop - 20T
' cos(x + ) 1 —tanztany 1 —tan2z’

c) Derivadas del seno, el coseno y la tangente.

(senz) = cosw; (cosz) = —senx; (tanz)" = =1+tan’z
2
cos? x
d) Algunas relaciones entre funciones trigonométricas.
2 2. 1. 2, _ : 2, _
sen“x 4 cos“z = 1; 2sen“r =1 — cos2z; 2cos“r =1+ cos2x

1.2. Logaritmo neperiano
Son muy importantes las férmulas de los logaritmos del producto, cociente y potencia.

Inzy =Inz+Iny; In(z/y) =Inz —Iny; InzY =ylnzx

2. Funciones hiperbdlicas

2.1. Definiciéon

Las funciones hiperbdlicas se definen a partir de la funcién €*.

e —e° e+ e7® senhz €*—e° €21
senhr = ——— coshry = ———; tanhx = = — = —
2 2 cosh x e+ e” e +1
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2.2. Funcion par e impar

Las siguientes propiedades, de facil comprobaciéon, muestran que el coseno es una funcién
par, mientras que el seno y la tangente hiperbdlicos son impares (igual que en funciones trigo-
nométricas).

senh(—z) = —senh(x) ; cosh(—x) = cosh(zx); tanh(—x) = — tanh(x)

2.3. Relacion entre el seno y el coseno hiperbdlicos
Es similar a la que existe entre el seno y coseno trigonométricos.

N 2 N 2
cosh? r — senh?z = (%) — (T) —...=1

2.4. Seno, coseno y tangente hiperbdlicas de = + y
a) senh(z + y) = senh x cosh y + cosh x senh y = senh 2z = 2senh x cosh .
b) cosh(z 4 y) = cosh z coshy 4 senh x senh yy = cosh 2z = cosh® z 4 senh® z.

c) tanh(z +vy) = senh(z +y) R — tanh + tanh y s tanh 22 — 2tanh z
cosh(z +y) 1 + tanhz tanhy 1+ tanh’z

2.5. Derivadas de las funciones hiperbdlicas

A partir de la definicién de estas funciones se obtienen sus derivadas (compruébese).

1
(senhz)" = coshz; (coshz) = senhu; (tanhz) = -+ = 2 1 — tanh®
cosh” x

2.6. Funciones inversas

Nocién intuitiva. Toda funcién f asocia, a cada valor = de la variable independiente, un valor
y = f(z) de la variable dependiente. La funcién inversa de una dada recorre el camino contrario,
asociando a cada y el correspondiente valor x = f~!(y). Por ejemplo, si f asocia a cada z el
valor y = 2z, la funcién inversa f~1 asocia a cada y el correspondiente valor x = y/2.

Un modo practico de obtener la funcién inversa de una dada consiste en despejar la variable x
en funcion de la y, para a continuacién permutar entre si los nombres de las variables x e y. Por
ejemplo, si f asocia a cada z el valor y = 22,

_ _ 2 _ _ r—1 _
y=flr)=2"=z2=\y=y=[f"'(z)=Vr
La inversa de la funcion “cuadrado” es la funcién “raiz cuadrada’.
Ejemplo. Funciones trigonométricas inversas y sus derivadas. Las funciones inversas
de las tres trigonométricas principales son, respectivamente, el arco seno, el arco coseno y el arco

tangente, cuyas derivadas se muestran a continuacién (en el tema IV se estudia el modo general
de obtener la derivada de la inversa de una funcién cualquiera).

1 1 1
N ; (arccosz) = Vi ; (arctan z)" = e

Relacién entre las graficas de una funciéon y su inversa. Las graficas de una funcién y
su inversa son simétricas respecto a la bisectriz del primer cuadrante (razénese como ejercicio).

(arcsenz)’ =
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2.7. Funciones hiperbdlicas inversas

a) Argumento seno hiperbdlico. Dada y = senhz, su funcién inversa es y = argshz
(argumento cuyo seno hiperbdlico es x).

Para trabajar mejor con ella, la expresamos en forma logaritmica. Para ello partimos de la funcién
y = argsh z, despejamos la variable x y utilizamos la definicién de la funcién seno hiperbdlico.

ey — eV
y:argshxﬁx:senhy:TiQx: er—ev

Multiplicamos por €Y ambos miembros y resolvemos una ecuaciéon de segundo grado en €Y.
206 = (/) —1= (&)’ =226 —1=0= €& =z + Va2 +1

Por fin obtenemos y como el logaritmo neperiano de lo anterior. Para el signo + delante de la
raiz, la expresion toma valor positivo V. En cambio, para el signo — su valor es negativo sea
cual sea el valor de z, por lo que ningin valor de y es solucién de la ecuacién. Resulta

y:1n<x+\/x2+1>, z € (—00,00)

b) Argumento coseno hiperbdlico. Repetimos los pasos del apartado anterior. Partiendo
de la funcién argumento coseno, despejamos la = en funcién de €Y.

eV 4 e
y = argche = x© = coshy = +T:>2x: e+ eV

Multiplicamos por €Y y resolvemos.
206 = (€)Y’ +1= (&'’ — 226/ +1=0—= €& =z + V22— 1

La rafz existe sélo para 22 > 1, es decir # > 1 0 2 < —1. Para v < —1, €¥ < 0, por lo que no
hay solucién. Para x > 1, €Y toma valor positivo para ambos signos de la raiz y de cada uno
resulta un valor de y solucién de la ecuacién. Tomamos sélo el signo positivo por tratarse de una
funcion, pues cada x puede tener sélo una imagen. Resulta

?J:1H<$+Vx2—1>, z € [1,00)

Ejercicio. Obtén la relacion entre los valores de y correspondientes a los dos signos de la raiz.
. Puedes relacionar el resultado con las propiedades de la grafica de la funcién inversa?

c) Argumento tangente hiperbdlica. Partimos de la funcién argumento tangente, despe-
jando x en funciéon de €Y y multiplicando numerador y denominador por €Y.
ey —ev  ew-—1

Yot = e m MY T oy e T e

Resolvemos la ecuacién de segundo grado

1+«
11—z

z(€Y+1)=€"-1= %=

y tomamos logaritmos.

2 l—=x

1 1 1
y:—ln( +x>:ln —HU, re(—1,1)

Ejercicio. Razona los campos de existencia indicados en los apartados b) y ¢).
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2.8. Derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas

Para obtener las derivadas de estas funciones, las expresamos en forma logaritmica y deriva-
mos por el método habitual.

;o (VT 1) 1

T+ Va? +1 22+1

/_($+\/£L'2—1)/ . 1
r+vVrz—1 Vaz —1

1 1+2\]" 1/1+z\ [(1+=x 1
th r=—11 = — : = —
c) (argtha) 2 {n(l—x>} 2 <1—a:) (l—x) 1 —a?

3. Funcion primitiva. Integrales inmediatas

a) (argshz) = [In (z 4+ Va2 +1)]

b) (argchz) = [In (z + Va2 —1)]

Los conceptos de funcién integral e integral definida se veran con detalle mas adelante,
tras haber estudiado funciones y sus derivadas. De momento introduciremos de modo simple la
primitiva de una funcién, también llamada integral indefinida.

3.1. Primitiva de una funcion

Dada una funcién f, definida en un intervalo I, llamamos primitiva suya a toda funcion F',
derivable en I, tal que su derivada coincide con f (F' = f). En ese caso escribimos

F(z) = /f(x) dx
Si C' es una constante cualquiera, derivando resulta
(F(z) +C) = F'(x) + 0 = f(x)

luego F(z) + C es también primitiva de f, por lo que F(z) + C,VC € R es el conjunto de
primitivas de f(z). Esto se expresa como

/f(x) dr = F(z)+ C

3.2. Diferencial

El factor dx que aparece en la expresion anterior se llama diferencial de x. Como se veréd en
el Tema IV, la diferencial de una funcién es igual al producto de su derivada por la diferencial
de la variable, es decir

dg(x) = g'(x) dx

Por ejemplo, la diferencial de la funcién seno es el coseno por la diferencial de x.
u =senr => du = cosz dx

De aqui resulta

F@:ﬂ@:wup/ﬂ@w:/pwmz/wup:m@:/Mm

Es decir que la integral de la diferencial de una funcién es la propia funcién. Como consecuencia,
la primitiva que buscamos es aquella funcion cuya diferencial sea el integrando, lo que sera de
utilidad en el calculo de integrales definidas.
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3.3. Linealidad de la integral

La integral de una combinacién lineal es la combinacién lineal de las integrales.
/ (af(z) + Bg(x)) dv = a/f(:v) dx + ﬁ/g(:v) dx

3.4. Integrales inmediatas

A partir de las féormulas de derivacion de las funciones méas comunes, puede obtenerse un
conjunto de integrales inmediatas que ayuda en el calculo de primitivas. Se adjunta como anexo,
al final del tema, una tabla con las 19 integrales de uso mas frecuente, la mayoria de las cuales
se recomienda memorizar.

Los ultimos tres casos tienen dos soluciones diferentes. En los dos tltimos, una de las solu-
ciones tiene un mayor intervalo de existencia que la otra.

4. Integrales semiinmediatas y cambios de variable

Llamamos integrales semiinmediatas a aquellas que se convierten en inmediatas por medio
de alguna operacion sencilla en el integrando, como utilizar la regla de la cadena o hacer un
cambio de variable. Por ejemplo, para integrar

/ sen® x cos x dx

podemos llamar w al senx, con lo que du = cosxdx. Teniendo en cuenta la primera de las
integrales inmediatas de la tabla, resulta

3 3
/sen2xcosxdx:/u2du:%: ser; 93_1_0

El anterior es un cambio de variable implicito. A continuacion se muestra uno explicito, que
permite simplificar la integral (no se resuelve completo). Haciendo = = sent y dx = costdt, y
teniendo en cuenta una de las relaciones vistas en el apartado 1.1, resulta

1 1 1
/\/1—$2d$:/\/1—sen2tCOStdt:/COSQtdt: 5/(1+cos2t)dt: §/dt+§/0052tdt

En el documento de apoyo “Introduccion a los cambios de variable” se describen con méas detalle
estos dos tipos de cambios y se muestran distintos ejemplos.

5. Integracién por partes

Partimos de la diferencial del producto de dos funciones de z, u(z) y v(x). Como se estu-
diara en el Tema IV,

d(uv) = (w)'dz = (v’ 4+ v'v)de = wv'dz + vu'dx = udv + vdu

Despejamos udv y calculamos la integral de ambos miembros. Recordando que la integral de la
diferencial de una funcién es la propia funcion, resulta

udv = d(uv) — vdu = /udv = uv — /Udu

Para aplicar el método hemos de obtener los factores u y dv, calcular a partir de ellos du y v y
sustituir. El método resultara 1util si la integral de vdu es mas sencilla de obtener que la inicial.
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6. Formulas de reduccion

1) Integral dependiente de un parametro. Sea una integral, a la que llamaremos I(n),
cuyo integrando depende de un parametro n € R. Supongamos que aplicando algiin método
(habitualmente el de integracién por partes) podemos expresarla en funcién de la misma integral,
con valores menores del pardmetro, es decir I(n) = f(I(n—1), I(n —2)...).

En este caso hemos hallado una férmula de reduccion, valida en principio Vn € R. Lo maés
frecuente serd que I(n) resulte en funcién de I(n — 1) o I(n — 2) o ambas.

Ejemplo. Sea I(n) = /ln” x dx. Sin # 0, aplicamos el método de partes. Resulta:

v=In"z=du=nln""'z—dx
X :>[(n):/m”xdx:xln”:c—nl(n—l)

dv=dr=v==x

2) El parametro es un nimero natural. En este caso, aplicando repetidamente la férmula,
obtendriamos I(n — 1) en funcién de I(n — 2), esta en funcién de I(n — 3), etc. Irfamos asi re-
duciendo el grado, llegando a I(0) o I(1). Estas se integran directamente, pues suelen ser muy
sencillas (a veces son casos particulares de la férmula general).

3) Férmula explicita. En ocasiones, reiterando el método, podemos llegar a una férmula
explicita que nos da el valor de I(n), aunque suele ser complicado. Por ejemplo, en el caso
anterior llegariamos a:

/ln":c de=2(In"z—nl" 'z+n(n—1)I" 2z +--+(=1)"n!)

4) El parametro es entero negativo. Supongamos que el pardmetro n es entero negativo y
aplicamos una y otra vez la féormula de reduccién. Tendriamos un proceso indefinido, en el que
n tomaria valores negativos decrecientes. En estos casos interesa despejar al revés, I(n — 1) en
funcién de I(n) o, lo que es lo mismo, /(n) en funcién de I(n+1). Asi, en cada paso aumentard el
valor del pardmetro hasta llegar a I(—1), 1(0), que se pueden calcular directamente.

5) Cambio de signo del parametro. Al ser la férmula de reduccién valida ¥n € R, a veces
podemos obtener la férmula de una integral a partir de otra, cambiando de signo el parametro.

Ejemplo. Sean I(n) = /x”ef dz; J(n) = /6— dx.
mn

Se cumple J(n) = I(—n) por lo que, si conocemos la férmula de reduccién para I(n), podemos
obtener la de J(n) sin necesidad de integrar. Basta cambiar de signo el parametro en la férmula
de reduccién de I(n) y operar.

Es decir, como conocemos I(n) en funcién de I(n — 1), entonces J(n) (que es I(—n)) se puede
escribir en funcién de I(—n — 1), es decir J(n + 1). Para terminar, hemos de despejar J(n + 1)
en funcién de J(n) y de ahi obtener la relacién entre J(n) y J(n —1).

En el caso del ejemplo es facil obtener I(n) = 2" €* — nl(n — 1). A partir de esta expresién,

Jn)=I(-n)=a"€ +nl(-n—1)=z"€ +nJ(n+1) = J(n+1) = %J(n) — ¢

nax"

de donde resulta la expresién, que también obtendriamos resolviendo directamente J(n),

Jn) = —— -1+ ¢

n—1 n—1zx

n—1
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7. Integrales racionales

Son aquellas cuyo integrando esta formado por un cociente de polinomios, es decir

By(x)
Q)
Para la aplicacion del método, numerador y denominador no deben tener factores comunes y el

grado del numerador debe ser inferior al del denominador. Si k£ > [, se dividen los polinomios y
el problema se reduce a integrar el cociente entre el resto de la division y el polinomio Q;(z).

I =

dz, k <1

Segun el Teorema Fundamental del Algebra, todo polinomio de coeficientes reales y grado [ tiene
[ raices, que seran simples o multiples, reales o complejas, sabiendo que para cada raiz compleja
es también raiz su conjugada. Al descomponer el polinomio en factores, las raices reales dan
lugar a factores del tipo (z — a), mientras que cada par de raices complejas conjugadas da lugar
a un factor cuadrético sin raices reales, como por ejemplo z? + = + 2, cuyas raices serfan 1 =+ i.

Sea un polinomio @;(x) con una raiz real simple, una real miltiple, dos complejas conjugadas
simples y otras dos conjugadas multiples. Si el coeficiente del término de mayor grado es [, la
descomposicién en factores resultante sera:

Qi(x) = (x —a)(x — b)™ (2* + cx + d)(2® + ex + )"
donde el grado [ es igual a la suma de grados de los factores, [ =14+ m + 2+ 2n =2n+m + 3.

Descomponemos el cociente en fracciones simples, obteniendo:

= + +._|_ —+ + B
Qi(z) w—a x-0 (=0 2?2+cx+d 2*Hex+f (22 4 ex + f)"

(observamos que el niimero de coeficientes indeterminados es igual a ).

A continuacién hacemos denominador comin en el segundo miembro e igualamos los numera-
dores, obteniendo un sistema de [ ecuaciones con [ incoégnitas que, una vez resuelto, nos da los
coeficientes indeterminados.

Para terminar debemos integrar las distintas fracciones resultantes.

a)/ de =Iln|z—a|l+C.

r—a

dx 1 1
Rl e TR e T =R

Cx+ D

2 +cx+d
como en el ejemplo siguiente:

/ r+3 d 1/ 2x +6 d 1/ 20+ 2 d +2/ dx
22+ 27+ 3 2) 22 4+2x+3 2) 22422 +3 (x+1)*+2

1 +1
—In|2? + 2z + 3| + V2 arctan (m_) +C.
2 \/5

E.x+ I,
@ +ex+ )
resulta una expresion recurrente que permite reducir el grado del denominador. Por ello,
cuando el denominador contiene factores de la forma (2% + ex + f)", n > 1, es mucho m4s
practico el método de Hermite.

c¢) Las fracciones de la forma dan lugar a un logaritmo mas un arco tangente,

pueden integrarse por un proceso laborioso, del que

d) Las fracciones del tipo
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Método de Hermite. (para cocientes de polinomios en que el denominador tiene factores
cuadraticos sin raices reales, elevados a un exponente mayor que 1).

Suponemos, como antes, que Q;(z) tiene una raiz real simple y otra multiple, dos complejas
conjugadas simples y otras dos multiples, y que el coeficiente del término de mayor grado es [.
Al factorizarlo resulta:

Qi(z) = (v —a)(x — b)™ (2* + cx + d)(2® + ex + )"
El método consiste en descomponer el integrando de la siguiente forma:

Py(x) A N B Cx+D Ex + F d ((x Ry(z) >

Q(z) z—a T b Praid x2+e:c+f+% D) 1(22 + ex + f)nL

Es decir, en los cuatro primeros sumandos del segundo miembro, aparecen los factores de Q;(z)
con exponente igual a 1. En el denominador del cociente que se deriva, el exponente de los
factores esta reducido en 1, por lo que no aparecen los de exponente 1. Por tltimo, el grado de
Rg(x) (de coef. indeterminados) es inferior al del denominador, es decir de grado 2n + m — 4
cOmMo mMaximo.

Entonces se deriva el cociente, se reduce a comin denominador y se igualan los numeradores, lo
que produce un sistema de 2n + m + 3 ecuaciones, con otras tantas incognitas. Tras identificar
los coeficientes indeterminados, se integra: las dos primeras fracciones dan lugar a logaritmos
neperianos; las dos siguientes, a logaritmo mas arcotangente. En cuanto a la ultima, resulta la
mas sencilla de integrar:

/‘%((iﬂ - b)mlgz(i)ex + f)"l) b= (z — b)ml(]j;(i)ex + f)t

1’2

Ejemplo. — dx.
jemp / —

a) Descomponemos en fracciones, derivamos y hacemos denominador comun:

z? _Ax+B+i Cxr+D\ Az+B C(*+1)—(Cx+ D)2z
(22+1)  22+1 dr\ 2241 ) a22+1 (22 + 1)

(Az+ B)(z*+1)+C2*+C —2C2* —2Dx _ Az +(B—C)a? +(A—2D)x+B+C
(22 +1)° (2 +1)°

b) Planteamos el sistema, igualando los coeficientes de los términos del mismo grado. Resulta:

A=0, B—C=1, A—2D=0, B+C =0
c) Resolvemos el sistema: A =D =0, B=-C=1/2.

d) Integramos, obteniendo:

1/2 d [ —z/2 1 x
/1+x2 x+/dm (1—1—:702) T=gartand = oy O

Nota. Con este ejemplo se pretende inicamente mostrar la aplicaciéon del método en un caso
sencillo. El ejercicio se resolveria mas facilmente por partes (haciendo u = z).

$2

(r— 1) (2 + 1)

Ejercicio. Resuelve por Hermite / dx.
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8. Integrales trigonométricas. Cambios de variable.

El integrando esta formado por funciones trigonométricas. Los cambios de variable recomen-
dados son los siguientes.

1) Integrando impar en seno. Si R(—senx,cosz) = —R(senz,cosx), hacemos
—dt

sent =V1—1?|; —senz dr=dt = |dx =
V1—1¢?
Ejemplo. /sen?’xcos2x dz = /senzajcosQ:Usenx dz, = —/(1 —t3) 2 dt.
- —_——

1—¢2 —dt
2) Integrando impar en coseno. Si R(senz, —cosz) = —R(senz, cosx), hacemos [senx =t

dt
cosx =V1—12|;
V-

cosz dr = dt = |dz =

Ejemplo. /(0083 r +cosz)sen’z dr = /(0052 r+1)sen®xcosw dr, = /(2 — )t dt.

2_¢2 dt

3) Integrando par en seno-coseno. Si R(—senz,— cosz) = R(sen x, cos x), hacemos

! ! (1+tan’z) dz = dt = |d dt
CoST = ; [senz = ; an“z) dv = xr =
V1t t2 V14t L+
2 2)2
cos” 1 (14t dt /dt
Ejemplo. dr = = | —.
Jemp /sen4x /l—l—t2 tt 1+t tt
4) Caso general. Sinada de lo anterior da resultado, haciendo tang =t |resulta
x 1 x t 2t 1 -t
cos — = ; sen — = — |senx = 513 |cosw = ——
2 142 2 1+ 2 1+t 1+t
x x 2dt
L tan? D) d(5) =dt = |do = ==
< + tan 5 5 T e
2 1+t+¢
Ejemplo. /ﬂdl‘:~--:4/ +2 + 5o dt
2+ cosx (B3+t°)(1+1t7)

5) Cambio de productos en sumas. Partimos del seno y el coseno de la suma y de la
diferencia. Sumando o restando las expresiones, podemos despejar los productos deseados.

cos(z +y) = cosxcosy —senzseny
cos(x — y) = cosx cosy + sen x sen y
—

sen(z + y) = senz cosy + cos x sen y

sen(z — y) = senx cosy — cos T seny

cos(z —y) — cos(x + v)

senxseny =

2
cos(x — y) + cos(x + y)
COS T COSY = 5
sen(z — y) + sen(x + y)
sen z cosy =

2
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9. Integrales irracionales. Cambios de variable.

El integrando contiene expresiones de exponente fraccionarios. Estudiamos distintos casos.

1) Cociente de binomios con distintos exponentes. FEs decir, integrando del tipo

2la ar +b a ar +b s
"Nex+d) "\Nex+d/)

b
Hacemos el cambio: | - O m siendo m = m.c.m.(g,s...).
cr +d
1 1 2t* — 1 2t dit
Ejemplo. [ = / Y Cambio = T — 1= pdr = ——es.
Vit z+2 1— 2 (1— )
2

2t
Resulta I = / m dt, que se resuelve descomponiendo en fracciones simples.

2) El integrando contiene la raiz de una suma o diferencia de cuadrados.

a) R[z,Vc—a*2?] : [ax = csent|= /¢ — a?z® = ccost; dx = € costdt.
a
Ejemplo. /\/5—332 de:x=+vV5sent = Vb — 22 =--- =+/5cost; de = /5costdt.

S 5 5
I = 5/0082tdt: 5/(1+COS2t)dt: §(t+sentcost) = Earcsen%+g\/5—x2+a

x
= arcsen — + C' (inmediata).

dx
N V5

Caso particular.

t
b) R[:E,m] : ax:i — Va21? — & = ctant: da::f sen i
cost a cos?t
e \/S sent
E‘e lO. ——5 - = — = 2_53/2:...:53/2t 3t' d _ 5 dt
IR /(952 — 5)3/2 T cost (& ) an”t; dx \/_cos?t

[:/ cos t \/Ssentdtzl/ costdtzl -1 :_1 x L
53/2sen3t cos?t 5/ sen?t 5 sent 5Vr2 -5

= argch % +C =In|z+V2*> = 5|+ C (inmediata).

Caso particular.

dx
Va2 -5

c c 1
R 252 + ¢ =ctant| = Va*r? +c* = —; do = — dt.
c) R[z,Va?z?+ ] : [ax = ctan a’r? +c o BT =

5) 5}
Ejemplo. /\/$2 +5de:x=+btant = Va?+5=--. = i; dr = Ldt.

cost cos? t

dt tdt d

=5 / =5 / o8 . Haciendo el cambio sent = u, resulta 5 / —u‘
cos3 t cos*t (1 —u?)?

Caso particular. / = argsh ~_4C=m |z + V22 4+ 5| + C (inmediata).

dx
Va2 +5 NG
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3) El integrando contiene la raiz de un trinomio. Puede reducirse al caso anterior.

b \° b
2 — -
a) a>0=—= ax —i—b:z;—l—c-(\/ax—i—Q\/a) +(c 4a)'

1 \2
Ejem lo.2x2+x+1:(\/§x+—) +1-—
jemp /2

b) a <0= ar?+br+c=—(—arx? —br—c) =

1
V2P

Ejemplo. —2°> —z+2=— (2 +2—-2) = —

P(x)
Va2 +br+c¢

4) Método Alemdan. Se aplica si el integrando es del tipo

- Y br | +
vax?+bx +c T dr [Q i(7)Vaz v C] vax?+bx +c

Tras identificar A y los coeficientes de @,,,—1(z) integramos, obteniendo

A
I= [Q(x)\/a$2+bx+c} +/ N T dx

que se resuelve a partir de los apartados 2) y 3).

d A
Ejemplo. I:/# dx. Hacemos B <k\/_) + ——. Entonces
V3r — a2 —2 va dx Ve
-2 A2
to_pszi A 2 2x:3k—2kx+2)\:>k:—1,)\:;

VAN

Y la integral se convierte en

I_/dx(k\/_ dx—l—/—dx— V3 — 22 =2+ = /\/W

3

1 2
La integral que queda se resuelve haciendo 3z — 2 — 2 =-.. = 1= (x — 5) , con lo que

d
I, = \/_x_ =arcsen(2e —3) = I = —V3zr — 22 -2+ garcsen(Qx -3)+C

1
5) El integrando es del tipo 1 . Cambio |x — a = —|. Entonces:
(z — a)’Vax? +br +c t
1 dt 1
/ + o, ax 2 \/_
siendo Q(¢) un polinomio de segundo grado (si a =0, Q(t) = a + bt + ct?).
En el caso p = 1, aplicamos 3). Si p > 1, aplicamos el Método Aleman.
Célculo Infinitesimal 1. J. Fe. ETSI Caminos. A Coruna 117



Tabla de integrales inmediatas

um—i—l 1
1) /u du:m+1+C,m7é—1 2)/adu:ln\ul—|—0
1 a"
- = 4 u = 1
3)/2\/50[“ Vu+C )/a du lna+C’,a>O,a7é
5) /senudu:—cosu+0 6) /cosudu:senu—i-C'

1 1
7) / 5 du:/(1+tan2 u)du=tanu+C 8) / s—du :/(1+cotan2u)du:—cotanu+C’
cos” u sen” u

9) /Cotanudu:1n|senu|+0 10) /tanudu:—ln|cosu|+0
1 1 1
11) /\/ﬁdu:arcsenngC 12) /a2+u2du:aarctang+0
13) /senhudu:coshu—i—C’ 14) /coshudu:senhu—l—C
1 1
15) /—Zdu—tanhu—l—C 16) /—Qdu——cothu—l—C
cosh” u senh” u

1 B U / 1 B 2 2
17) /mdu_argshaJrC 17)/mdu—ln<u+m>+c

duzln‘u+\/u2—a2‘+0

du:argchg +C
Q@

® [ W [

1 1 1 1
19)/ 5 Qdu:aarg‘chg—l—C 19’)/ s—— du=—In

o’ —u a” —u 2x

a+u

+C

a—u

NOTAS:

1: La primitiva de 17’ es la forma logaritmica de la primitiva de 17. Ambas tienen el mismo
campo de existencia (—oo, 00).

2: La primitiva de 18 existe solo para u > «. La de 18’ existe Yu # +a.

3: La primitiva de 19 existe solo para —a < u < «. La de 19’ existe Yu # +a.

4: En los casos 11, 12, 17-19’, « significa la raiz cuadrada positiva de a?. Escribimos o? para
indicar un nimero positivo.
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